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ГЕОМЕТРИЧНІ МОДЕЛІ КОМБІНАТОРНИХ ТОТОЖНОСТЕЙ

GEOMETRIC MODELS OF COMBINATORIAL IDENTITIES

Метод траєкторій започатковано у роботі D. Andre. У роботах Б.В. Гнєденка та його
учнів згаданий метод було застосовано до задач математичної статистики.

Метод траєкторій в комбінаториці та теорії ймовірностей полягає у зведенні задач
до підрахунку шляхів на цілочисельних ґратках. Для доведення комбінаторних тотожностей
методом траєкторій обчислюють найкоротші шляхи на ґратках двома способами, і прирів-
нюючи результати обчислень, отримують ту чи іншу тотожність.

У цій статті пропонується просторова версія методу траєкторій і застосовується
для доведення комбінаторних тотожностей.

Розглянуто як узагальнення відомих комбінаторних тотожностей так і доведення но-
вих. Комбінаторні тотожності до водяться із використанням просторової системи коорди-
нат. Завдяки своїй наочності, метод траєкторій також може бути використаний у навчанні
комбінаторних розділів математики. Візуалізація навчального матеріалу є дуже важливою
складовою методики викладання. Збільшення розмірності, звичайно, зменшує наочність мате-
ріалу, але часто позитивно впливає на розвиток здатності до логічного аналізу задачі. Пода-
льші дослідження у цьому напрямку можуть бути спрямовані на побудову траєкторій у прос-
торі більшої розмірності та їх візуалізацію, а також на побудову геометричних інтерпрета-
цій відомих комбінаторних тотожностей.

Ключові слова: комбінаторні структури, комбінаторні тотожності, траєкторії,
візуалізація, викладання математики.

The method of trajectories appeared in the work of D. Andre, where the reflection method was
applied to the Bertrand’s ballot problem. In the works of B.V. Gnedenko and his colleagues, the me-
thod of trajectories was applied to problems of mathematical statistics. The method of trajectories in
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combinatorics and probability theory is to reduce problems to counting paths on integer lattices. The
proof of combinatorial identities by the method of trajectories consists in calculating the shortest lat-
tice paths in two ways.

In this paper, we propose a spatial version of the trajectory method and apply it to the proof of
combinatorial identities. Generalizations of known combinatorial identities and proofs of new ones
are considered. Several combinatorial identities are proved using a spatial coordinate system.

On the other hand, due to its visualization, the trajectory method can also be used in teaching
combinatorial math. Visualization of educational material is a very important component of the teach-
ing methodology. Increasing the dimensionality reduces the visibility of the material, but positively
affects the ability to logically analyze problems. Further research could be aimed at building
trajectories in a more dimensional space and visualizing them.

Keywords: combinatorial structures, combinatorial identities, trajectories, visualization,
teaching math.

Постановка проблеми
Метод траєкторій [1]—[5] у комбінаториці та теорії ймовірностей дав можливість роз-

в'язати ряд задач,  які не вдавалося дослідити іншими методами,  зокрема задачу про контроль
якості продукції,  що виникла у 50-х роках минулого століття,  і дала назву згаданому методу у
ряді праць Б.В. Гнєденка та його учнів. Геометричні міркування були застосовані у процесі до-
слідження відмінності двох емпіричних розподілів — задачею, безпосередньо пов’язаною із
проблемою контролю якості продукції.

Одним із застосувань методу траєкторій є доведення комбінаторних тотожностей
[4; 6; 8]. Перевагою названого методу є його надзвичайна наочність, що є однією із причин за-
стосування методу при викладанні комбінаторних тем математики.

У роботі пропонується просторова версія відомого методу траєкторій та застосування
його до доведення комбінаторних тотожностей. Звичайно, не завжди геометричний метод до-
ведення комбінаторних тотожностей є найбільш ефективним, проте є найбільш наочним.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Зародженням методу траєкторій можна вважати роботу André D., де запропоновано ме-

тод відображень для дослідження задачі про балотування кандидатів на виборах. Дослідженню
названої задачі та пов’язаних з нею питань присвячено ряд робіт [6; 7].

Траєкторії на площині розглядаються також у зв’язку із дослідженням електричних кіл,
різновидом траєкторій на площині є так звані шляхи Каталана та шляхи Моцкіна [1; 3].

Геометричні моделі Chandrasechar S. використовував для обчислення комбінаторних
проблем, що виникали у фізиці та астрономії. Геометричний метод доведення комбінаторних
тотожностей широко застовується разом із аналітичними та теоретико-множинними методами.
Перевагою методу траєкторій є його наочність, що можна використовувати при викладанні
комбінаторних розділів математики або відповідного матеріалу курсу дискретної математики
[5; 8].

Відома геометрична інтерпретація [4; 5; 8] біномного коефіцієнта m
nC — ламана (траєк-

торія) T, що сполучає початок координат O (0; 0) із точкою B(m; n-m) (рис. 1, а). Із геометрич-
ної інтерпретації біномного коефіцієнта одразу випливає відома рівність (тотожність)

mn
n

m
n CC -= . Найпростішою комбінаторною тотожністю, якій можна надати геометричну (тра-

єкторну) ілюстрацію є така тотожність: 1
11
-
-- += m

n
m
n

m
n CCC (рис. 1, б).

Для доведення останньої тотожності досить підрахувати кількість ламаних, що
проходять через точки B1 і B2 та застосувати правило суми. В [4] розглядаються доведення де-
яких комбінаторних тотожностей, використовуючи ламані (траєкторії) на площині. Як показано
у [8], біномні комбінації з повтореннями мають таку ж геометричну інтерпретацію, як і біномні
коефіцієнти, тому ще одна тотожність запишеться так: 1

11
-

-- += m
n

m
n

m
n CCC .  Зауважимо,  що у

часто використовуються траєкторії, зображені на рис. 1, в), які також зображують біномний
коефіцієнт. Саме такими ланками зображуються шляхи Моцкіна [2; 3].
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Рис. 1. Біномні коефіцієнти та їхні геометричні інтерпретації: а) геометрична інтерпре-
тація біномного коефіцієнта; б) доведення комбінаторної тотожності; в) інший варіант геомет-
ричної інтерпретації числа комбінацій із n по k

Формулювання мети дослідження
Метою дослідження є доведення деяких комбінаторних тотожностей із використанням

просторового методу траєкторій. Опишемо побудову просторової траєкторії та пов’язані з нею
комбінаторні структури.

Розглянемо в системі координат Oxyz прямокутний паралелепіпед (рис. 2, a) зі сторона-
ми n1, n2 і n3. Кількість найкоротших ламаних, що проходять ребрами координатної кубічної
ґратки від початку координат O(0; 0; 0) до точки A(n1; n2; n3) можна порахувати такими мірку-
ваннями. Кожна ламана містить n1 + n2 + n3 = n ланок, n1 із яких є паралельними до осі Ox, n2

паралельних до Oy, і n3 — до Oz. Для побудови будь-якої з ламаних необхідно вказати місця n1

ланок із n можливих для розташування відрізків, паралельних до Ox. Це можна здійснити 1n

nC
способами.

Вибрати n2 місць із n2 + n3 = n – n1, що залишилися, для розміщення ланок, що парале-
льні до осі Oy, можна 2

1

n

nnC -  способами.  А n3 місця, використаємо для розміщення ланок, що

пройдуть паралельно до осі Oz, однозначно ( ==--
3

3

3

21

n
n

n
nnn CC 1) одним способом — з'єднуючи

вже побудовані відрізки ламаної. Всього таких ламаних за правилом добутку існує
=×=×× ----

2
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n
n

n
nnn

n
nn

n
n CCCCC Pn(n1, n2, n3). Отже, Pn(n1, n2, n3) — це кількість найкоротших

шляхів (траєкторій) із початку координат у точку A(n1; n2; n3). Якщо розглянути проекцію T¢
траєкторії T (рис. 2, a) на площину Oxy,  то отримаємо траєкторію,  що сполучає точки (0;  0)  і
(n1; n2). Таких траєкторій згідно з [4; 5; 8] існує 1

21

n

nnC + . Підрахуємо кількість просторових трає-

кторій, що проектуються у траєкторію T¢. Остання складається із n1 + n2 ланок, у кожній із
n1 + n2+ 1 кінцевих точок якої можна побудувати відрізок у напрямку осі Oz. Щоб отримати
просторову траєкторію, таких відрізків має бути n3. Такий вибір можна здійснити

33

321

3
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nn CCC == ++++
 способами. За правилом добутку підраховуємо кількість просторових

траєкторій: ),,( 321
31

21
nnnPCC n

n
n

n
nn =×+ .

Описаний спосіб підрахунку застосуємо до рис. 2, б). Розглянемо проекцію просторової
траєкторії на площину Oxy. Ламана у цій площині сполучає точки (0; 0) і (k; m – k) і має m ла-
нок. Таких траєкторій згідно існує k

mC . У кожній із m + 1 кінцевих точок проекції можна відк-

ласти n – m ланок у напрямку осі Oz. Таких способів побудови існує m
n

mn
m CC =-
+1 . За правилом

добутку отримаємо кількість просторових траєкторій k
m

m
n CC × . Розглянемо тепер проекцію тра-

єкторії на площину Oyz. Аналогічно підраховуємо кількість просторових траєкторій km
kn

k
n CC -

-× ,

і разом із попереднім результатом отримуємо відому [7] комбінаторну тотожність
km

kn
k
n

k
m

m
n CCCC -

-×=× .
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Рис. 2. Геометрична інтерпретація перестановок з повтореннями

Додаючи ще одну проекцію, а саме на площину Oxz, матимемо таку рівність:
km

n
k

kmn
km

kmn
k

kmn CCCC -
+-

-
++-+- ×=× 1

.

Таким чином маємо тотожність, що узагальнює попередню:
k

kmn
km

n
k
m

m
n

km
kn

k
n CCCCCC +-

--
- ×=×=× .

Таким чином, за допомогою аналізу просторових траєкторій можна доводити комбіна-
торні тотожності для біномних коефіцієнтів, що і буде зроблено у наступному пункті
дослідження.

Виклад основного матеріалу
Використавши траєкторний зміст перестановок з повтореннями Pn(n1, n2, n3) доведемо

деякі комбінаторні тотожності.
Підрахуємо двома способами кількість траєкторій, що сполучають початок координат із

точкою A(n1; n2; n3) (рис.  3, а). Всього таких траєкторій,  як показано вище,  існує ),,( 321 nnnPn
.

З них ),1,( 3211 nnnPn --
 пройде через точку A1(n1; n2 – 1; n3), )1,,( 3211 -- nnnPn

 — через точку
A2(n1; n2; n3 – 1), і ),,1( 3211 nnnPn --

 — через точку A3(n1 – 1; n2; n3). Інших ламаних не іс-

нує. За правилом суми маємо тотожність:
)1,,(),1,(),,1(),,( 321132113211321 -+-+-= --- nnnPnnnPnnnPnnnP nnnn

.

Рис. 3. Доведення комбінаторних тотожностей із використанням зображень перестано-
вок з повтореннями
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Переписавши останню тотожність для структури m
nC , дістанемо таку тотожність:

1
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Остання тотожність має нескладне теоретико-множинне трактування, а також дово-
диться аналітичним способом.

За допомогою цього ж рисунка доведемо ще одну комбінаторну тотожність.
Підрахуємо траєкторії, що проходять через точки B1(n1; n2 – 2; n3), B2(n1; n2 – 1; n3 – 1),
B3(n1; n2; n3 – 2), B4(n1 – 1; n2; n3 – 1), B5(n1 – 2; n2; n3), B6(n1 – 1; n2– 1; n3). Траєкторій OB1 всього
існує Pn – 2(n1; n2 – 2; n3),  а B1A — одна; траєкторій OB2 всього існує Pn – 2(n1; n2 – 1; n3 – 1),
а B2A —  дві: B2A1A та B2A2A. Продовжуючи процес підрахунку, та використовуючи правила
суми і добутку, матимемо тотожність:
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Переходячи до позначень в комбінаціях, маємо:
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Розглянемо рис. 3, б). Кожна траєкторія OM перетне площину π, що проходить пара-
лельно до площини Oxz між площинами y = k та y = k + 1. Траєкторій, що сполучають точку O з
точкою A(s1; k; s3) всього існує ),,( 3131

sksP kss ++ . Траєкторій, що сполучають точку

B(s1; k + 1; s3) M (n1; n2; n3) існує )1,1,1( 331113131
--+-----++ snksnP ssknn . За правилом

добутку маємо кількість траєкторій
)1,1,1(),,( 3311131 313131

--+--× ---++++ snksnPsksP ssknnkss ,

що містять ланку AB. За правилом суми отримуємо таку тотожність:
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Переписавши останню тотожність для біномних коефіцієнтів, дістанемо:
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Відому комбінаторну тотожність å=
=

n

k

k

n

n C
0

2 можна узагальнити просторовим

аналогом: å
=++

=
mnnn

m
m nnnP

321

3),,( 321 , надавши останній просторову геометричну ілюстрацію.

Розглянемо наступні рисунки.
Узагальнимо останню тотожність на просторовий випадок. На рис. 4, б) зображено перетин

куба зі сторонами m, n, n площиною y + z = n. Підрахуємо кількість траєкторій, що сполучають поча-
ток координат O (0; 0; 0) із точкою B (m; n; n). Згідно із викладеним вище таких траєкторій існує

m
mn

n
mnmn CCmnnP +++ ×= 22 );;( . З іншого боку, кожна траєкторія перетне згадану площину у де-

якій точці Aks(k; n-k; s), Таких траєкторій існує s
snsn CsknkP ++ =- ),,( . Траєкторій, що сполу-

чають точки Aks(k; n-k; s) і B (m; n; n) існує s
sn

m
smnsmn CCsmkknP +-+-+ ×=-- ),,( , отже під-

сумовуванням маємо кількість траєкторій.
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Рис. 4. Доведення комбінаторних тотожностей підрахунком траєкторій двома способами

За допомогою рис. 4, а) доводиться така комбінаторна тотожність [6]:
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Тут і в попередній формулі в дужках віднято двічі пораховані траєкторії,  що містять ланки Ak-

sAks+1.
Якщо на рис. 4, в)  підрахувавши кількість просторових траєкторій безпосередньо
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Розглянемо комбінаторну тотожність
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На думку авторів, цій тотожності можна надати траєкторну ілюстрацію у просторі. Об-
межимося поки що траєкторіями на площині (рис. 5), які було побудовано у роботі [6].

Згідно із геометричною інтерпретацією біномних коефіцієнтів, через точки Ak – 1 і Ak
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A0 = O(0; 0), Aq(m; n – m). За правилом добутку траєкторій, що проходять через точки A0,

A1, …, Aq існує q
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n CCC ××× ...2

2

1

1
. Якщо підрахувати кількість траєкторій за всіма можливими

точками,  координати  яких  задовольняють  рівнянню m1 + m2 + … + mq = m,  то  за  правилом
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Рис. 5. Геометрична інтерпретація комбінаторної тотожності (1)
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O(0; 0) і A(m; n – m), існує m
nC . Прирівнявши отримані результати, дістанемо записану вище

комбінаторну згадану тотожність.
Отриману тотожність узагальнимо за допомогою описаного вище підрахунку відгалу-

ження просторової траєкторії без виконання рисунка. Просторова траєкторія, що сполучає по-
чаток координат із точкою Bq(m, n – m, p), буде від кожної плоскої траєкторії відгалужуватись
p + 1 ланками, паралельними до осі Oz. Отже, матимемо:
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Отже, тотожність, що узагальнює попередню тотожність (1) запишеться так:
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Висновки
Таким чином, у роботі розглянуто застосування просторового методу траєкторій для

доведення комбінаторних тотожностей. Подальші дослідження у цьому напрямку стосуються
розробки траєкторного методу у просторі більшої розмірності та дослідження самих просторо-
вих траєкторій. Безпосередньо із описаними траєкторіями пов’язані шляхи Діка та числа Ката-
лана. Шляхом Діка називають ламану, що лежить у верхній півплощині і складається із векто-
рів (1,  1)  та (1,  –1),  сполучаючи  точку (0;  0)  із точкою на додатній частині осі Ox. Кількість
шляхів Діка довжини 2n дорівнює n-му числу Каталана cn. Траєкторія, зображена на рис. 1, в) є
шляхом Діка,  якщо кінцева її точка лежить на осі Ox.  Підрахунок кількості шляхів Діка вини-
кають у різних задачах комбінаторики і теорії ймовірностей.  Узагальненням шляхів Діка є
шляхи Моцкіна, які можуть містити також горизонтальні ланки (1; 0). На думку авторів числам
Моцкіна можна надати просторову інтерпретацію та застосувати для них описані способи
підрахунку.

Зауваження від другого співавтора. Доведені за допомогою траєкторій на площині
тотожності наведено також у праці, опублікованій за посиланням
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https://otr.iod.gov.ua/images/pdf/2021/3/09.pdf. Згадана робота в основному ґрунтується на
результатах доповіді [4] і статті Рашевського М.О.  у російському виданні.  На вказані два дже-
рела у статті із незрозумілих причин відсутні посилання.
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