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ПЕРЕДМОВА

Задачі охоплюють основні теми курсу “Електродінаміка та спеціа
льна теорія відносності” для спеціальності “фізика та основи інформа
тики”.

Перед кожною темою подається короткий теоретичний вступ та 
основні формули, які описують відповідне коло електродинамічних 
явищ.

По кожній темі приведені приклади розв’язування типових задач з 
посиланням на основні рівняння та формули. З метою оволодіння ме
тодами класичної і релятивістської електродинаміки та формування 
цілісних уявлень про структуру електродинаміки часто пропонується 
розв’язувати одну і ту ж задачу різними методами.

Зміст і розв’язок більшості задач ілюструють та конкретизують ос
новні положення теорії, причому наголос робиться на якісній та фізич
ній стороні явища, а адекватний математичний апарат використовуєть
ся для ознайомлення з методами теоретичної фізики. В основному 
пропонуються задачі для розв’язання яких необхідні розуміння основ
них теоретичних положень і принципів, а не складні математичні роз
рахунки. Так умови багатьох задач характеризуються деякими симетрі
ями, що вимагає фізичного аналізу при розв’язку в більшій мірі ніж 
математичних розрахунків.

Зміст задач також перекликається з шкільним та загальним курсом 
фізики. Це дає можливість більш цілеспрямовано готувати учителя 
фізики.

В збірник входять задачі із 11 тем. Особлива увага приділяється 
темам та задачам, які пов’язані з безпосереднім використанням та ін
терпретацією рівнянь Максвела в локальній та інтегральній формах. В 
збірнику використовується система одиниць СІ. Але в Додатках подані 
основні формули електродинаміки і в системі одиниць Гауса, рекомен
дації щодо переведення формул із одної до іншої системи одиниць, а 
також зв’язок між одиницями вимірювання електродинамічних .вели
чин в СІ та системі Гауса.
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І. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОГО АНАЛІЗУ

Т еорема Г ауса j di oàdV = $ âdS
y s

Теорема Стокса |5сИ = \rotadS
л і

Вираз диференціальних операцій в різних системах координат:
а)декартові координати

градієнт складної функції <р{х, у, і ) :

(1.2)

(1.1)

, „  д ір  -  д ір  д ір  т
grad<p = Vtp = —- i  + - ~ J + — k 

д х  д у  d z

дивергенція вектора а(х,у,г) :

_ _ да„ да да,
dlva = Va = — -  + — -  + — -  

дх ду дг
ротор довільного векторного поля а(х,у,г):

rota -

і j  к
д_ д_ д_
дх ду dz
ах ау а.

-  ' daz дау '  
ду dz

оператор Лапласа:

/ + daz ' 1 4-

CD

1

дх J + , дх dy f

2 + *"2 + dz2дх1 ду2 
б) циліндричні координати

складові градієнта скалярної функції <р(г,ір,г):
дір

gradrip = grad ip -  —^ - ,g ra d .(p  =
дг• г дці dz

дивергенція вектора а(г,ір,г):

1 дdiuâ =----- '(rar )-\—
1 да да.

г дг
складові ротора а{г,ц/,і)\

г dtp dz

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1-8)



г дг ¥ г ду/ 
оператор Лапласа:

г?2 1 д д  1 д2 о_
v  - - У + —  (їло)

г  дг дг г ду/ дг
в) сферичні координати

складові градієнта скалярної функції <р(г,в,у/):
, дір 1 дір , 1 дф

gradгф = —  ,gradeip = ~ ~ ,g r a d i p  = — (1.11) 
дг г д в  r sin в  ду/

дивергенція а(г,в,у/) :

diva = \ ^ - ( r 1 -ar) + —~ 4 ^ ( sind ' ав) + ~ — ~  0 -12) 
г дг "  rsinQ д в  в /  rs in d  ду/

складові ротора а(г,в,у/):

шГа' т Ь { Ь <!>пва' - щ ; >

r ° t g d  = — ■ - д?г - - j - ( r - a y )  (ІЛЗ)
rsm d  ду/ г дг

. -  1 0 /  . 1 даГrot а  ----- ( г -а й)  --
*' г д г  в /  г д в

оператор Лапласа:

V  , ± ± (г‘ ± ) + - Ґі — ± (* , Є ± )  + - . 1 — 1 т  0.14)
r дг дг r sin в  д в  д в  r sin в  дф 

Якщо ввести векторний оператор “набла” V, то диференційні опе
рації градієнта, дивергенції, ротора можна подати таким чином: 

g ra d f  = V • ф
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А дифер.енційні операції другого порядку з допомогою оператора 
“набла” подаються так:

сіі vgrad(p = V • V
гоїгоіа = [V • [V ■ а ]  (1.16)
сііигоіа = У -\у -а \

Деякі формули векторної алгебри та векторного аналізу:
[а[Ьс ] ]  = Ь (а с )-с (а Ь  )
Ч (и \) = цУу+уУп (1.17)
V (<ра) = с ііи (р а )  = </хіііхі + аУ<р 

го і((р а ) = <ргоіа-[сН <р]

(ііи[ аЬ] = Ьгоіа -  агоїВ

Більш детальний перелік формул векторного аналізу та коментарі 
до них приведені в Додатку А.

Приклади розв’язування задач

Приклад 1.1. Знайти потік вектора а через поверхню нескінченно 
малого кубика (IV = сіхсіуск , рис. 1.1.

Розв ’язання: Очевидно, що сумарний потік вектора а через повер
хню кубика дорівнює сумі потоків через кожну із шести граней кубика 

а и = ^ш = С ІМ ,  + еВ12 + йЯУ, + еМ4 + еВ15 + сіМ6



Так, потоки через грані 1 та 2 дорівнюють відповідно:
<ІИ2 = а2х ■ сіуск = а2х (х + сіх, у, г)сіуск 

сШ1 = - а 1хсіусіг = - а ]х (х, у, г)сіуск, 
де а2х(х + сіх,у,г) - іксова компонента вектора а в кожній точці грані 
2 , а аІХ(х ,у ,г)  - іксова компонента вектора а в кожній точці грані 1. 

Тому потік вектора а через дві грані, першу та другу, дорівнює:
+ М 2 =(а2х- а и )с1усЬ,

З іншого боку, оскільки різниця а2х -  аІХ є приріст вектора ах при 
зміні координата х на к ,  то з точністю до другого порядку цей приріст 
дорівнює:

а2х -  аІХ = — • сіх, тому с/ЛЇ, + <Ш2 = ̂ -с!х<іусЬ 
дх дх

аналогічно має бути показано, що
да

'З тил ,, ~+ сіМ4 = — -іудіхск
ду

сіМі + сксЬссіу
&

А отже, для сумарного потоку вектора а через всі шість граней 
кубика одержуємо:

<Ш =
дах да да.

сЬссіуск = сііїхі ■ сіУ (118)
дх ду дг

Узагальнимо що формулу для поверхні довільної форми і розмирів. 
Для цього розіб’ємо обмежений замкнутою поверхнею Я об’єм V систе
мою взаємно перпендикулярних площин на сукупність малих кубів. Під
рахуємо за допомогою одержаної нами формули (1.18) потік довільного 
вектора а через поверхню кожного з кубиків, які знаходяться всередині 
замкненої поверхні 5  і додамо. В результаті одержуємо:

= І  сііиасіУ -> І  сйУ = } сііиасіУ

Оскільки в сумі X потік вектора а через кожну внутрішню грань 
кубика входитиме двічі, при чому з протилежним знаком, тому всі додан
ки в сумі X АИ , які відносяться до внутрішніх граней кубиків скоротяться 
і залишиться тільки сумарний потік через зовнішшо поверхню 5.

Т,сіМ =  $ Ш
ї .

Тобто, ми обґрунтували теорему Гауса:
= $ас№ = І сііиасіУ



Приклад 1.2. Знайтц циркуляцію вектора а по нескінченно малому 
контуру.

Розв’язання: Нехай контур 1234, рис. І.2., знаходиться в площині 
ХОУ. Тоді, очевидно, що циркуляція вектора а по нескінченно малому 
контуру дорівнює:

сіС(ХОУ)= $асІІ =аисЬс + а2усіу -  аіхск -  а4усіу =
хог

=  ^ 2  сіх ф  -  — -  ф  ■ сіх =  сіхсіу • 

дх ду

дау дах 
дх ду ,

= (іхф  ■ тої,а ,

дау  .  . ■де а2у- а 4у= -~ -а х  - приріст ігрекової компоненти вектора а при

, да . . . .зміні координатах на дх, а2х - а [х =  ф  - приріст іксової компонен-
ду

ти вектора а при зміні координати у  на ф , див. рис. 1.2 .
Якщо ж зорієнтувати вектор площадки <Й, яка охоплена контуром, 

вздовж осі ОХ, Я11 х (тобто контур розмістити в площині У02), то для 
циркуляції вектора а одержуємо:

да. д а Л
сІС{У02)= ідеї! = ф<к-

гог ду дг
= фсЬ • гоІха

Якщо ж уявити нескінченно малий контур, який розміщений в 
площині Х О І, п ТТ у , то аналогічно одержуємо:

Рис. 1.2. Знаходження циркуляції 
векторного поля а по нескінче- 
ному малому контуру, що лежить 

в площині ХОУ
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dC(XOZ)= ja d f -dxdz-
xo z

С да- да, , 7 ,
= dxdz ■ rot..a ̂ Idz dx 1 *

Таким чином, при довільній орієнтації нескінченого малого конту
ру циркуляцію вектора а по цьому контуру можна подати тоді так: 

d C - \ a d  -  dydz■ rotxa +dxdz■ rotya + dxdy-rotza = rota - dS = rot„a ■ d S ,

де Я - додатна нормаль до dS .
Тобто, циркуляція векторного поля а по нескінченому малому ко

нтуру, який охоплює площадку d S , дорівнює скалярному добутку dS 
і r o ta :

dC  = \а<й - r o t a d S  (1.19)
М.М.КОН.

Приклад 1.3. Обчислити циркуляцію вектора [w • г] по колу радіу
са г0 , розташованому в площині, яка перпендикулярна постійному ве
ктору 5) .  Початок координат знаходиться в центрі кола. Обчислення 
провести безпосередньо і використовуючи теорему Стокса.

Розв’язання: Вектор [<y-f0], згідно умови задачі, в кожній точці 
кола направлений по.дотичній до цього кола.

Тому
$[йіг]с// = <or0\d l  = 2  ло)г02 (1.2 0 )
і  і

А з допомогою теореми Стокса шукана циркуляція дорівнює:

L s

де 5  - поверхня, що обмежена контуром L.
Знаходження rot[d>r] з допомогою (1.5) дає: rot[cor]= 2а>. Тому 

одержуємо:
\ r o t [ w ] d S  = 2 \a > d S  = 2co]dS = 27r<i>r02, (1.21)
s  S  S

що співпадає з (1.2 0 ).
Зазначимо ще раз, що поверхня S  в теоремі Стокса може бути 

будь-якою поверхнею, але тільки щоб вона спиралася на контур L. 
Припустимо, що в (1.21) ми інтегруємо по деякій поверхні Si, яка не 
співпадає з поверхнею круга радіуса гй. Тоді маємо:

\rofy»r\dS  = 2 \т ■ dS = 2 3  JdS 
Si s, s,

Уявимо собі замкнену поверхню, яка складається із Si та поверхні
круга S: S' = S , + S .  Очевидно, що $dS = 0 але тоді

S '

$ d S = j d S  + l d S = 0 .
S’ Л', s
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Але оскільки \dS=m-Q, то jd S  = ~плг02, де п - одиничний орт,
S  S|

перпендикулярний площині круга, і ми врахували, що в інтегралі $dS = 0

елемент поверхні dS , як завжди, направлений по зовнішній нормалі. То
му інтегрування по довільній поверхні Si дає той же результат.

Завдання для самостійної роботи

1. Впевнитися в тому, що мають місце такі тотожності: 
rotVg> = 0,diurota = 0,rotrotd = V d iu a ~ V 2a.

2. Обчислити вирази: grad(p(r ) , V ( \ ) , V ( —),Wr.
г г

3. Показати, що вектор Vtp перпендикулярний до поверхні 
<р=const.

— 7 -4. Обчислити d iv r ,d io —,ro t[c o r] ,  де © - постійний вектор, г -
г

радіус-вектор.
5. Точковий заряд розташований в центрі куба. Безпосереднім об

численням знайти величину потоку f EdS по одній грані куба.
6 . Заряджена частинка (34) знаходиться в одному з кутів куба. Чому 

дорівнює величина j EdS через кожну грань, якщо величина Заряду д?
7. Впевнитися, що повна (субстанціональна) похідна по часу век

торної величини а визначається формулою:

—  = —  + (5V)5 
dt dt v r

8 . Обгрунтувати формули:
diu^ib j= b ■ rota -  a ■ rotb 

diua{u) = (Vp(w))= Г~  V u j = (a • gradu)

rota(u)-
du

=  |g ra < / « ,a ]

9. Заряджена частинка (34) знаходиться посередині висоти И кону
са, рис. 1.3. Знайти величину потоку/£ ^ 5  через бічну поверхню та 
основу конуса.

10. Знайти потік вектора напруженості електричного' поля через 
основи та бічну поверхню циліндрів, зображених на рисунках Рис. 
І 4а., та Рис. 1.46.
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Рис. 1.3. Заряджена частинка знаходиться посередині висоти А конуса

а)

б)
Рис. 1.4. До знаходження потоків вектора Е  через поверхню циліндрів

11. Впевнитися, що потік вектора Ё через поверхню сферичного 
сегменту 52 та через плоску поверхню 5і основи циліндра, які спира
ються на один і той же контур І ,  див. рис. І.5., однакові.

Ё

Рис. 1.5.



12. Довести безпосереднім розрахунком, що потік вектора Е через 
поверхню циліндра, рис. І.5., дорівнює нулеві.

13. Обчислити потік радіус-вектора через поверхню круглого цилі
ндра, безпосередньо та використовуючи теорему Гауса.

* 13 .
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II. ЗАКОН КУЛОНА. ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦІЇ 
ТЕОРЕМА ГАУСА

Напруженість електричного поля, що створюється точковою 34  в 
вакуумі (закон Кулона) визначається формулою:

Е  = — *1— 7 
4 ПЄдГ

(Н-1)

де д - величина заряду 34, г  - радіус-вектор, проведений від 3 4  в дану 
-1 2  Фточку поля, є0 = 8 ,8 5 - 1 0  електрична стала.

м
Згідно принципу суперпозиції та закону Кулона напруженість еле

ктричного поля, яке створюється неперервним розподілом зарядів ви
значається:

4лєпЯ 4яє0Я
де т,сг,р(г') : відповідно лінійна, поверхнева та об’ємна густина заря

дів, Я - г - г ' , радіус-вектор, проведений від елементарного заряду 
р{7')с!Г в дану точку поля Р, див. рис. II. 1.

0  г

Рис. II. 1. Напруженість електричного поля в точці Р визначається суперпозиці
єю полів, які створюються елементарними зарядами р{г'\іУ '

З допомогою електростатичної теореми Гауса:

•ї £п
(II 3)

можна знаходити напруженість електричного поля симетрично розпо
ділених зарядів.



Методика застосування теореми Гауса для знаходження напру
женості електричного поля, що створюється симетрично розподіле
ними зарядами.

1. Виходячи з симетрії задачі треба вибрати замкнену поверхню.
2. Знайти потік вектора Е через цю поверхню.
3. Знайти величину заряду, що міститься в об’ємі, обмеженому ці

єю поверхнею.
4. Розв’язати відповідне алгебраїчне рівняння і знайти значення 

напруженості електричного поля.

. . ‘ »5,

Приклади розв’язування задач

Приклад 11.1. Заряд д рівномірно розподілений по об’єму кулі раді
уса г0. Користуючись рівнянням Максвелла (ІІ.З) знайти напруженість 
електричного поля в будь-якій точці простору.

Розв ’язання. Із симетрії задачі випливає, що поле буде центрально- 
симетричним, а тому замкнену поверхню 5  треба взяти у вигляді кон
центричної сфери радіуса г.

Розглянемо спочатку випадок, коли г <г0. Тоді, використовуючи 
теорему Гауса, маємо:

і Е •</£ = £ ^ 5  = ЕБ = Е4лгг =
5 5 Є0

Величина заряду, що знаходиться всередині сфери радіуса г, дорі
внює:

д = І рс/У = —-¥— \сіУ =-г-^-----—л г ъ
4 ^  4 з з- л г 0 - л г 0

Тому, теорема Г ауса дає

Е -4 л г 2 -  -— г--------—л г 2

Звідси одержуємо:

4 з З

Е = — <̂—Т г 
4 л є 0г ’

б) При г >г0 : \E -d S  = Е -4лг2 = — , а величина заряду, який зна-
•У є0

ходиться всередині сфери радіуса г (г> г0), дорівнює повному заряду
кулі д.
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Тому, напруженість електричного поля в просторі поза-межами 
кулі обернено пропорційна віддалі від центру кулі:

ЯЕ = -
4яє0г

Залежність Е(г) зображена на рис. ІІ.2.

Приклад ІІ.2. Впевнитися, що теорема Гауса (ІІ.З) справедлива і для 
напруженості електричного поля рівномірно та прямолінійно рухомої 
зарядженої частинки.

Розв’язання: Як відомо [5, 10], (див. також розділ XII цього збірни
ка) напруженість електричного поля рівномірно та прямолінійно рухомої 
34 визначається:

Я - г - ^ - Р 2)
£(?,<?)=

4 • яг • є0 • г2 • (і -  р 2 ■ sin2 $У2

тому потік вектора Е  через сферичну поверхню в ту мить, коли 34 
знаходиться в центрі цієї сфери, дорівнює:

.2 _ і с_2 .... л « « . ,  = я ( \~ Р 2)] « п Ш
2 ^о о (і -  р 2 sin2 в ) П

Оскільки sin2 в  = 1 -  cos2 в , a sin9 d d - - d c o s e ,  то вводячи нову 
зміну х  = cos в  інтеграл в попередньому виразі дорівнює:

N -  f £• dS =$Er2dQ = $Er2 sinddOdcp■-

/
sinddO

= 2  h
dx

де

Ц і - / ? 2 sin2 o f 2 Ці - p U p 2x 2f  P 3

a2 = ( i - p 2

a2 4 7 7 : 1 - P 2
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Таким чином, ми одержали, що сумарний потік вектора Е , який

породжується рівномірно рухомою 34 дорівнює — .
єо

Тобто, якщо величину заряду в деякому об’ємі визначати з допо
могою теореми Гауса, то цей результат означає, що величина заряду 
інваріантна велична.

Приклад 11.3. Знайти напруженість електричного поля, яке створю
ється рівномірно зарядженої ниткою. Довжина нитки /, лінійна густина 
заряду т .

Розв ’язання: Використаємо закон Кулона та принцип суперпозиції. 
Виділимо на нитці нескінчений малий відрізок <іу. Тоді компоненти
напруженості поля в довільній точці Р, рис. ІІ.З. дорівнюють:

тйусоза _ сітсіу

4яєа(у2 + ^ 2) 4  яє0 (у2 + сі2 )*/2

_ тйузіпа _  ту сіу
У 4 ЯЕ0(у2 + */2) 4яє0(у2 +с12У 2

звідси
Р ТСІ “ сіу

4лє0 -(/-«) (у2+ ^ 2У/2

Е =_ і _  Г 
У 4ЛЄ0 -(,-а){уг + (і2) '1



В результаті інтегрування одержуємо:

Е = сг / - а
г +  -

4<і2 + а2 4 ^ 2 + 0 - а )2 у

£ „= -
4ядп 4<12 + у 2 4лє0<і 4с12 + а2 д / ^ + ^ - д )2

Або, якщо ввести кути аг,, та а 2, і/лог, =
4сі2 + а2

1 -а
в та-, -  , — -— .==.■.-■, то

д/</2 + ( / - д )2

£ , = — -— ( ш а ,  + і ія а .)  
4яб0<Г 2 17

-  (саг аг2 -  соя а ,)
4лє0(1

Якщо нитка нескінчено довга, то £  =
2яє0сІ

, а Е = 0 .

Приклад ІІ.4. Виходячи із закону Кулона і принципу суперпозиції 
знайти напруженість електричного поля, яке створюється рівномірно 
зарядженою по поверхні сферою та циліндром. Поверхнева густина за
ряду сг, радіус сфери та циліндра а.

Розв ’язання: Напруженість поля, яке створюється елементом пове-

Рис. ІІ.4. Знаходження напруженості електричного поля 
рівномірно зарядженої сфери

ОСІБаЕ -  с о за  у = штат •
4лє0р 4лє0р 2 ■ 4ла2

■ІлаБІпв - а - с ів ,



J p 1 _ у 1 - ■_________
де co sa = — , b = a sin в , p=V r2 +0 2 -2arcos6 .

P

E =

Тоді, сумарне поле згідно принципу суперпозиції дорівнює: 

g * c o s a s i n e d e  _  q r. ^ r  + a2 cos2 в  -  2 аг cos в
J-

8  КЕ0 о -\-
р 2 8да0 0 (r*+a2- 2 a r c o s e p

+ - т ( г + а - | г - аі)

sin в  -сів =

ч [.

/
1

\
1 1

/ \ 
[ 1 1 1

І0
0

\ ° ї м
г  +  а

)
г

І к Ч  г + а )

Таким чином, при г> а

Е =
4жє0г 2 ’

а при г <а
£  = 0

Знайдемо тепер поле, що створюється зарядженою циліндричною 
поверхнею.

d E

Рис. ІІ.5. Знаходження напруженості електричного поля рівномірно 
зарядженої циліндричної поверхні

Елементарному куту сів, рис. ІІ.5., відповідає нескінчена довга та
вузенька полоска зарядженої циліндричної поверхні. Поле, яке вона
створює в точці Р визначається таким співвідношенням:

1 1 асівт
а Е -  г„  ----------------

2  яє0р  2  жє0р  2жа
де ги - лінійна густина заряду полоски, г = 2па • сг - лінійна густина 
заряду циліндру.

Тоді, результуюче поле направлено вздовж радіусу циліндра, а ве
личина його

т 2? сова сів



r -acosO
, р  = 4 г г +a2 - la r c o s d  .де cosa =

r
\

J

Проаналізуємо одержаний результат. 
Поза межами циліндру, ( г > а )

2лє0г
А всередині циліндру ( г < а )

Е = 0

Приклад ILS. Знайти напруженість електричного поля Е  в облас 
перетину двох куль, рівномірно заряджених протилежними за знакал 
зарядами з об’ємною густиною р  і - р , якщо відстань між централ

куль визначається вектором / .
Розв 'язання: Електричне поле в області перетину куль слід розгл 

дати як суперпозицію електричних полів, які створюються в певній точ 
Р в області перетину куль позитивно та негативно зарядженими кулям 
рис. ІІ.6 .

' Напруженість електричного поля всередині рівномірно заряджен 
кулі

де г - радіус-вектор, проведений із центру кулі в дану точку поля.
Таким чином, в деякій точці Р такої області напруженість електр 

чнйго поля дорівнює:

Рис. II.6 .

Е = Е++Е_ =
р{г+-?_) рі

Зє0 3 Sq



Тобто, поле в такій області являється однорідним. Крім того, цей 
висновок справедливий незалежно від радіусів куль та віддалі між їх 
центрами, і зокрема, і тоді, коли одна із куль знаходиться всередині 
іншої, рис. ІІ.7.
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Приклад II. 6. Показати, електричне поле в області перетину двох 
куль однакового радіусу (див. Приклад ILS.), Якщо вектор зміщення
центрів куль / = Аг «  радіусу кулі а, співпадає з полем, що утворюється 
всередині кулі зарядом розподіленим з поверхневою густиною 
сг = сг0 cos в . сг0 - постійна, в  - полярний кут.

Розв 'язання: Розглядаємо дві кулі радіусу а рівномірно заряджені по 
об’єму однаковими за модулями, але протилежними за знаками заряда
ми. Якщо центри куль змістити на І = Аг , то, згідно розв’язку попере
днього прикладу, напруженість електричного поля в області перетину 
двох куль

£  = ^ - , р /  = 3 є0Е

Якщо І = Аг « а , то заряд не рівний нулю буде розташований 
тільки в поверхневих шарах серповидної форми, рис. II. 8. Максимальна 
товщина їх дорівнює / =Аг і може бути зробленою нескінченою ма
лою. Таким чином, при І = А? « а  ми приходимо до уявлення про по
верхневу густину заряду в цих серповидних областях. Товщина заря
дженого серповидного тоненького шару, очевидно, залежить від поляр
ного кута в , і дорівнює I cos в .

Якщо на поверхні серповидного шару вибрати елемент поверхні dS, 
то величина заряду на цьому елементі може бути подана так:



. сг-йК = р і ї З І с о я в  

Тобто, поверхнева густина заряду областях утворення полярних 
«шапок», які зображені на рис. И.8 ., дорівнює:

и  = р і  созв =  сг0 соя в = ЪейЕсозв
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Рис. ІІ.8. Знаходження напруженості електричного поля в області перетину 
двох однакових куль при умові І = Аг « а

Таким чином, можна стверджувати, що поверхневий розподіл за
ряду а  = рІсозв = сг0 соб в  створює всередині кулі довільного радіуса 
поле, що визначається формулою:

З̂ о Зйд
де к - одиничний орт осі ОІ, від якої відраховується кут в .

Приклад II. 7. Металева куля радіуса /? знаходиться в однорідному 
електричному полі £ 0-Знайти електричне поле поза межами кулі. Чому 
дорівнює дипольний момент.кулі? Як розподілений по поверхні кулі 
індукований заряд?

Розв ’язання: Виходячи із симетрії задачі введемо сферичну систе
му координат з початком в центрі кулі, рис. ІІ.9. Тоді потенціал в дові
льній точці простору поза кулею дорівнює^

<Р = <Ро+<Р\
де - (р0 потенціал зовнішнього поля {% = -Е 0х  + С ), а <р, - зміна поте
нціалу, викликана індукованими зарядами на поверхні кулі. Таким чи
ном, можна записати

<р = - Е 0х  + <р1+С- ж



Рис. ІІ.9. До визначення потенціалу поля металевої кулі, що знаходиться в зов
нішньому однорідному електричному полі Ео

Потенціал (рх повинен визначатися так, щоб він задовольняв таким 
умовам:

1) <рх є розв’язком рівняння Лапласа У2̂ , =0;
2 ) <рх -> 0  при г -»  оо що рівносильне вимозі:

<р->{-Е0х + С) при г->оо, 
іншими словами, на великих відстанях від кулі зовнішнє поле практич
но залишається незбуреним.

3) (рх = Е0х  при г = Я ця умова означає, що потенціал 
<р = -Е 0х + срх+С  є постійним на поверхні кулі.

Оскільки <рх пропорційний густині заряду індукованого на повер
хні кулі, а, очевидно, сг ~ Е0 , то із-за симетрії задачі випливає, що по

тенціал <рх може залежати тільки від одного постійного вектору Е0 . 
Крім того, потенціал <рх у всіх точках сфери, яка проходить через точ
ку поля і яка концентрична поверхні кулі, однаковий.

Може бути показано, що єдиним таким розв’язком рівняння Лап
ласа, який прямує до нуля (рх -» 0  при г->  оо являється

9, = - а £ И ^  = а Д г >

де а  - деяка константа.
З іншого боку перерозподіл електронів металевої кулі в полі Е0 ■ 

приводить до виникнення дипольного моменту перерозподілених заря
дів кулі. Але потенціал , що створюється диполем (див. Приклад УІІ.9.) 
дорівнює



?4

<р(г) =
р г

4 яє0г 3
Тобто, можна стверджувати, що дипольний момент металевої кулі, 

яка знаходиться в полі Е0 дорівнює:

Р = 4лєй ■ аЕ0 
На основі третьої граничної умови маємо:

ссЕІ
—у-созв = ЕаЯ созв  
Я2 0

Звідси а  = Я3, для дипольного моменту отримуємо 
р  = 4лгг0Л3£ 0

Тоді вираз для потенціалу ер = -Е 0х  + (рх+С  з урахуванням попе
реднього набуває вигляду

< р--Е йг созО-
ч' - 7 - |+ с

= 3 є0Е0созв  (II.*)

А розподіл зарядів визначається

(д'Р'ї о- = -*о —
V &

Але повний заряд дорівнює нулеві:
ц - \  ойК = 0

А напруженість електричного поля біля поверхні металевої кулі:

Еп = —  = 3£0 соя 9
є о

Видно, що величина напруженості поля змінюється від нуля до 
3£0. Звичайно, в будь-якій точці кулі вектор £  направлений по нор
малі до поверхні.

Раніше ми показали, (Приклад ІІ.б.) що такий розподіл зарядів, 
(II.*), може бути зумовленим зсунутими зарядженими різними за зна
ком заряду сферами однакового радіусу.

Завдання для самостійної роботи
1. Обчислити напруженість електричного поля £ ,  що утворюється 

рівномірно зарядженим колом радіуса гй на його осі.
2. Знайти напруженість електричного поля, що утворюється:
• рівномірно зарядженим відрізком нитки довжиною £;
• рівномірно зарядженою нескінченною ниткою;
• рівномірно зарядженою нескінченною площиною. Чому дорів

нює скачок напруженості при переході через заряджену поверхню? 
Знайти поле зарядженого плоского конденсатора. к
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3. Користуючись принципом суперпозиції знайти поле:
• рівномірно зарядженої нескінченої циліндричної поверхні;
•  рівномірно зарядженої сферичної поверхні;
• рівномірно зарядженої по об’єму кулі;
4. Знайти напруженість поля, що утворюється рівномірно зарядже

ним диском на осі диска. Заряд диску д, радіус його г0. Розглянути гра
ничні випадки. (Вказівка: скористатися розв’язком задачі II. 1. та прин
ципом суперпозиції, див. рис. ІІ.6 .

5. Диск має поверхневий заряд з густиною ег = а г2, де г -  відстань 
від центра диска, а  - деяка константа. Знайти напруженість поля Е  на 
осі диска.

6 . Рівномірно заряджена проволока довжиною / має форму дуги 
кола радіуса г0. Знайти напруженість електричного поля Е , в центрі 
кола.

7. Заряд (7 рівномірно розподілений по поверхні сферичного сегме
нту радіусом Я, який видно з центру кривизни під кутом 2а . Знайти 
напруженість пбля в центрі кривизни сегменту.

8 : Точка Р знаходиться на віддалі а від рівномірно зарядженої не
скінченної площини. Довести, що половина повної напруженості поля 
в т. Р зумовлена зарядами, які знаходяться на віддалі а < г < 2 а  від^ 
т. Р, а друга половина всіма останніми зарядами.

9. Всередині кулі радіуса г0 розподілений заряд з об’ємною густи-

ною р  = а г 2 . Знайти напруженість поля Е .
10. Тонке плоске кільце, внутрішній і зовнішній радіуси якого а і Ь, 

відповідно заряджене негативно з густиною а  -  <т0г2 . Визначити поле 
на вісі кільця.
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11. Знайти потенціал поля та напруженість електричного поля Е , 
що створюється зарядженим диском в будь-якій точці, що лежить в 
площині диску.

1 2 . Кільце радіуса г0 заряджене з лінійною густиною т = r0cosif/, 
де г0 = const, ц/ - азимутальний кут. Знайти напруженість поля на вісі 
кільця. Дослідити розв’язок.

13. Нескінчена пластина товщиною 2а рівномірно заряджена з 
об’ємною густиною заряду р . Знайти напруженість поля всередині і 
зовні пластини.

14. Нескінченно довгий циліндр кругового перерізу заряджений рі
вномірно з поверхневою густиною <7. На осі циліндра розташована 
нескінченно довга нитка, рівномірно заряджена з лінійною густиною 
г . При якій умові поле поза циліндром дорівнює 0.

15. Визначити поле, що створене рівномірно зарядженим по об’єму 
круглим циліндром радіуса гй. Об’ємна густина заряду р  .

16. Система складається з рівномірно зарядженої сфери радіуса а, і
анавколишнього середовища з об ємною густиною заряду р  = — , де а  -
г

постійна, г -  відстань від центру сфери. Знайти заряд сфери, при якому 
напруженість £  поза сферою не буде залежати від г. Чому при цьому 
дорівнює напруженість поля Е .

17. Знайти напруженість електричного поля Е  в області перетину 
двох куль, рівномірно заряджених протилежними за знаками зарядами 
з об’ємною густиною р  і - р ,  якщо відстань між центрами куль ви

значається вектором / .

і' " .  .4 ' •



18. Нескінчена циліндрична поверхня рівномірно заряджена по до
вжині З поверхневою густиною (Т = СГ0 СОВЦІ , де ^-полярний  кут ци
ліндричної СК, вісь якої співпадає з віссю даної поверхні. Знайти на
пруженість електричного поля на осі 2.

19. Всередині нескінченного рівномірно зарядженого по об’єму 
циліндра радіуса а, є нескінчена циліндрична порожнина радіуса А, при 
чому її вісь знаходиться на відстані А від осі циліндра. Знайти поле 
всередині порожнини.

20. В середині рівномірно зарядженої по об’єму (густина заряду 
р ) нескінченної плоско паралельної пластини товщиною 2 а  знахо
диться циліндрична нескінчена довга порожнина радіуса го, причому її 
вісь паралельна площинам пластин і знаходиться на відстані А від одні
єї з них. Визначити напруженість поля всередині порожнини.

21. В середині рівномірно зарядженої по об’єму (густина заряду 
р )  нескінченної плоско паралельної пластини товщиною 2 а знахо
диться сферична порожнина радіуса г<ь центр якої розташований на 
відстані А від однієї з площин пластини. Знайти напруженість поля 
всередині порожнини.

22. Поверхнева густина заряду на сфері сг = <х0 сов в ,  де в  - поляр
ний кут. Впевнитися, що такий розподіл заряду можна подати як ре
зультат малого зсуву однієї відносно другої двох рівномірно зарядже
них куль радіусу г0, заряди яких однакові за модулем, але протилежні 
по знаку. Користуючись таким уявленням, знайти поле всередині даної 
кулі.
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III. ЗАКОН БІО-САВАРА. ТЕОРЕМА ПРО ЦИРКУЛЯЦІЮ 

ВЕКТОРА В  . РІВНЯННЯ МАКСВЕЛА го іВ  =  Ц ~)

Магнітне поле сіВ, що створюється елементом лінійного струму 
ісії визначається законом Біо-Савара:

(ПІЛ)

де г - радіус-вектор, проведений від елемента струму ісії в дану точку 
поля.

Якщо розподіл струмів в просторі задається густиною струму 
у'(г'), то індукція магнітного поля в довільній точці простору визнача
ється законом Біо-Савара для об’ємно розподілених струмів:

Щ =  —  І ^ 1̂ У ї с / Г ,  (III .2)
4я  у  Я

де г  - радіус-вектор, що визначає точку поля Р, г' - радіус-вектор, що 
визначає положення елементу струму, Я = г -  - радіус-вектор, про
ведений від елементу струму і{г')сіУ’ в дану точку поля Р, див. 
рис. III. 1.

Рис. III. 1. Пояснення змісту величин, що входять до закону (ІІІ.2)

. • (Ш.З)

Теорема про циркуляцію вектора В :
£ В сі!  = > 0ї

Теорема про циркуляцію використовується для знаходження маг
нітних ПОЛІВ, ЩО створюються симетричними розподілами струмів.



Методика використання теореми про циркуляцію вектора В ■ для 
знаходження індукції магнітного поля.

1. Виходячи з симетрії задачі, вибираємо форму і розташування 
контуру і .

2. Находимо циркуляцію вектора В : $В с11
і

3. Знаходимо алгебраїчну силу струму і, що проходить через пове
рхню, обмежену цим контуром.

4. Розв’язуємо відповідне алгебраїчне рівняння.
Локальна форма закону (ІІІ.З) має вигляд:

гоШ = р м  (ІІІ.4)

Приклади розв’язування задач.

Приклад 111.1. По довгому циліндричному провіднику, радіус по
перечного перерізу якого /о, протікає рівномірно розподілений струм і. 
Знайти магнітне поле в будь-якій точці простору.

Розв’язання: Виходячи з симетрії задачі контур І ,  вздовж якого

будемо знаходити циркуляцію \ B - d l  , виберемо у формі концентрич-
і

ного кола радіуса г, яке лежить в горизонтальній площині (провідник з 
струмом і розташований в вертикальній площині).

Якщо г < г0, то теорема (ІІІ.З) дає:

\B -d l  = В  \Л  = В іта-
2яг 2 яг

А сила струму, що протікає через площу круга обмеженого колом 
радіуса г, дорівнює:

2 1 2 і = ] -п г  -  — г--яг
лг0

Тому В 2лг = -^ - -Л г 2-рь
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Таким чином, при г < г 0 величина індукції магнітного поля пропо
рційна г.

Якщо г > г0, то з допомогою (ІІІ.З) одержуємо:

$В<ІЇ = В^сіі = В ■ 2яг = ір0

2 яг



Тобто, величина індукції, магнітного поля В поза межами цилінд- • •
... 1ричного провідника пропорційна —.

г

Приклад НІ.2. Знайти магнітне поле (і виразити через магнітний 
момент рш ), що утворюється кільцевим струмом і на осі його. Обчис

лити \Hcll вздовж осі.

Розв ’язання: Векторна сума <#?, + <#?2 індукцій магнітних полів, 
які створюються в точці Р діаметрально протилежними елементами 
струмів й//, та М 2 направлена по осі 02. Тому і результуючий вектор

В колового струму, очевидно, направлений по осі 02 . А величина йо
го дорівнює: к



p 0-id lc o sa  _ r„
де dB. = aBcosa  = --------------  . Враховуючи, що cos а  = — , а

4лг г
Г2 = z 2 +г02, після інтегрування одержуємо:

в _  р а2 л г і- і

4 x (z2+r*Y2 
Магнітний момент, згідно означення, дорівнює:

Рт = Я "  , Pm =iS = i nTg 
Тому індукція магнітного поля на осі кільцевого струму, як функ

ція магнітного моменту, визначається

2РоР»

4я(г2 + Гд У'2
Якщо r0 « z ,  то

. 2 в 0р тВ =
4л--z3

Остання формула являться наслідком більш загального способу 
знаходження індукції МП, яке створюється магнітним моментом:

4л-1 г 5 г 3

де А -  - 'Ц°- [ржг] - векторний потенціал елементарного струму, магні- 
4лг

тний момент якого р т, 7 - радіус-вектор, проведений від «центру»
елементарного струму (від магнітного моменту) в дану точку поля.

Знайдемо тепер циркуляцію вектора Н  вздовж осі кільцевого 
струму.

$Н сІЇ = +\ — ^ .1. -ск = ! І і  2 •
; 4n{z1 +r02 Y 2 2 roslz2 + r 2

Приклад ІІІ.З. Використовуючи закон Біо-Савара, знайти магнітне 
поле, що утворюється прямолінійним струмом:

а) довжини /;
б) нескінченої довжини. .
Розв'язання: Виберемо вісь О ї  вздовж провідника з постійним 

струмом, рис. ІІІ.4. Тоді елемент струму ісіу породжує, згідно закону

Біо-Савара, МП в точці Р, вектор ВВ якого перпендикулярний
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і вектору їсіу і вектору г . Із рис. ІІІ.4. видно, що і сумарний вектор В 
має такий же напрямок.

Рис. 111.4. Знаходження індукції 
МП прямолінійного провідника 

зі струмом

Величина індукції МП дорівнює:

В = \сіВ,

ДЄ СІВ =  і ^ - 3іпв , Г2 = у 2 + Я2 , = - .
4яг г

В результаті інтегрування одержуємо:

в^вв^Щ-шв, )
4яг І

/V
4лЯ

1- а

4 я г +а2 ТІЛ2 + {і-аУ  

Якщо провідник достатньо довгий ( а , ( / - а ) > >  Л ), то дужки в по
передньому виразі дорівнюють 2, а для індукції МП нескінченого дов-
гого ППС маємо:



в =
2nR
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Приклад ІІІ.4. Намоткою довгого соленоїда служить тонка стрічка- 
провідник шириною А, яка намотана щільно в один шар по циліндру з 
радіусом перерізу а. Вздовж стрічки протікає струм І. Знайти магнітне
поле В всередині і зовні соленоїду.

Розв’язання: Очевидно, що вектор лінійної густини струму, який 
протікає вздовж стрічки, можна подати у вигляді векторної суми:

1 = ‘і+ Н

Із рис. ІІІ.5 випливає, що /х = і cos а  = іл/і -  sin1 а  = —J l - f  ■ -  -
Ay \2 а л  )

нерп

Рис. III.5. Намоткою довгого соленоїда з радіусом перерізу а служить тонка 
стрічка-провідник шириною А

Значить МП буде існувати і всередині і зовні соленоїд^. МП зовні 
соленоїду визначається струмом, що протікає вздовж нього. Оскільки 
цей струм дорівнює / т = 2а л  ■ ц , то, згідно теореми про циркуляцію

вектора В , маємо при ( г > а ):

_ Р о І
2 лг



При ( г < а ), тобто всередині соленоїду, індукція МП дорівнює:

— т
2  аж)

Приклад 111.6. Показати, що закон Біо-Савара для об’ємних стру
мів, (ІІІ.З), може бути поданий у вигляді: В -гоЬ І ,  де

'  '  4ж,~ Я

Розв'язання: Оскільки V ^ J  = — то векторний добуток 

що входить в закон Біо-Савара (ІІІ.З), можна подати у вигляді:

Ш
R 3

З іншого боку, з допомогою формули векторного аналізу 
rot(ua) = и ■ rota+\gradu ■ а], 

попередня формула перепишеться так:

тrot
R

Оскільки rotj(r')= 0 , то

= 1 гсвіГЬ

rot ( № ) - V
1 R ) [ r J _

Підставляємо цей вираз в (ІІІ.З)

В(г) =  £ s .  f Ш I k l
v R У

d V ,
Аж г  R3 4 ж у

та враховуючи, що інтегрування по об’єму V  не залежить від дифере-

... .. ’ ... ( 7 И 4) .нціиної операції знаходження ротора гоп І по координатам точки

поля, одержуємо:

в(г)= гоі ( Мо J { r ')d V ' 
Аж у R

— rotA ,

де Л{?)= —  І $  , що і треба було
Аж v  R

довести.

До речі, якщо розглядаються поля лінійних струмів, то вектор- 
потенціал лінійних струмів знаходять по формулі: ^



Приклад III. 7. Впевнитися, що для довільного розподілу постійних 
струмів j(r ')= const дивергенція вектора Л(г) завжди дорівнює нулю. 

Розв 'язання:
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W  4 л[  R

diuA =— d i u \ — dV = — \ d i u І —
4 п R 4л R

dV

diu.
KR J

= 7  • grad.
R )

бо diu j(r ')= 0 .

2

R )
= -7 v

Л и

f ~ N 
У_

KR J
1 J. '+ —diu„і , оскшьки 
R 4

= -d iu ,

=— diuaj  + y'V Я ^  « і я

Л'о у = 0 , як дивергенція густини постійного струму.
{ т > 

J = -diu,,
{ т \  

J
ЯТому diu  

По теоремі Гауса:

, a diuA = J diu
4л

ґ 3- IdV

ґ  -г \  

KR J

Рь t j - d S  = _Mo_^jJLdSdV  = ~ £ 2 .f
4 л \  R 4 я  s R

а інтефування повинно виконуватися по поверхні, яка охоплює прові
дники з постійним струмом. Але на поверхні будь-якого провідника зі 
струмом І

Л = о .

Таким чином <Л'и4 = 0.

Приклад ПІ.8. Знайти магнітне поле в центрі кулі радіуса R, повер
хня якої рівномірно покрита N  паралельними досить тонкими витками 
із струмом і.

Розв ’язання: Розглянемо сукупність витків АВ, які знаходяться на 
віддалі І  від центру кулі, рис. ІІІ.6 .
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Рис. ІІІ.6 . Поверхня кулі радіуса /? рівномірно покрита N  
паралельними досить тонкими витками зі струмом і.

Індукція МП, створена цими витками в центрі кулі дорівнює: 

<22$ — ^ У о ' ^  — А>го *

N
де (іі = іп сЬ, п -  густина намотки, г0 = Я  -  г  .

2 Н
Тоді, результуюче МП в центрі кулі, згідно принципу суперпози

ції, дорівнює:

Л  2 Л 2Л3 -Я ^  2Л З ЗЛ

Приклад ІІІ.9. Проволока утворює плоску спіраль, рівняння якої в
1(рполярній СК має вигляд: г = —— , де N - число всіх витків, / - довжина

2 лИ
радіус-вектора, проведеного від центру спіралі до її зовнішнього кінця, 
див. рис. III.7. Сила струму в проволоці /'. Знайти аксіальну складову 
магнітної індукції на осі спіралі.



Розв’язання: Згідно закону Біо-Савара, індукція МП. яке породжу
ється елементом струму иВ в точці Р дорівнює:

<Ш = - ^ Т У - Я  ]
4жЯ г  J

Якщо вибрати систему декартових і циліндричних координат, 
рис. III. 7., то

7 ] к
= геЬсі -гсіуі + (гсозср сіу-гзіпер сЬс)ксіх сіу 0

-ГСОЬСр - г в і п с р  2

Звідси для аксіальної складової вектора СІВ в точці Р одержуємо:

СІВ. = с о в  (О ■ сіу -  Г Б ІГК О  ■ сіх),
‘ 4яЯзУ

де сіх =  с і( гс о в с р ) , сіу =  с і{г  з іп е р ) .

З урахуванням цього попередній вираз приймає форму:

/V  г г<1<РсіВ, =
4* І Г 2 + І 2

Оскільки

сіср =

('
2 пИ 

Я

У
СІГ,

то інтегрування по г в межах від 0  до Я дає кінцевий результат:
/  Г~.-----Г Л

■ о 2  Я
Іп

Я + уіЯ2 + 2 2 Я

лІЯ2 + г 2

Завдання для самостійної роботи
1. Знайти магнітне поле в центрі металевої кулі радіуса а, зарядже

ної до потенціалу <р, якщо вона обертається навколо одного з діамет-
і

рів з кутовою швидкістю со.
2. По порожнистому циліндру протікає струм, рівномірно розподі

лений по його поверхні. Знайти поле всередині і зовні циліндра, не ко
ристуючись теоремою про циркуляцію вектора В .

3. Диск радіуса Я рівномірно заряджений з поверховою густиною 
заряду а  обертається з кутовою швидкістю со навколо його осі. Знай
ти магнітне поле на його осі.

4. Використовуючи- принцип суперпозиції та результат Прикладу 
ПІ.2, знайти магнітне поле на осі прямого соленоїду, довжина якого /, 
радіус витка г0, кількість витків /V, сила струму і. (Вказівка: скориста
тися рис. Ш.8 .).



Рис. Ш.8.

5. Знайти магнітне поле, що виникає при швидкому обертанні мід
ного суцільного циліндра. Чи може магнітне поле Землі бути обумов
лене цим ефектом?

6 . Ізольований провід діаметром 0,3мм намотаний так, що утворює 
плоску спіраль з N=100 витків. Радіус внутрішнього витка дорівнює 
Г)=10,3мм, зовнішнього витка /-2=40,0мм. Знайти магнітне поле на осі 
спіралі. Знайти магнітний момент цього струму. Сила струму /=10мА.

7. Всередині довгого циліндра радіуса а вздовж якого протікає 
струм рівномірно розподілений по перерізу* є циліндрична порожни
на радіуса Ь, вісь якої паралельна вісі циліндра і знаходиться на відста
ні І від неї, рис. ІІІ.9. Знайти поле всередині порожнини.

8 . На тор радіуса Я (з коловим перерізом радіуса а) намотано N  ви
тків проволоки, по якій протікає струм і. Вважаючи, що проволока до
сить тонка, знайти магнітне поле в будь-якій точці простору.

9. Проволочний контур має форму еліпса, довжина якого /, а площа
5. По контуру протікає струм /'. Знайти індукцію магнітного поля в 
центрі еліпса. . . .

10. Струм протікає по центральній лінії коаксиальнного кабелю 
радіусом гх і повертається по оболонці, внутрішній і зовнішній радіуси 
якої г2 і г3. Знайти магнітне поле, що утворюється. *
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11. Струм і протікає по довгому прямому провіднику, який має 
форму жолоба з поперечним перерізом у вигляді тонкого півкільця
радіуса /?. Знайти магнітну індукцію В на осі жолоба.

12. Знайти магнітне поле на осі порожнистого циліндра радіуса г0, 
що рівномірно заряджений по поверхні і обертається навколо цієї вісі з 
швидкістю а.

13. Мідний диск обертається з кутовою швидкістю а> навколо вісі, 
що проходить через його центр. Знайти магнітне поле на осі диска.

14. Куля маси т, радіуса г0 рівномірно заряджена по об’єму і обер
тається навколо своєї вісі з кутовою швидкістю а. Знайти індукцію

магнітного поля В  в центрі кулі та магнітний момент.
14. Маємо кільцевий соленоїд з прямокутним перерізом. Знайти 

магнітний потік через цей переріз, якщо струм в обмотці число вит
ків (V, відношення зовнішнього діаметра до внутрішнього Л , а товщи
на к

15. Два дбвгих прямих взаємно перпендикулярних провідника із 
струмом і знаходяться на віддалі а один від одного. Знайти максималь
не значення сили Ампера на одиницю довжини проводу.

16. Струм і протікає по довгому однорідному циліндричному про
віднику. Враховуючи дію сили Лоренца на електрони провідності з 
боку власного МП (пінч-ефект), знайти об’ємну густину заряду р{г), 
який виникає внаслідок цього ефекту.
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' IV. с т р у м и  ЗМІЩЕННЯ. ЗАКОН ЗБЕРЕЖЕННЯ ЗАРЯДУ

Закон збереження заряду в інтегральній та локальній формах має 
вигляд:

= А'ЧІ = ~  (ІУ.І)
і  Ш ді

Густина струмів зміщення:
-  SD
Л * = -^7 > (IV.2 )

сії
Тому відповідне рівняння Максвела має вигляд:

—
rotH = j  + —  (IV.3)

ot
В інтегральній формі це рівняння Максвела набуває форми:

#/MZ=i + f— dS (IV.4)
l s dt

Приклади розв’язування задач

Приклад IV. 1. Плоский конденсатор з обкладинками у вигляді ди
сків радіуса а і ємністю С підключений до змінної напруги 
U = U0 sin cot. Знайти:

а) струм, що протікає через конденсатор;
б) магнітне поле Між пластинами конденсатора
в) ємнісний опір конденсатора.
Розв ’язання: Будемо вважати, що між пластинами знаходиться не

магнітний діелектрик ( р  = 1) з діелектричною проникністю є . Оскіль
ки [/(/)=  U0 sin cot, то електричне поле між пластинами конденсатора 
змінюється по гармонічному закону:

£  = E0-s in m t ,
де (о циклічна частота, Е0 - амплітудне значення напруженості елект
ричного поля між пластинами конденсатора.

Тоді густина струму зміщення дорівнює:

дЕ  .г єєп —  = єєп ЕаФ ■ cos o t
0 dt 0 0

А сила струму зміщення, який протікає через конденсатор дорів
нює:



/злу ~ ^  Ізм ' ^  = є  ’ Еоєо<° ‘сау &і ' т  “  “  ^  ' Е0С® с05  ̂  = ~ —— С05 60І =</ и \/о)С

= ̂ -5 іп (т і + - ) ,  (ІУ.5)
Дг 2 '

єпє8 єпєяаг
де сі - відстань між пластинами конденсатора, С = ——  = —

СІ СІ

ємність плоского конденсатора.

Значить Яг = —— - ємнісний опір його, а струм, що протікає че-
а С

я
рез конденсатор випереджує напругу на ньому на кут — .

Для знаходження напруженості МП використаємо рівняння Макс
вела для струмів зміщення:

•<// = ! —  .<В (ПЛ6)
і  і -  ді

Контур І  виберемо у вигляді кола, що лежить в площині паралель
ній обкладинкам і концентричного круговим обкладинкам ( г < а ) .

Тоді циркуляція вектора Н  :

\ H - d l
і  На і  Но

Таким чином:
В-2ж є0є и о 2
----------- =  — — - с о - л г  -СОХСЛ,

Но < і

Тобто, індукція магнітного поля пропорційна г і випереджає при- 
якладену напругу на кут — :

1 „  єпєипи„ ■ а г
Д = ' - - - ° -°- , —  соійД 

2 сі
Тобто, змінний струм протікає через конденсатор тільки за

вдяки струмам зміщення
4

Приклад ІК 2. Точкова 34 (величина заряду 4) рухається рівномір
но та прямолінійно вздовж вісі ОХ зі швидкістю V , рис. IV. 1. Корис- 

' туючись рівнянням Максвела (IV.4) знайти магнітне поле в точці Р.



Рис. IV. 1. До знаходження струму 
зміщення через сферичний сегмент

Розе ’язания: Щоб скористатися теоремою про циркуляцію вектора 
Я  , рівняння (IV.4), необхідно знайти величину струму зміщення через 
поверхню, що спирається на певний контур. Виходячи із симетрії зада
чі, цей контур виберемо у вигляді кола що лежить в площині перпен
дикулярній вектору V . На рис. IV. 1. радіус цього кола ОР.

Оскільки в виразі для струму зміщення інтегрування по поверхні 5
та взяття похідної по часі незалежні операції, то

/
= /

А-

дЕ
є,

ді

г  -"Л  я
сБ = є0 —  \EciS

■V
Тому із симетрії задачі випливає, що зручніше всього поверхню, 

яка спирається на коло радіуса ОР, слід вибрати у вигляді сферичного 
сегменту, а елементарну поверхню (Б  = 2 л -г в іп в  гсів - як поверхню
сферичного поясочка. Тоді потік вектора Е  через сферичний сегмент 
дорівнює:

2є0

Знайдемо тепер — {Е сБ , щоб потім скористатися теоремою про 
ді

циркуляцію вектора Я  . Тоді:
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de
dt 2є„ dt

d9
для знаходження —  розглянемо рис. IV. 1а. Із цього рисунку видно, 

dt
що при переміщені 34 на Vdt кут в  зріс на d d . Причому 

dl = d6 r , r dd = V dt sind  ,
тобто

d e y
 = —  sin и
dt г

Тому сила струму зміщення через поверхню сферичного сегменту 
дорівнює:

З ,  - , ї  дУ зіп26
s0- ! s EdS = -

2 г
(IV.7)

Рис. IV.la. Ілюстрація способу знаходження величини
dO
dt

Виходячи з симетрії задачі ми можемо стверджувати, що 
Н = const в кожній точці контуру, на який спирається наш сегмент.

* ■* 3D *
І тоді теорема про циркуляцію вектора Н  , SfHdl = | — d S , набу-

l  s  dt
ває вигляду: .

= 2nR ■ Н  = 2 m -s in 6 H  = ̂ s i n 2 Є
L 2 г

звідки для напруженості МП знаходимо:
q V s in e  q V -s in e

Н  = єп
4 лє0г Алг

Або в векторному вигляді:
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4 ЯГ
Тобто, спираючись на концепцію струмів зміщення ми одержали 

вірний результат для індукції магнітного поля рухомої 34:

Приклад ІУ.З. Точкова 34 рухається рівномірно та прямолінійно 
вздовж вісі ОХ  зі швидкістю и « с . Знайти магнітне поле в будь-якій 
точці простору, користуючись уявленням про струми зміщення, тобто,

діївикористовуючи рівняння Максвела гот  = .

Розе ’язання: При малих швидкостях руху 34, напруженість елект
ричного поля визначається:

Ё -  &
4 ЯЕ0Гг

де г = ( х -  ія)1 + уі + гк - радіус-вектор, проведений із миттєвого поло

ження 34 в дану точку поля (точка Р), р г - у г + г2, див. рис. IV.2. 
ї

Рис. ІУ.2. 34  рухається з постійною швидкістю вздовж вісі ОХ. Густи
на струму зміщення в довільній точці простору внаслідок руху 34 

визначається співвідношенням (IV.9)

в = є0р 0[у е]= ± [Р е ] (ГО.8)

X

Тоді, густина струму зміщення в довільній точці простору внаслі
док руху 34, дорівнює: *
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д й
У» =

З д и { х -ш )г ди
д(

З д и у (х -о і)

А л ^ х - и і ) 2 + р г

А л\[ х -и іУ + р 2]^  . 4я-|(х-и*)2 + р 1^ 1 
Характеристики МП в точці Р(х, у, г) можна знайти двома шляха

ми. Перший -  подібний до методу розв’язання Прикладу IV.2. Тобто, 
необхідно скористатися теоремою про циркуляцію вектора Н .

Величина струму зміщення через плоску поверхню круга радіуса

/V

З д и ( х - і я ) 2

У* А л ^ х -о і)  

З д т { х -и і)  -

12 + р 2
/ +

(IV .9)

д л  _  1 Ро.

я0 сії І  о

до ■(і- / 4

ди
р -д р  =

Ро

2їх~и1У +ріУг
Тоді використання рівняння Максвела (ІУ.4) ( і = 0 ) дає:

2 лр0 Н - Я » Р о

Звідси

Н  =

.■ {х -и і)2 + р 20У2

Ч О - Р о

А л \ х - і я ) г + р іУ 2
Другий шлях полягає в інтегрування диференційного рівняння 

(ІУ.З). Таким чином, з огляду на локальний характер основних законів 
класичної та релятивістської електродинаміки знайдемо тепер напру
женість магнітного поля в точці р {х ,у ,і)  користуючись відповідним

ЗЕ)
рівнянням Максвела в дифбренційній формі гоШ -  — .

д(
Для нашого випадку ( Нх = 0 ) вихор вектора Н  дорівнює:

гоїН =
дН, 
ду ді

дН, -і ------ +
дх

" ч -
дх

Тоді, враховуючи (ІУ.9) одержуємо систему диференційних рів
нянь в частинних похідних відносно невідомих Н у{х,у,2,і) та

Н.(х, у, г,і):
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^  &  4Я ^ х - и У  + р 2^ 2 4 x - { x - * Y  + p 2Y2
dH. Zqo ■ у  ■ (х -  ut)

4 x.fc-utY+p'Y
дНу _ 3q v  z - ( x - u t )

4я \ x - o t f  + p 2Y 2
Інтегруючи два останніх рівняння знаходимо Н у та H .:

Останні дві формули дають вираз для вектора напруженості МП:

що співпадає з результатом, одержаним шляхом узагальнення закону 
Біо-Савара.

Приклад IV.4. Знайти магнітне поле рівномірно та прямолінійно

рухомої 34 користуючись рівнянням Максвела rotH = j  + — .
dt

Розв’язання: Результат, який ми отримали при розв’язку Прикладу
IV.2. та Прикладу IV.3. можна одержати також виходячи безпосеред
ньо і із рівняння Максвела

де густину струмів провідності подано через дельта-функцію Діра- 
ка j  = qu■ д ( г -? '(()), г'{і) - радіус-вектор, що визначає
положення 34  в довільний момент часу.

Очевидно, що в тих точках простору, де <ї(г.-г'(г))=0 , (34 не зна-

дЁходиться в дану мить в точці 7 ) похідна —  Ф 0 . До речі, а в яких же
З/

ЗЁ
точках простору —  = 0  ?

(IV.10)

(IV. 11)

dt
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-  дЕЗ іншого боку похідну —  можна подати так: 
З/

дЕ { дЕ дЕ дЕ Л
-•U. н и„+ V

dt І  й х  ду dz
= -(uV)E

А диференційну операцію (3V)£ знайдемо із наступної формули 
векторного аналізу:

го/|3£ |=  (£v)l> - (uV)E + v  ■ d ivE -  Ё ■ d ivv

Тому = -(i3V)£ = ro f[u£ ]-(£v )u  -  и divE + E -d ivu  , але при

й = const, (ev)l> = 0 , E diou=  0 .

^ £
Тобто, для —  знаходимо: 

dt

= -(uV )£ = rof juf]- о ■ diuE

Враховуючи рівняння Максвелла:

divE = - £ -  = -2 -S (r -F ( t) )  
єє0 єє0

попередній вираз має вигляд:

—  = -(JV )£  = ro t\)E \- и — б(г -  r'(t)) (IV. 12) 
dt єє0

І, нарешті, із (IV. 11) одержуємо:
.- dD — dD - _/_ _,/ \\rotH = -----+ і = ----- + q u -S (r - r { t) )=

dt dt V V"

= ££0( rofjuf]- v ■ -^—5(r - r'{t)) + q v ■ S(r - r'(t)) = єє0 ■ ro/jpf]
V і єєо

Тобто, локальний зв’язок в довільній точці простору, в довільний 
момент часу між індукцією магнітного поля та напруженістю електри
чного поля рухомої 34  визначається формулою, що співпадає з (IV. 10)

В = єє0рр0 |и£]= [зі;]

Приклад IV. 5. Показати, що при релаксації зарядів в однорідному 
пРовідному середовищі струм зміщення компенсує струм провідності, 
Так, Що в процесі релаксації зарядів магнітне поле не утворюється.
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др
Розе'язання: Закон збереження заряду Лгу = ——  разом з законом

Ома j  = ЛЕ приводить до наступного диференційного рівняння:

Я ді
Враховуючи закон Кулона в локальній формі

(ііоЕ = -

одержуємо диференційного рівняння, яке визначає закон зміни густини 
заряду в процесі розсмоктування заряду в провідному середовищі:

др Яр
£„£

Розв’язок його очевидний
XI

р(і) = р ае £,, є 
Тому густина струму провідності

(
]  = ЯЕ = Я 1

4 я£п г  Я
та густина струму зміщення

дЕ
Л « = ^ о  —  = еє0 

ді , єє0\ 4 л є 0 г  Л3

в будь-який момент часу однакові за величиною, але протилежні за 
напрямком:

1 = ~Л„

Приклад ІУ.6. Прийнято вважати, що якщо відношення амплітуд 
сили струму зміщення і сили струму провідності в речовині менше 
0 ,0 1 , то середовище - провідник, якщо ж це відношення більше 1 0 0 , то 
середовище - діелектрик. Яким є середовище з параметрами £ - 3 ,

для частот електромагнітної хвилі г, = 10 5 Л / ,

у2 = Ю2М Гц, і г3 =10Г Г цІ
Розв'язання: Густина струму провідності дорівнює у = ЯЕ0, а гус

тина струму зміщення дорівнює ухи = єає2т Еа , де Е0 - амплітудне 
значення електричного поля електромагнітної хвилі. .



Отже, відношення амплітуд струму зміщення і струму провідності 

дорівнює: °£ . Підставивши дані задачі одержуємо відповідь:

для частот v,,v2,v3 відношення послідовно приймає значення
j

я 1 (Г3; 1; 102. Значить, при зміні частоти від v, до т3 середовище мож
на послідовно розглядати як провідник, напівпровідник і діелектрик.

Приклад IV.7. Визначте частоту v електромагнітної хвилі, при 
якій амплітуди струму зміщення і струму провідності рівні. Хвиля по-

См
ширюється в середовищі з параметрами: а) £ -80 ,А  = 4----  (морська

м

вода); б) * = 6 ,Л = 1(Г'3 — .
м

Розв'язання: Із попередньої задачі випливає, що відношення амп
літудних значень густин струму зміщення і струму провідності дорів-

2ЛУГп£ . j  їм t   • ..нює: :~  = ----------- — . Оскільки ^ ^  =  1 ,  то частота у  електромагнітної
j  Л j

хвилі буде дорівнювати: v = --------.
2яє0є

Відповідь: а) у = 9 • 108 Гц; б) у = 3 ■ 10-4 Гц.

Завдання для самостійної роботи
1. Якими властивостями характеризуються струми зміщення?
2. Обгрунтувати рівняння неперервності.
3. Обґрунтувати вираз для густини струмів зміщення виходячи із 

рівняння неперервності та рівняння rotB = p 0j  .
4. Показати, що традиційне формулювання 1-го закону- Кірхгофа 

випливає із закону збереження*заряду divj = 0  для постійних струмів.

5. Користуючись результатом (IV.9) знайти j lv в точці простору
4

Я
на віддаліг бід миттєвого положення 34  при в = 0  і при в = — .

6 . Впевнитися, що струм зміщення, який зумовлений рухрм 34, че
рез поверхню сегменту дорівнює струму зміщення через плоску повер
хню кругу радіусу ОР, рис. IV. 1. та рис. IV.3.

7. Показати, що із рівнянь Максвела випливає закон збереження
заряду.
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Рис. ІУ.З.
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8 . Впевнитися, що рівняння Максвела го(Е =  і д іо В -  0 не
аг

суперечать одне одному.
9. Показати, що при розрядці плоского конденсатора на його об

кладинках струм провідності замикається струмом зміщення.
10. Показати, що при розрядці циліндричного і сферичного конденса

торів на їх обкладинках струм провідності замикається струмом зміщення.
11. Простір між обкладинками довгого циліндричного конденсато

ра заповнений однорідним діелектриком зі слабкою електропровідніс
тю Л . Коли конденсатор заряджений в діелектрику від однієї обклади
нки до іншої протікає струм. Знайти напруженість магнітного поля між 
обкладинками. Діелектрична проникність є .

12. Простір між обкладинками сферичного конденсатора заповне
ний речовиною з провідністю а  та діелектричною постійною £  . В 
початковий момент на внутрішній обкладинці є заряд д0. Знайти:

•  закон зміни величини заряду ц на внутрішній обкладинці;
• магнітне поле всередині конденсатора;
• кількість теплоти, яка виділиться при проходженні заряду на зо

внішню поверхню. За рахунок якої енергії виділиться теплота?
13. Рівномірно заряджена дуже довга нитка рухається зі швидкістю

V вздовж своєї вісі. Користуючись виразом для знайти магнітне 
поле, що утворюється рухомою ниткою.

14. Знайти магнітне поле, що створюється довгим лінійним стру
мом і в будь-якій точці простору користуючись концепцією струмів 
зміщення. -



15. Одна з пластин плоского конденсатора рухається зі швидкістю 
у  « с  до другої пластини. Визначити y'lu і Я  між пластинами у випадках:

• пластини приєднані до батареї;
• пластини зарядженого конденсатора відокремлені від батареї.
16. Плоский конденсатор з круглими пластинами приєднаний до 

батареї. Відстань між пластинами повільно змінюється по гармонічно
му закону d  = d0 + sinm t. Знайти напруженість магнітного поля між 
пластинами.

17. Заряджений і вимкнений від джерела струму плоский конденса
тор, що складається з двох однакових дисків радіусом R, пробивається 
іскрою вздовж своєї вісі. Вважаючи розряд квазістаціонарним і нехтую
чи граничними ефектами, обчислити миттєве значення вектора В все
редині конденсатора, якщо сила струму в іскрі в цей момент дорівнює і. 
Знайти повний потік електромагнітної енергії, що витікає з конденсато
ра. Обговорити явище з точки зору збереження та перетворення енергії.

18. Простір між обкладинками циліндричного конденсатора запов
нений діелектриком з провідністю Л і діелектричною постійною є . В 
початковий момент на внутрішній обкладинці є заряд q0. Знайти:

• закон зміни величини заряду q на внутрішній обкладинці;
• магнітне поле всередині конденсатора;
• кількість теплоти, що виділяється при протіканні струму.
19. Довгий прямий соленоїд має п витків на одиницю довжини. По

ньому протікає струм /  = /„ sin a t .  Знайти j w як функцію віддалі від 
вісі соленоїда. Радіус перерізу соленоїду г0.

20. Точковий заряд рухається зі швидкістю V = const (V  « с ) .  
Знайти j iu в точці на віддалі г від заряду на прямій:

•  що співпадає з траєкторією зарядженої частинки;
• що перпендикулярно траєкторії і проходить через заряджену ча

стинку.
21. Заряд q  рівномірно розподілений по поверхні кульки радіуса г0. 

Знайти і1и та inpat через поверхню перпендикулярну до швидкості в мо
мент часу, коли заряд перетинає цю поверхню.

22. Простір між обкладинками сферичного конденсатора заповне
ний речовиною з провідністю ст та діелектричною, постійною є  . В 
початковий момент на внутрішній обкладинці є заряд q0. Знайти

зв’язок між j iv та у в один і той же момент часу та повний струм 
зміщення через довільну замкнену поверхню.

23. Дві 34, маса кожної т, заряди q  і ~q, рухаються під дією елект
ричного притягання по колу так, що лінія яка їх з’єднує обертається з 
кутовою швидкістю З  . Знайти густину струму в центрі цієї системи.
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V. ЗАКОН ЕЛЕКТРОМАГНІТНОЇ ІНДУКЦІЇ

Закон електромагнітної індукції, який сформулював Дж. Максвел, 
має вигляд:

А в інтегральній формі цей закон записується в двох еквівалентних 
формах:

індукції, що виникає в контурі і .
Згідно ортодоксальної точки зору природа е.р.с. індукції зумовлена

магнітної сили пропорційної [V  • В] , або ж сумарним ефектом 2-х 
перших причин.

Приклад V.l. Провідник у вигляді параболи, яка описується рів
нянням у  -  кх2, знаходиться у постійному магнітному полі, вектор ін
дукції якого перпендикулярний площі, обмеженої параболою. З вер
шини параболи в початковий момент часу почали переміщувати пере
мичку. Знайти ЕРС в контурі як залежність є (у ) , якщо перемичку пе
реміщують:

А) з постійною швидкістю; 5
Б) з постійним прискоренням;
Розв 'язання: Задачу можна розв’язати декількома шляхами.
1) Використовуючи закон електромагнітної індукції в інтегральній

(V.1)

ß d J  = - — \ Ш
l  dt S (V.2)

d<P
dt

де Ф = |  ВсБ - потік індукції магнітного поля (магнітний потік) через
5

будь-яку поверхню S, яка спирається на контур L; є  = j Edl - е.р.с.
L

виникненням вихрового електричного поля, якщо

Приклади розв’язування задач.

формі:



Для цього розглянемо наступний рисунок (Рис. V. І .):
У  А
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І

4------ ►
X

К А О й  N  
Рис. У.1. В однорідному магнітному полі знаходиться парабола ЕОМ, а 

перемичка ЕС рухається вздовж вісі ОУ

За означенням магнітного потоку Ф = ВБ = В Б со за , де В - вектор 
магнітної індукції, Б - нормаль до Б, Б - площа, що обмежена парабо
лою та перемичкою, а  - кут між В та нормаллю до 5. У даному випа
дку ці вектори паралельні, тому со5 «  = 1, а отже Ф = ВБ. Оскільки 
магнітне поле постійне, то В не змінюється, отже

є = В —
Л

Зміну площі сіБ можна виразити двома способами: 
а) (іБ - це за рис. V. 1. площа фігури ЬЕСМ, яку можна знайти як рі

зницю площ ЮМта. ЕОС. Знайдемо ці площі:

^ Б  —  Б [кы м  25и с о  ( $ е а о с  ^ е а о ) ~  2(у + сіу)(х + сіх) 2 |  У  Ах

• х х+ах х
-2ху+2\усЬ=2ху+2усЬс+2хс1у+2с1хс1у-2 \ кх2сЬ -2ху + 2\кх сіх

Оскільки Л  та <іу - нескінченно малі величини, то добуток 
2сЬссіу=0. Тепер розпишемо вирази для інтегралів:

о

о о о

+1ІХ V І
[ кх2сЬс = —( х 3 + Ъх2сЬс + Зхск2 + сіх3 -  О3 ) » — ( х 3 + 3х 2сіх)



о З
]kx2dx = - ( x 3-  О3 )  =

Якщо підставити останні рівності у вираз для сй, то отримаємо на
ступне:

б) розглянемо інший варіант знаходження сВ. Для цього розгляне
мо, той же в принципі, рисунок

У даному випадку оВ - це значення площі криволінійної трапеції 
АКСО, яку наближено можна вважати прямокутником зі сторонами 
АК=<іу, КС=2х. Таким чином, виходячи з означення площі прямокут
ника, маємо:

£Й = Іхсіу
Як бачимо в обох випадках <й = 2хсіуі Підставимо отримане спів

відношення у вираз для є , отримаємо для ЕРС:

О х

Рис. У.2.

dt dt dt

За умовою задачі у  = кх2, то х  = . Отже :
Г ї



У тому випадку, коли перемичку переміщують з постійною швид
кукістю відношення —  - це є швидкість и  переміщення перемички

вздовж вісі у  і в даному випадку є  = 2 В ^ и . Якщо ж перемичку ру

хають рівноприскорено з прискоренням а, то и = -\2ау і в результаті 
отримаємо рівність:

є
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2) За означенням електрорушійної сили
Ає = —
Я

де А -  робота по переміщенню заряду, q - величина цього заряду.
У даному випадку роботу виконує сила Лоренца, яка діє на 34, які 

переміщуються у магнітному полі з індукцією В разом з перемичкою. 
Тоді Fl =quBsinj3, де 0  - кут між б та и і в даній задачі рівний 
900. Таким чином FL = quB .

За Рис. V.2 видно, що / = 2 х ,  отже:

А = j FLdx = quBl = quB2x = 2qxB—  
о dt

Для електрорушійної сили маємо вираз то же вираз, який ми одер
жали методом 1):

є  = 2 х В ^ -  
dt

Враховуючи, що х  = отримаємо:

' . * = 2 вМ&
П  dt

У тому випадку, коли перемичку переміщують З  ПОСТІЙНОЮ ШВИД

КІСТЮ .о маємо вираз є  = 2 В ^ и . Якщо ж перемичку рухають рівно-

^искорено з прискоренням а, то и = *j2ay і в результаті отримаємо 
СІ*іввідношення:
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Відповідь: А) є  = 2В и,

Б) є = 2 Ву

Завдання для самостійної роботи
1. Рамка рухається в однорідному В так, що е. р. с. індукції зав

жди рівна 0. Що це за рухи?
2. Металевий диск обертається зі швидкістю СО . Знайти різницю 

потенціалів між центром та ободом диска, що виникає у відсутності та 
при наявності магнітного поля.

3. Стержень О А обертається з кутовою швидкістю СО навколо то
чки О в площині, перпендикулярній вектору Н  . Знайти е. р. с. індукції 
між точками О та А, якщо довжина стержня /.

4. Металеве кільце з проволоки радіуса г та перерізом 5  обертаєть
ся з кутовою швидкістю со в магнітному полі Землі навколо вертика
льної вісі, що співпадає з діаметром кільця. Скільки джоулевого тепла 
виділиться в кільці за 1 сек.? |

5. Показати, що при зміні в часі радіального магнітного поля у якої 
го Нх = Ну = 0, Н. = Н (г ,і)  виникає вихрове електричне поле, силові
лінії якого є концентричні кола з центрами, що лежать на вісі магнітної 
го поля. Знайти напруженість вихрового електричного поля.

6. Заряд <7 та маса т однорідно заповняє об’єм кулі. В початко 
момент часу вмикається зовнішнє поле Н  = Н (І)  напрямок я* 
постійний. Знайти кутову швидкість обертання кулі.

7. В постійному магнітному полі рівномірно обертається замі 
ний контур площа якого 5, опір Я і самоіндукція І .  Вісь обертання і 
пендикулярна напрямку індукції магнітного поля В і лежить у пло 
ні контуру. Визначити величину струму індукованого в контурі.

8. Коловий провідник радіуса а розташований у вертикальній пло 
ні, що перпендикулярна вектору В . НавколЬ його центру може віт 
обертатися провідник довжиною а, вагою р. Яку напругу слід податі 
кінці провідника, щоб він рівномірно обертався з кутовою швидкістю т

9. Силові лінії індукції В(і) паралельні осі тонкого рівномірне 
рядженого диска радіуса г0 та маси т. Знайти кутову швидкість о< 
тання диска..

10. Горизонтальний стержень АВ, маса якого т, може ковзати 
тертя по двох вертикальних стержнях. АМ та ВП замкнені на опор 
Визначити закон падіння стержня АВ  в однорідному поперечному і

І



нітному полі, індукція якого В . Опором стержня та самоіндукцією 
контуру знехтувати.

11. Плоска монохроматична лінійно поляризована хвиля падає на ра
мочну антену. Визначити ЕРС індукції, яка виникає в антені. Антена має 
форму квадрату зі стороною а і лежить в площині коливань вектору Е .

12. Металевий диск радіуса а = 25см обертається з постійною ку
товою швидкістю со -  ІЗОрад/сек. навколо його вісі. Знайти різницю 
потенціалів між центром та ободом диску, якщо:

• зовнішнього магнітного поля нема;
• маємо перпендикулярне до диску зовнішнє однорідне магнітне 

поле з індукцією В = 0,5-м7л.
13. Коловий контур, який має площу Б та опір Я, обертається з по

стійною кутовою швидкістю со навколо його діаметру, який перпен
дикулярний до однорідного магнітного поля з індукцією В . Нехтуючи 
магнітним полем індукційного струму, знайти яким моментом сили 
треба діяти на контур в цих умовах. В момент і = 0 площина контуру 
перпендикулярна до напрямку магнітного поля.

14. Магнітний потік крізь нерухомий контур з опором Я змінюється 
на протязі часу г по закону Ф = с п ( г - і )  . Знайти кількість тепла, яке 
виділяється в контурі за цей час. Індуктивністю контуру знехтувати.

15. Непровідне тонке кільце маси т, яке має заряд ц, може вільно 
обертатись навколо своєї вісі. В початковий момент кільце знаходи
лось в спокої, магнітне поле було відсутнє, потім ввімкнули однорідне 
магнітне поле, перпендикулярне площині кільця, яке почало наростати
в часі по деякому закону В (і) . Знайти кутову швидкість обертання со
кільця в залежності від індукції.

16. В середині довгого соленоїда знаходиться коаксіальне мідне кіль
це прямокутного перерізу. Товщина кільця И, його внутрішній та зовніш
ній радіуси а і Ь. Знайти індукційний струм в кільці, якщо індукція магніт
ного поля соленоїда змінюється за законом В = /?/ ,де р  -стала.

17. В довгому прямому соленоїді з радіусом перерізу а та кількістю
,А

витків на одиницю довжини п змінюється струм з сталою швидкістю 1— .
с

Знайти модуль напруженості вихрового електричного поля як функцію 
відстані г від вісі соленоїду. Зобразити приблизний графік цієї залежності.

18. Плоский виток з дуже великою кількістю витків А, щільно при
лягаючих один до одного, знаходяться в однорідному магнітному полі, 
перпендикулярному до площини витка. Зовнішній радіус витків дорів
нює а. Індукція поля змінюється в часу за законом В = Вй 5Іп сої, де В0 
таю  -  сталі. Знайти амплітудне значення ЕРС індукції в витку.
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VI. ВЕКТОР ПОЙНТІНГА, ГуСТИНА ІМПУЛЬСУ ТА 
МОМЕНТ ІМПУЛЬСУ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ

Закон збереження енергії для системи “електромагнітне поле - 34 ’ 
маєвигляд:

dfV -  -  -  -
- — - = l j - E d V +js S d S ,  (VI. 1)

dt

де W = } w dV - енергія ЕМП, а w - —( E D  + B H )  - густина енергі
v 2

електромагнітного поля, j  - густина струму провідності, Е - напру

женість електричного поля, S  = [Ё • н \  - вектор Пойнтінга.
Формулу (VI. 1) слід розуміти так.
Енергія електромагнітного поля зменшується тому, що силі 

електромагнітного поля виконують роботу по переміщенню заря 
дів в електродинамічній системі, а також це зменшення відбува 
ється за рахунок того, що частина енергії електромагнітного полі
( S  d S )  витікає через поверхню S, що обмежує електродинамічну

систему. В такому формулюванні закон збереження енергії полі 
називається теоремою Пойнтінга.

Фізичний зміст вектора Пойнтінга: |s| - це потік енергії елек

тромагнітного поля в одиницю часу через одиницю поверхні, Щі 
орієнтована перпендикулярно вектору S . Тобто, це густини пото 
ку енергії електромагнітного поля. '

Закон збереження енергії для електродинамічної системи з ЕРС.

b J . E ^ d V ^ + b S d S + l f - d V ,  . (VI.23I
ut Я ц

де £™ - напруженість електричного поля сторонніх сил. . ,
Ми бачимо, що перший доданок в правій частині (VI.2)- це збілі 

шення енергії ЕМ поля в часі; другий доданок -  сумарний потік енергі

ЕМ поля через поверхню S; третій доданок [v^ d V  = Q - memo Джоу
Я. '

ля-Ленца, яке виділяється в електродинамічній системі.
Таким чином закон збереження (VI.2) читається так: робота стб 

ронніх сил іде на збільшення енергії електромагнітного поля; пв  
криття джоулевих витрат; і частина енергії витікає через поверх 
ню, що обмежує цей об’єм. *
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В локальній формі закон збереження енергії (VI.2) має вигляд:

] . ^ = l +l (̂ L )+diu[EH] (VI.3)
Я а  2

Закон збереження імпульсу для системи, яка складається з заря
джених частинок та електромагнітного поля:

P4+\V[ D B J d V )  = const (VI.4)
Сумарний імпульс заряджених частинок та імпульс електро

магнітного поля для замкненої системи зберігається.
Тобто, кожна одиниця об’єму простору, в якій існує електромагні

тне поле, характеризується об’ємною густиною імпульсу g :

g = [ D B ]  (VI.5)
Оскільки електромагнітне поле характеризується густиною імпу

льсу, то можна говорити і про густину моменту імпульсу поля
I = [ r g ]  (VI.6)

Тому в електродинамічній системі буде мати місце закон збере
ження моменту імпульсу:

І жх + \у1-dV = const (У 1.1)
Тобто, векторна сума механічного моменту імпульсу та моме

нту імпульсу ЕМ П  залишається незмінною для замкненої електро
динамічної системи.

Приклади розв’язування задач

Приклад VI, 1. Знайти потік енергії та імпульсу ЕМП плоскої елек
тромагнітної хвилі через плоску поверхню 4S орієнтовану 
перпендикулярно до напрямку розповсюдження хвилі, рис. VI. 1.

Розв’язання: Як відомо, зв’язок між напруженістю електричного і 
магнітного полів плоскої хвилі такий:



60

• Розглянемо площадку /15 , нормально до якої падає електромагні
тна хвиля. Тоді за 1 секунду ця електромагнітна хвиля пройде шлях, 
що дорівнює:

и-1 сек
Тоді через /15 за одну секунду протече електромагнітна енергія, 

яка дорівнює:
мг-АУ = п>А5и-1 

Оскільки для електромагнітної хвилі густина енергії дорівнює:
Е Й  + В Н  єє0Е 2+ рр0Н 2 —2=---------------- =-—-----------—  = єєпЕ ,

2 2
то через одиницю поверхні протече енергія, що чисельно дорівнює:

Г2 ^ 1-2 1 I ЄЄ0ы-и = єє0Е ■ .—  = єє0Е .....і = І— — •£
^ єц  л]єє0МоМ I I  РоР

І ££
З іншого боку, вектор Пойнтінга дорівнює (оскільки Я  = І— —£  ):

\РРо

5 = [ £ - я ] = £ 2 &  Я,

де Я -  одиничний орт в напрямку розповсюдження хвилі.
Порівнюючи ці два останні вирази знаходимо зв’язок густини по

току енергії електромагнітного поля з густиною енергії електромагніт
ного поля:

5  = /  = >ги (УІ.8)
Аналогічно можна впевнитись, що потік густини імпульсу електрома

гнітного поля чисельно дорівнює тиску електромагнітного поля, при умо
ві, що вся енергія електромагнітного поля поглинається поверхнею. j

V и  І
і тому з урахуванням (УІ.8) одержуємо:

р  = м>

Або по іншому. Дійсно ( §  = [ й - В ]  ), для плоскої електромагніті 
ної хвилі маємо:

g  = єє0Е ■ рр0Н = єє0Е ■ рр0 • • Е = єє0Е2 ■ уІ££0р 0р

а швидкість розповсюдження електромагнітних хвиль:
1

V = -
4 Є£оРоР 

тому g■u = w = р
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Якщо електромагнітна хдиля відбивається від деякої поверхні, то 
тиск дорівнює:

вісі ОХ  плоску поверхню провідника. Знайти створений хвилею тиск, 
якщо знехтувати відбиттям хвилі.

Розв’язання: Провідник, який розташований вправо від координат
ної площини У02, буде повністю поглинати енергію ЕМ хвилі. Тобто, 
такий провідник -  приклад абсолютно чорного тіла. Тому величина 
світлового тиску на поверхню провідника дорівнює:

де 5  - середнє за період ЕМ хвилі значення вектора Пойнтінга, яке 
визначається при х  = 0 . Оскільки

1. Обґрунтувати та пояснити закони збереження (VI. 1), (У1.2).
2. Показати, що при квазістатичній зарядці конденсатора його ене

ргія збільшується за рахунок притоку з зовні електромагнітної енергії.
3. Довести, що джоулеве тепло, що виділяється в прямому провід

нику з струмом і, дорівнює енергії електромагнітного цоля, яка посту
пає в провідник ззовні.

4. Пластини (диски) плоского конденсатора, зарядженого до висо
кої різниці потенціалів, з’єднанні довгим циліндричним дротом, який 
проходить поза конденсатором. Довести, що повний потік електромаг
нітної енергії з конденсатора дорівнює повному потоку електромагніт
ної енергії, яка втікає в провідник з зовні дроту. Обговорити явище з 
точки зору уяви про рух, перетворення і збереження енергії.

(VI. 10)
де а  -  коефіцієнт відбивання.

Приклад УІ.2. Плоска електромагнітна хвиля 

= а в іп а )(і-—) падає при х = 0 на нормальну до

Р = с

а, значить,

,2

Завдання для самостійної роботи



5. Сферичний заряджений конденсатор, який знаходиться в одно
рідному магнітному полі, вектор індукції якого паралельний вісі Я, 
може вільно обертатися навколо цієї вісі. З якою кутовою швидкістю 
буде обертатись конденсатор після його розрядки, якщо момент інерції 
конденсатора І. Радіуси внутрішньої та зовнішньої обкладинок конден
сатора дорівнюють, відповідно, а та Ь, рис. УІ.2.

Рис. VI.2. Сферичний заряджений конденсатор знаходиться в однорідному
магнітному полі

6. Визначити силу, з якою електромагнітний потік з інтенсивністю 
І  діє на дзеркальну краплину радіуса г0.

7. Визначити сумарний потік енергії та імпульс електромагнітного 
поля 34, що рухається рівномірно з швидкістю V. Розглянути випадок 
V « с  та V « с .

8. Плоский повітряний заряджений конденсатор, який знаходиться 
всередині соленоїду зі струмом, утворює однорідне поле. Конденсатор 
пробивається електричною іскрою вздовж його вісі і розряджається. Як 
зміниться механічний імпульс системи після пробою? Обговорити ре
зультат з точки зору закону збереження імпульсу.

9. В задачі №8 конденсатор не пробивається, а розривається елект
ричне коло батареї, що живить соленоїд. Як в результаті цього змі
ниться механічний імпульс системи?

д;
10. Плоска електромагнітна хвиля Е -  Н , -  а$ігко(і— )  падає

с
при х  = 0 на нормальну до вісі ОХ  плоску поверхню провідника. Знай
ти створений хвилею тиск.

11. На орбіті Землі потік сонячної радіації дорівнює приблизно
5/71 '

1,5103——. Обчислити середні квадратні значення Е  та Н  світлової



12. Обчислити середньоквадратичне значення вектора £  та Я  в 
випромінюванні ІООВт лампи на відстані 1 м  від неї.

13. Обчислити величину сили, яка діє на Землю через тиск світо
вих променів, враховуючи що:

• поверхня Землі зовсім чорна;
• поверхня Землі зовсім дзеркальна.
14. Як змінюється відношення сили світлового тиску зі сторони 

Сонця до сили тяжіння при зменшенні об’єму тіла, яке опромінюється?
15. Ізольований постійний магніт заряджений до деякого потенціа

лу, тому навколо магніту буде і електричне і магнітне поле. Що можна
сказати про вектор 5  та про рух електромагнітної енергії?

16. Протони, які мають однакову швидкість о , утворюють пучок 
круглого перерізу з струмом /'. Знайти вектор Пойнтінга £  поза пуч
ком.

17. Струм, який протікає по обмотці довгого прямого соленоїда 
збільшується. Показати, що швидкість зростання енергії магнітного 
поля в соленоїді дорівнює потоку вектора Пойнтінга через його бічну 
поверхню.

18. Енергія від джерела постійної напруги і!  передається до спо
живача по довгому коаксіальному кабелю з дуже малим опором, струм 
в кабелі і. Знайти потік енергії через поперечний переріз кабелю.

19. При якій густині потоку енергії плоских електромагнітних 
хвиль не дуже великої частоти наступає пробій в повітрі?

20. Циліндричний заряджений конденсатор розміщений в однорід
ному магнітному полі вектор індукції якого паралельний його вісі і 
навколо якої він може вільно обертатись.

• з якою кутовою швидкістю буде обертатися конденсатор після 
його розрядки?

• описати явище в випадку, коли конденсатор не розряджається, а 
магнітне поле вимикається,

21. Довгий циліндр радіуса а заряджений рівномірно по поверхні 
обертається навколо своєї вісі з кутовою швидкістю а . Знайти енер
гію магнітного поля на одиницю довжини циліндра, якщо лінійна гус
тина заряду циліндра Л та ц  = 1.

22. Тонке рівномірно заряджене кільце радіуса а = 10см оберта

ється навколо своєї вісі з кутовою швидкістю (о = 100Рау / . Зайти від

ношення об’ємних густйн енергії магнітного та електричного полів на 
в'сі кільця в точці, яка знаходиться від його центра на відстані / = а .

63.
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VII. ЕЛЕКТРОМАГНІТНІ ПОТЕНЦІАЛИ. РІВНЯННЯ 
ПУАССОНА. МАГНІТНИЙ МОМЕНТ.

Для довільної електродинамічної системи, що характеризується роз
п о д іл о м  зарядів р(г,/) і струмів у(г,/) розв’язки рівнянь Даламбера

V 2Â - \ ^  = - m ]  (VII. 1)
v  ot

7 2 . .  1 д (р
V> — Т ^ Г  = - —  (VII.2)v  д г  єєа

дають значення електромагнітних потенціалів А (г ,і) ,  <р(г,і) . Тоді 
вектор індукції магнітного поля та вектор напруженості електричного 
поля довільної електродинамічної системи з допомогою електромагні
тних потенціалів А (г,1 ), <р(г,1) визначається так:

В = го й  (УІІ.З)
SA

Е  = -V  (р -  —  (VII.4)

Крім того, що електромагнітні потенціали характеризуються граді
єнтною інваріантністю, вони задовольняються умовою калібровки Ло
ренца:

-» Я/УЇ
diuÂ + E£ow o- £  = 0

*  (VII.5)
& А -

u2 dt
Рівняння Даламбера (VII. 1) (VII.2) мають розв’язки у вигляді поте

нціалів, які запізнюються (VII.6) (VII.7). Вирази (VII.6) (VII.7) визна
чають електромагнітні потенціали в довільній тойці простору Р(г) в 
довільний момент часу /:

ц  • І
A (r ,t)  = c- d V '  (VII.6) ]

4л- г - г  І

4яє0 R



де F - радіус-вектор, що визначає положення точки поля P(r), F  - 
радіус-вектор, що визначає положення елементарного джерела поля, 
dq = p(r',t')dV' або id l = j(F ,t')d V ', R - 1/?| = |r -  r '| - віддаль точки

поля від елементарного джерела поля, V  - об’єм в якому розподілені 
заряди та струми (об’єм простору, в якому знаходиться електродинамі- 

R
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чна система), t' = і  , рис. VII. 1.

Рис. VII. 1. Пояснення щодо геометричних та фізичних величин, які входять в 
вирази для скалярного та векторного потенціалів (VII.6) (VII.7)

Потенціали Лієнара-Віхерта (VII.8), (VII.9) визначають електро
магнітні потенціали, які створюються рухомою 34:

4л-
R - v -R

/г

4лгг„
R -

- с

(VII.8)

(VII.9)

Jt

Це потенціали електромагнітного поля, яке породжується окремою

34, яка рухається зі швидкістю о . Значення величини R-
ÜR

яка

входить в вирази (VII.8) та (VII.9) необхідно знаходити в момент

с . •
Для стаціонарного електромагнітного поля із рівнянь Даламбера

одержуємо рівняння Пуассона для потенціалів А та <р :



V2A = - MMJ  (VII. 1 0 )]

V20? = — —  (VII. I I )  ;
єє.о

Розв’язки (VII.10) та (VII. 11) мають вигляд:

<P(rJ) = - ^ — i r ~ ^ d V ,  (VII.13)
4 ne0 R

де j{ r ') , p ( r ' ) -  густина струму та густина заряду; г , г ' - радіус- 
вектори, що визначають, відповідно, точку поля та положення елемен
тарного об’єму dV' в розподілі зарядів і струмів.

Далі, якщо це необхідно, знаходять напруженість електричного Е 
та індукція магнітного поля В ЕМП

Е -  -V  р ,В  = rotA

Магнітний момент елементарного струму І :
p „ = iS n ,  (VII.14)

де S  - площа обмежена контуром і, п - одиничний орт до поверхні S.

Приклади розе ’язуеання задач

Приклад УІІ.1. Нескінченно довгий круглий циліндр радіуса а рів
номірно заряджений по об’єму. Визначити <р та £  всередині та зовні 
циліндра.

Розе ’язання: Виходячи із симетрії задачі розв’язок її слід шукати в 
циліндричній системі координат. Рівняння Пуассона має вигляд:

V2 . 5  <р 1 д<р 1 52<р д <р р
dr2 r dr г 2 d a 2 dz2

Оскільки потенціал залежить тільки від г то дія оператора Лапласа 
на (р дорівнює:

d m  1 dm 1 d ( dmv  (p = —Z- + r  =  _| r _z.
dr r dr r dr \  dr 

Таким чином, рівняння Пуассона приймає вигляд:

*9\
r dr

г ^ . \  = - р 1£о при ( 0 < r < fl) (VII.15)
(• dr 1

—— (V-^2-1 = 0 при (r > a) (VII. 16)
r d r \  dr )



щ = - - - £ -  r2 + A,lnr + Bl (VII. 17)

Інтегрування (VII. 15) і (VII. 16) дає:

.L ß .
4 * 0

(рг = А2 Inr + В2, (VII. 18)
де Аі,Аг,ВуВг - постійні інтегрування.

Очевидно, що потенціал <р, у всіх точка повинен мати кінцеве зна
чення, тому слід прийняти А, = 0 (бо при г -> 0,1пг -><х ). Зручно далі 
потенціал всередині циліндра нормувати умовою ^,(о) = 0 , а тоді 

ß, = 0 .
За умовою задачі на поверхні циліндра відсутні заряди, тому на

пруженість електричного поля на поверхні циліндру неперервна.
Умови неперервності потенціалу та першої похідної від <р по г при 

г = а дають два алгебраїчних рівняння для знаходження констант
А2, В2 '■

J , 1 Р  2 А  1 РА21па + В2 =  а ,—  = ----— а
4 є0 а 2 є0

В2 = — а2 - Л 21па = ~—— а2 + ——  а2Ina 
4 єо 4 Eq 2 Sq

Тому потенціал в довільній точці простору визначається такими 
функціями:

при (0 < г < а )  я ( г ) = _ І ^ . гІ (VII. 19)
4*о

при (г> а)  <p2( r )= -—— a2ln—- —— a2 (VII.20)
2 *о г 4 є0

Тоді напруженість електричного поля 

при (О < г < а) £ , = -LE l  - 1.JL
дг 2 *0

( ^ \ В(р2 1 р  а1при (г > а) Ег = — —  = —- ----
дг 2 *0 г

Якщо врахувати, що ржг2 = т є лінійною густиною заряду, то на
пруженість електричного поля поза межами циліндру можна записати 
так:



1 г 
2 пєй г

(VII.21)

Приклад УІІ.2. Диск радіусу а рівномірно заряджений, заряд q, 
рис. УІІ.2. Знайти потенціал та напруженість електричного поля в точ
ках на осі диску.

2

Розв ’язання: Виходячи із закону Кулона та принципу суперпозиції 
для потенціалу маємо (див. також (VII. 13)):

Симетрія задачі вимагає переходу до полярної СК, х 2 + у 2 = г2 
сЬс сіу = гсігсіа . Тому попередній вираз інтегруємо в полярній СК:

Рис. VII.2. Знаходження потенціалу та 
напруженості електричного поля, що 

створюється зарядженим диском

ое 2лє0 а2 ^

Цей результат співпадає з тим, що ми отримали раніше іншим м^ 
тодом (див. тему II). і

Дослідимо розв’язок (УІІ.22). ]
. Так, при 2 »  а \ ' ̂

Z
\
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E.
4 лє0 z2

Тобто, на великих відстанях від розподілу зарядів напруженість 
електричного поля співпадає з полем точкового заряду.

При г « а  другим доданком в дужках виразу (VII.22) можна зне
хтувати порівняно з одиницею, і тоді одержуємо:

1 д ст
E:( z « a )  s

2пей а 2є0
тобто, в точках дуже близьких до зарядженого диску поле приблизно 
таке, як поле нескінченої рівномірно зарядженої площини.

Приклад VII.3. Знайти потенціал та напруженість електричного по
ля, що створюється рівномірно зарядженою сферою радіуса R, заряд q.

Розв 'язання: Виходячи із симетрії задачі, величина потенціалу d<p, 
який створюється нескінчено малим елементом зарядженої поверхні в 
точці поля Р, рис. VII.3.

{VIU3)
4яг?0 р

де Я2 зіпШШа = елемент поверхні сфери в сферичній СК, полярна 
вісь якої співпадає з вектором г .

Рис. VII.3. До обчислення потенціалу та напруженості 
електричного поля зарядженої сфери

Із рис. видно, що р  = R -  г .
Якщо взяти диференціал від обох частин рівності 

р 2 = R2 + г2 -  IR rco sO , то одержимо:
2 pdp  = Rr sinddd 

Це дозволяє переписати (VII.23) в такому вигляді:



/о

,  1 <уИаа> = ----------- араа
4 лє0 г

Після інтегрування по поверхні всієї сфери знаходимо
]_аЯ 

М  2 г

1

1 оЯ 2* г*.к 1 аЯ г у+я 
<і<р = -  \<іа \ <1р = - — Ір ^ _ к =

4 Я Є д  т о

суК
є0г 4яє0 г
аЯ

—якщо(г > я )

=  — ї — —якщо(г < Я)
4лг0 Я

Таким чином, для напруженості електричного поля одержуємо:

* ——якщсіг > я)
(УІІ.24)4ле0 г

Оякщо{г < Я)
Тобто, поза межами рівномірно зарядженої сфери напруженість 

поля така так начебто увесь заряд сфери знаходиться в її центрі.

Приклад VII.4. Поле створюється рівномірно зарядженою ниткою, 
довжина якої 21. Знайти потенціал та напруженість електричного поля 
в довільній точці простору.

Розв ’язання: Якщо початок координат помістити в центрі нитки, то 
потенціал поля створеного елементом заряду гак' в точці Р{г,х) дорі
внює:

1 гак'<і<р =---------, - ■
4дао уІг2 + ( г - з 'У

Значить, потенціал електричного поля, який створюється всією 
зарядженою ниткою

(УІІ.25)
г а к '    г  2-1 + V / * 2  + ( г - / ) 2

4да0 Ц г2+(і -2 'У  4**0 [2  + 1 + у1г2 +{2 + іУ

А компоненти напруженості електричного поля знаходяться так:
г \

дг 4яєп

р  -  д<Р _

^ г 2+ {г-іУ  . д/г2 +(г+іУ  

2 - І  г+ І
4яє0г0 , 7 г 2+ І2 -ІУ  ^ г 2 +(г + 1 ^
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ти:
Е ,= 0 ,Е г =т/(2лє0г), 

а потенціал при / -> ж теж прямує до нескінченості:

= — -—[/яг -/я(2/)]->  оо 
2яє0

Це являється наслідком того, що заряд розташований не в кінцевій 
області простору і тому формулу (VII.25) не можна використовувати 
для знаходження потенціалу у випадку / -» ос.

Але при великих віддалях точки поля від нитки

^ Д = 4 r 2 + z2 »  Pj із розв’язку (V1I.25) знаходимо

г2/ а
<р---------- = — ------,

4m 0R 4яє0 ■ R
Де q = 2г ■ / .  Тобто, на віддалях набагато більших ніж розміри нитки 
поле близьке до кулонівського.

Приклад VII. 5. Дві металеві пластини утворюють кут а 0, 
Рис. VII.5. Довжина пластин в напрямку перпендикулярному рисунку 
пес кінчена. Різниця потенціалів між пластинами UQ. Знайти напруже
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ність електричного поля між пластинами та ємність, що приходиться: 
на одиницю довжини, ширина пластин Ь - а .  В точці О пластини не 
доторкуються, але знаходяться досить близько одна від одної, і тому 
крайовими ефектами слід знехтувати.

Розв’язання: Поле між пластинами характеризується аксиальною 
симетрією. Тому вибираємо циліндричну систему координат, вісь І \  
якої направлена перпендикулярно до площини рисунку. У нас а  - ак- 
сиальний кут, г - віддаль від осі. Тоді рівняння Лапласа для нашого 
випадку має вигляд

1 д
гдґ

(VII.26)

d2ç>
де враховано, що — = 0 . Розв’язок шукаємо у вигляді:

дг
{ г , а ) ~  Щ г ) Ф ( а ) (VII.27) І

І

Рис. VII.5.’До визначення поля конденсатора з непаралельними пластинами

Підставляємо (УІ1.27) в (УІІ.26), і помноживши потім обидві ча 
_2

тини рівності н а  , одержуємо
ЯФ

ljL( ÊL
R d r \  dr

І сі2Ф
Ф сісс2

Ліва та права частина рівності, як бачимо, залежать від різних і і 
залежних величин. Тому обидві вони дорівнюють одній і тій же кої 
танті. Тобто



Rdr dr Ф da 2

Розв’язок для Ф очевидний:
І В,а + В2 п = 0

Ф =\ при
[Л, sin n a + А2 cosna пф  0

Розв’язок для R будемо шукати і вигляді R = Агр причому р  Ф 0 . 

Підставляючи такий розв’язок в перше із рівнянь (VII.28) одержуємо
Р г = п 2

Тобто
Р = ±п

При п = 0 перше із рівнянь (VII.28) спрощується
dR

г —  = const 
dr

І може бути задоволене функцією
R=Dllnr+D2

Таким чином, функція R має вигляд:
\Dxlnr+D2 п = 0

R=\ при
[С,г" +С2г‘" пФ  0

Знайдемо розв’язання задачі, яке не залежить від г, тобто при /7=0. 
Тоді £>, = 0 , а <р(а)=В,а + В2. Використаємо граничні умови задачі:

<p(o)=0,<p(a0)=U 0
І одержуємо В2 = 0,U0 = В{а 0 . Таким чином для qia) маємо:

^а)=С/0о/оь
Тоді напруженість електричного поля між пластинами конденса

тора дорівнює:

Еа = - - ^ - = - и оі { г а й) 
г д а

Поверхнева густина заряду на пластинах
о-, = є  ■ Еа(а  = 0) = - є  ■ U0/ ( r a 0),

& 2 = -£ -Ea((x = a o)=£-Uol{rao)
Заряд кожної із пластин (за модулем) на довжині / виражається 

формулою:

Q = l\odr = (ls0U j a 0)ln(b/a)
а

Тому ємність на довжині / дорівнює:
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с _ Я _ І£йіМр/а)
Уо «о

Приклад VII.6. 8. Струм /  протікає по лінійному провіднику. Знай
ти векторний потенціал А та напруженість магнітного поля Н  у ви
падках:

• нескінченно довгого провідника;
• провідника довжиною Ь.
Розв ’язання: Початок координат розмістимо в центрі відрізка про

відника зі струмом, рис. УІІ.б. Вісь 0 2  направлена вздовж ППС. І оскі
льки МП прямолінійного струму аксиально симетричне, то для наших 
цілей достатньо знайти векторний потенціал та індукцію МП в точках 
площини У02.

Тоді, згідно формули (VII. 12), яка для лінійних струмів приймає

вигляд А(гА) = ̂ - \ , -  ^  , де Я - віддаль точки поля від елементу 
4 я  Я

струму І<11 , для А. одержуємо

А: = Г ’ Ф
4 4я 1 - ( 2 + Т/2)+ ^ + і /2 ) Ч г2̂

_РоІь  - г + У 2 + |( г - / /2 )+ г 2^

г Р

О
У

X

Рис. УІІ.б. Знаходження вектор-потенціалу 
та індукції МП відрізку струму

Індукція МП знаходиться по формулі (УІІ.З). В циліндричній СК, 
виходячи із симетрії нашої задачі, не рівна нулеві тільки одна компо
нента поля ^
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В _ дА: -  ^
v dr Aw

в ^ - Щ ъ

- z  + L/2 : + L/2

l'+(z-LftfY p +(z + I / 2 ) f .
У випадку дуже довгого ППС для вектор-потенціалу та Bv маємо:

А: (Ь —> со) = ~~~1пг-гconst
2 л

Приклад VII. 7. Знайти векторний потенціал А та напруженість 
магнітного поля Н  , які створюються струмом /, що протікає по коак
сіальному кабелю, рис. УІІ.7.

Розв’язання: Задача, як бачимо, характеризується аксіальною симет
рією. Тому використовуємо циліндричну СК. А = А(г), векторний поте
нціал не залежить від г та від <р. Якщо вісь 0 2  направлена вздовж 

ППС, то не рівна нулеві буде лише одна компонента А , а саме А . .

Рис. VII.7. Знаходження вектор-потенціалу та індукції МП, які створюються 
коаксіальним кабелем із струмом /

Далі цю компоненту ми позначатимемо просто А. І тоді рівняння 
Пуассона в чотирьох областях простору мають вигдяд.

При 0 < г < г, : 

При г, < г < г2 : 

При г2 < г < г3 :

r dr I dr
P ot
яг,

V % = 0

V 4 = ~
1 d  (  dA~
r dr I dr

Po I
x Ç f - r ï )
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При г3 < г <« : У %  = О

де у, = / / (^ 2), у2 = 0, у, = /[/-2 - г 22], у4 =0 . 
Розв’язки цих рівнянь такі:

А, = — ^2 +С<Іпг+С2 (о </-</-,),

А2=СгІпг+С4 (гі<г<г2) ,

Аз = 4$ ї ^ п ї)+С5ІПГ+Сб ' ^ <г<гз)>
Л4 = С 7 /и г + С 8 (гг <г< оо).

Значення констант інтегрування знаходимо із фаничних умов. То
ді вектор-потенціал та магнітна індукція в першій області

_ _  Ц0ІГ С,
1 2яг2 г

Очевидно, що при г -  0 значення В 1 повинно бути кінцевим. Тоб
то, Сі = 0. Далі приймемо значення вектор-потенціалу А і при г = 0 рів
ним нулеві, /*і(0) = 0. Це дає нам С2 = О.Тому, для А 1 та ВІ одержуємо:

А, = - ц 0Іг 2/{^тгг?), ВІ = іі0іг/{2лг12)
Для області гх < г <г2 отримуємо

В2 = —С2/г

Із граничної умови для вектора В ,  В2(/-,)= £,(/■,)=-—  = ,

_ Ио1

2 щ

знаходимо значення константи С, = -
3 2 я

А із умови неперервності векторного потенціалу при г = г, знахо
димо С4 :

4яг 2л-
Тому для векторного потенціалу та індукції МП в області 

г. <г  <г,  маємо:

- -  - ■- 2лгЧ
Індукція в оболонці кабелю (г2 < г < гг) дорівнює

> _  ЗА}   /лй1г Сь
3 дг 2 л(г3 — г2) г
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Із граничних умов В~(г)= В. (г, ) знаходимо:

Звідси

Використовуючи граничні умови при г = г3 знаходимо векторний 
потенціал та індукцію магнітного поля в області (гг <г<<х>)

Приклад VII.8. Знайти векторний потенціал та індукцію МП, які 
створюються елементарним струмом і.

Розв’язання: Виберемо форму елементарного струму у вигляді 
прямокутника зі сторонами /,,/2,/3,/4, рис. VII.8.

Рис. VII.8. Знаходження векторного потенціалу елементарного струму 

Тоді, згідно означення, (VII. 12)

Â ( F ) - ^ i  І —  (VII.35)
4л- /,/2/3/4 г

Сторони паралелограма (елементарного струму) набагато менші 
віддалі точки поля від відповідних сторін. Тому при інтегруванні оде
ржуємо:

ІП —  + ІП—  = const , Д, =0. 
г, г.

і,



де Гх,Гг,Гъ,Гц - ВІДДІЛІ від точки поля до середини відповідних сторін 
елементарного струму.

Враховуючи, що /, = - / 3 12 = -ї4 знаходимо

А . Д = / ; Ґ 1 1 Л

Чгі гъ)
=  1,

\

\  ГЛ  )

І-ГII

І
^

І+ ' 1 - 1
=  ї г

ґ  \  
Г4 ~ Г2

Г4 , Г2 Г4 , і  Г2Г4 )

Рис. УІІ.9. пояснює ці обчислення

Рис. УІІ.9.

На основі очевидних перетворень
ґ4 =ї\ + г2

Г4 =1\ +Г2 +2/І -Г2 

Г4 ~ г2 =  ( ' і - г2 \ г4 + г2 ) =  /,2 + 2 \ - г 2 

Тому, нехтуючи доданками другого порядку малості по /,, знахо
димо:

З урахуванням формули (А. 17)рормули (А. 17)

та приймаючи до уваги, що ^ /2 ]= 5  являється вектором елементарної 
поверхні, яка охоплена струмом для векторного потенціалу одержуємо:
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(VII.36)

Величина iS = р т називається магнітним моментом елементарного 
струму.

Рис. VII. 10. Напрямок магнітного моменту утворює правий гвинт з напрямком
струму в контурі

Відтак для векторного потенціалу та індукції магнітного поля, які 
створюються магнітним моментом маємо вирази:

Формула (VII.38) показує, що величина індукції магнітного поля 
магнітного моменту обернено пропорційна кубу віддалі точки поля від 
магнітного моменту. А величина індукції магнітного поля елементу 
струму, згідно закону Біо-Савара, обернено пропорційна квадрату цієї 
віддалі.

Приклад УЛ.9. Знайти потенціал та напруженість електричного 
поля, які створюються електричним диполем, рис. VII.11.

(VII.37)

(VII.38)

■Р

Рис. VII. 11. Знаходження потенціалу диполя



Розе ’язання:
Очевидно, що потенціал дорівнює

<р = ( і  І
4лг„

Ч{Р ~ Р )  
4 пє0 ■ rj_

Оскільки Г » 1 , Г -Г+ = lcos0  , Г+Г а г 2 , ТО

< ІЇ)= Я 1созд -  Р І
4жє0 ■ г 4кє0 • г

(VII.39)

Як бачимо розподіл потенціалу в просторі аксіально симетричний. 
Тому скористаємося циліндричною СК для знаходження компонент 
напруженості електричного поля диполя. Згідно формул (1.7) маємо

Е d ç  _ IpcosQ dtp
дг 4лє„г3 ’ в rdd

ps'mO
4жє0г

Тоді модуль вектора É дорівнює: 

E = J Ë r + Е° = л  з 4 жєаг
£ - r - M  + 3cos2e (VII.40)

Е  = -gradtp  =
1

4жєп
З (рг).

Приклад VIL10. Користуючись потенціалами Лієнара-Віхерта 
знайти напруженість електричного Ë(r,t) та індукцію В(г,і) магнітно
го полів, що створюється зарядженою частинкою, яка рухається з по
стійною швидкістю (3 = const.

Розе ’язання: Нехай 34  рухається з постійною швидкістю й  = const '■ 
вздовж осі СУС рис. VII. 13. . <

Оскільки 34 рухається зі швидкістю й , то в момент / вона буде! 
знаходитись в точці з координатою x - v t  на вісі ОХ. Очевидно, що ж 
момент t — 0 34 знаходитися у точці О. |



Оскільки потенціали в точці поля Р(х,у,г , і ) в момент і створю^- 
ються положенням та значенням заряду в попередній момент часу 
(момент і'), то положення нашого заряду, який створив потенціали в 
момент і буде таким, як показано на рис. VII. 13.

Рис. VII. 13. Знаходження електромагнітного поля 34, 
що рухається з д = const

Із рис. VII. 13. видно, що зв’язок між радіус-вектором 7 , проведе
ним із миттєвого положення заряду в дану точку поля та R такий:

В  -  R  -  R = r+  —  v ,
с

де R - радіус-вектор, проведений від того положення 34, в якому вона
R

знаходилася в попередній момент часу t = t  .
с

Тому радіус-вектор 7 виражається через R ia  R так:

? = R - Û — - І  R - t l

Знайдемо r :

r 2 = R2 - — ( R - ö )  +
и2 ■R2 (VII 41)

с с
далі використаємо очевидне співвідношення:

[7 ■ ü f  = [ ä • и ]  = R2u2 sin2 цг = R2u 2( і -  cos2 ц/) = R 2 -и2 - ( R -д)2



З допомогою (VII.41) та останнього співвідношення знайдемо ви-І 
раз: і

С с

Тоді величина
с л

що входить в означення скалярного

(VII.8) та векторного (VII.9) потенціалів Лієнара-Віхерта дорівнює:

( R - ^ ) = ^ r 2- ^ ~ -  =rJl-J?sirfe=J(x-ixtf +(l-/?)-(y2+22) (VII.42)
с

В формулі (¥11.42) радіус-вектор, проведений із миттєвого поло
ження 34  в точку поля Р(х,у,:А),  рис. VII. 13, визначається:

г =(х~іЯ)і  +уі  + гїс 
В результаті скалярний та векторний потенціали Лієнара-Віхерта 

рівномірно рухомої 34 дорівнюють:

<Р = ~,----------------4 ............................— (VII.43)
■J(x -v t )2 + ( \ - Р 2) - ( у 2 + z 2)  4ягео

3 = 4 -  -<р (VII.44)
с

Тепер ми можемо знайти електромагнітне поле в точці Р{х, у, -, і) .  
Магнітне поле в точці Р(х,у,г , і )  дорівнює:

В = гоГа  = \г о і(< р й )=  -І-[У • (<рй)]= 4 -^ (3 • и],
с" с2 с2

де використана формулу векторного аналізу:
/V  • (<р ■ В)]  = ір[ V • DJ+ [(V tp) ■ й ] , 

та враховано, що [Vo] = 0 , оскільки д = const.
Знайдемо напруженість електричного поля використовуючи фор- 

мулу:

дА£  = -V  ш -  - 
dt

-  v
але А = — • ф , з іншого боку, може бути показано, що:

с
. ф = ~(оЧ ср )

Дійсно, якщо довільна функція є функцією поля, то значення цієї 
величини буде таким самим, як і в попередній точці, в попередній мо
мент часу:

*  •
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/ ( х, у, г, I) = / ( х  -  их ■ <к, у  -  иу ■ Л,  г -  иг • <*, і -  Л )

Тобто, похідна по часі векторного потенціалу дорівнює:

Л = ^ г ф  = ^ ( - ( 5 У < р ) )  
с с

І нарешті:

-  „  дЛ ^  ОЁ = - У <р- ? 1  = - Ч (р - ^ { - й - У < р  }

З останньої рівності знайдемо градієнт скалярного потенціалу

Підставимо цей вираз у формулу для індукції магнітного поля. То
ді маємо:

Ми одержали зв’язок між напруженістю електричного та індукці
єю’магнітного поля 34, що рухається з постійною швидкістю. По пер
ше, вектор В перпендикулярний векторам й  та Ё ,  що ще раніше ми 
отримали із аналізу закону Біо-Савара. По-друге, можна стверджувати, 
узагальнюючи результат, що будь-яке “рухоме” електричне поле, яке 
характеризується напруженістю електричного поля Ё породжує в тій 
самій просторово-часовій точці магнітне поле індукції В :

Повертаємося до знаходження напруженості електричного поля.

-Чср = Е —^т(иЛ/<р) 
с

(УІІ.45)

£  = -У р  + 4 ( й У р )  
с

Компоненти вектора Ё  дорівнюють:

(УІІ.46)



де і- = - J ( x - u t f  + ( l - / 3 2J y 2 + z 2) = л{l -  р г sin1 &Y1, якщо враховувати, 

що r = ( x - u t )  i + y j +  zk .

84

Тоді, на підставі (VII.46) для вектора напруженості електричного 1 
поля 34, яка рухається з постійною швидкістю одержуємо:

£  =  i h l ± L   (VII.47)

4лє0 г ъ( \ - р г sin2в ) г

( і- Р г\ д габо Е = -------------- \  w , (VII.48)
4пє0 |(х -  u tf  + (і -  Д'Цу2 + z2Y 2

де г - це радіус-вектор, якии визначає положення точки поля відносно 
заряду в даний момент часу, в  - кут між векторами г і и .

Завдання для самостійної роботи

1. Впевнитися, що скалярний та векторний потенціали електромаг
нітного поля характеризуються градієнтною інваріантністю.

2. Виходячи із рівнянь Максвела одержати рівняння Даламбера та 
Пуассона для векторного та скалярного потенціалів.

3. Обґрунтувати та пояснити розв'язок рівнянь Даламбера у вигляді 
потенціалів, які запізнюються.

4. Пояснити принцип причинності в класичній механіці та класич
ній електродинаміці.

5. Обґрунтувати вираз для потенціалів Лієнара-Віхерта.
6 . Знайти потенціал (р та напруженість електричного поля, утво

реного рівномірно зарядженою з лінійною густиною заряду г ниткою 
довжиною / та нескінченно довгою ниткою.

7. Знайти потенціал <р та напруженість електричного поля Е на 
вісі рівномірно зарядженого кільця. Радіус кільця га , заряд д .

8 . Знайти потенціал <р та напруженість електричного поля Е  на 
осі рівномірно зарядженого диску радіуса г0, заряд диска <7 .

9. Обчислити потенціал <р та напруженість поля, яке утворюється 
зарядженою металевою кулею радіусом г0. Заряд кулі д . Знайти також 
власну електричну енергію кулі.

10. Знайти потенціал (р та напруженість поля, яке утворене елект
ричним диполем.

11. Куля рівномірно заряджена з об’ємною густиною заряду р  . |  
Визначити напруженість електричного поля всередині та зовні кулі, і 
Знайти власну електричну енергію заряду.
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12. Нескінченно довгий круглий циліндр радіуса а рівномірно за
ряджений. Визначити (р та È  всередині та зовні циліндра.

13. Струм протікає по лінійному провіднику. Знайти векторний по
тенціал А та напруженість магнітного поля Н  у випадках:

•  нескінченно довгого провідника;
•  провідника довжиною І .
14. Плоский нескінченний шар товщиною 2а рівномірно зарядже

ний. Знайти <р та Е в будь-якій точці простору.
15. Показати, що вектор-потенціал однорідного магнітного поля

може бути записаний у вигляді А = -^[я • г ].

16. В основному стані атому водню заряд електрона ( - е )  розподі-
- 2 г  Є —

лений з об’ємною густиною заряду, р  =  те , де а -  Боровський
m

радіус, г -  відстань від ядра. Обчислити <р та Е в атомі водню.
17. Струм проходить по металевій трубці, зовнішній та внутрішній 

радіус якої відповідно а та Ь. Знайти А та В в будь-якій точці простору.
18. Визначити магнітний момент зарядженого кільця радіуса а, яке 

обертається з кутовою швидкістю о  навколо вісі перпендикулярної до 
площини кільця і що проходить через його центр. Заряд кільця q. Як 
зміниться магнітний момент кільця, якщо його обертати навколо одно
го із діаметрів?

19. Однорідна немагнітна куля радіуса а, рівномірно заряджена по 
об’єму і обертається з кутовою швидкістю (о навколо вісі, яка прохо-

р
дить через центр. Визначити відношення .

eh
20. Власний магнітний момент електрона дорівнює: ------ . Вважаю-

2 тс
чи, що цей момент зумовлений обертанням електрону навколо своєї вісі, 
визначити кутову швидкість цього обертання. Електрон розглядати, як 

егкульку радіуса г0 = ---------- , де е - заряд електрору, т - маса електрону.
4 лєатс

21. Виходячи із виразів (VII.6) (VII.7) обґрунтувати формули для 
потенціалів Лієнарз-Віхерта.

22. На основі (VII.8), (VII.9) одержати вирази для напруженості 
електричного та для індукції магнітного полів ЕМП рівномірно рухо
мої 34.
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VIII. ЕЛЕКТРОМАГНІТНІ ХВИЛІ. 
ДИПОЛЬНЕ ВИМІРЮВАННЯ

Хвильові рівняння для векторів поля Е та В :

У2£ - 1 д гЕ
и2 д ґ

= 0.

У2В -^ 1 д2В
и 2 д ґ

= 0

(VIII. 1) 

(УІІІ.2)

мають розв’язок у вигляді плоскої хвилі:

Е = Е0( і — )
V

В = В0( І — ),
V

(УІІІ.З)

Де

и =
уієо£Ґ оМ

(УІІІ.4)

швидкість розповсюдження електромагнітних збурень в однорідному 
та ізотропному середовищі.

Для плоскої монохроматичної хвилі, яка розповсюджується в од
норідному та ізотропному середовищі, мають місце співвідношення:

н . І Д

ЄЄ0 О)

(УІІІ.5)

(УІІІ.6)

де к ■
ю -— п - хвильовии вектор.
V

У випадку ізотропних, немагнітних діелектриків амплітудні коефі
цієнти відбиття та пропускання для ЕМ хвилі р  - поляризації:

Я - Ер _ &(<*-1 )
'  Е* +

2 біп (і соя аО =—Е-~.__________________
р Е‘р 5/и(а + р  )соя(а -  р )

(УІІІ.7)

(УІІІ.8)



Рис. VIII. 1. Відбивання та заломлення плоскої 
електромагнітної хвилі р  - поляризації

І1р д к<!

Амплітудні коефіцієнти відбиття та пропускання для ЕМ хвилі 5  - 
поляризації, рис. ¥111.2:

Біпуа + р )

О = ЕІ = 2$ІПР С™® (VIII. 10)
К  хіп{а + р )

Можна подати чотири різні формулювання умови квазістаціонар-
П'Г*ності (умов, коли можна знехтувати величиною —і— в підінтеграль-

с
ному виразі для потенціалів, що запізнюються):

Рис. УІІІ.2. Відбиття та заломлення 
електромагнітної хвилі 5 - поляризації
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1) и -  «  і  -віддаль, яку проходить 34 за власний час запізнення 
с

набагато менша ніж розміри системи;
2) и « с ,  швидкість руху 34 в електродинамічній системі набага

то менша швидкості світла;

3) І — »  — І, або Т » т  - період квазіперіодичного руху 34 наба-
и с.

гато більший, ніж власний час запізнення;
4) Я » І  - довжина хвилі, що пов’язана з квазіперіодичним про

цесом в системі набагато більша, ніж розміри електродинамічної сис
теми.

Область простору, що визначається нерівностями
Я » £ ,  г » 1  (VIII.11)

називається хвилевою зоною.
Векторний потенціал в хвилевій зоні буде мати вигляд:

А(?,1) = - р - \ ] ( г ' , і — )сІГ  (VIII. 12)
-г у  с

Коли умова квазістаціонарності виконується, тоді у всіх точках си
стеми в дану мить величина струму майже одна і та сама, і електромаг
нітні потенціали А та (р в хвилевій зоні дорівнюють:

Мо-Р г/--
с

4 ж
<р = ї і -А(г ,1 )-с , (VIII. 14)

А(г,1) = —  ---- £-, (VIII. 13)
4 ж

г
де п = —, г - радіус-вектор точки поля, Р г - дипольний момент сис-

Г І—

г
теми в момент часу г —  .

с
Електромагнітне поле в хвилевій зоні . .

д  = ( V I I I .  15)
4 тс

£ = 'с - [ в -й ]= - ^ Ір -я ] - я ]  • (VIII. 1
4лг

Інтенсивність випромінювання в елементарному тілесному 
сЮ , який стягується площадкою е£} визначається так:

<Я = § - єК  = 8г2іЮ  = *І0Р в  <ІП (VIII.!;
16я'2с



або .

Ш = ^ т -\ї)п \< 1 £ 2 ,  (VIII. 18)
16л-V  1

де (ІО = зіпв- сів- йср.
Інтенсивність дипольного випромінювання по всім напрямках в 

вакуумі дорівнює:

/  = ^ Ш 19> 07ГС

Середнє значення інтенсивності випромінювання осцилятора:
2 4 2

7 = .< ? .® 0  Г0_і“о
с-12тг

Сила радіаційного тертя та коефіцієнт затухання:
-  р 0 .- 1 цгтг
*Г5 = Т 2- Р ' і1’ 7 =6ж 6я  є0тс

Класична теорія ЕМ поля приводить до розумних (фізично прийн
ятих) результатів лише тоді, коли:

6лтс с д»  со, — » — г2— — Я » г 0 ~ 3-Ю см,
р 0д о) тс -6жє0

де г0 -  так званий класичний радіус електрона:

Го = -7 -^— 2 (УШ-2°)4яє0тс
Дисперсійна формула класичної електродинаміки 

дг V со* 8па  =
4лтс2є0)  {а)02- 0) ^ +0}2у 2 ^

(УІІІ.2І)

Приклади розв’язування задач.

Приклад VIII. 1. Знайти скалярний потенціал електродинамічної 
системи в хвилевій зоні використовуючи умову калібровки Лоренца. 

Розв ’язання: Із умови калібровки Лоренца:

с э/

і .

одержуємо диференційне рівняння для скалярного потенціалу:

0/ 4 п -г
Будемо вважати, що вектор р  направлений по осі 0 2 , тоді:



Використовуючи далі очевидні співвідношення:
2. _ д др _др д ґ _ д р  д ґ  дг _  х{ 1) г д ( 1  ̂_ г
Р Р‘ ’ дг ді' & д ґ  дг дг с ) г ’ д г \ г )  г г ’

дг 1 2г г І 2 2 А'-,- , я е  г = \х2 + у 2 +
&  2 (х2+ у 2+г 2)'2 г 

для дивергенції векторного потенціалу знаходимо:

Ал  І сгг г 2

ді 4 л  [ г 2 г2 І
А інтефування останнього рівняння дає вираз для скалярного по

тенціалу в хвилевій зоні:

В загальному випадку, коли дипольний момент р  електродинамі
чної системи орієнтований довільно, то:

„2 -
(уш,22)

4л  г г Аж
Другий доданок в (УІІІ.22) являє собою потенціал, що створюється 

стаціонарним дипольним моментом (див. Приклад УІІ.9.):
1 р  г

значення якого обернено пропорційні г г , тобто на великих відстанях
. . Ц „  2.

цим доданком можна знехтувати. І тоді, оскільки А = — ■ р , скаляр-
Ал-г

нии потенціал хвилевій зоні дорівнює:
(р(г,1) = п - А с  (УІІІ.23)

Приклад УІІІ.2. Перпендикулярно до поверхні провідника з прові-1 
дністю Я та постійними р  та є  падає плоска електромагнітна хвиля з 
частотою ш . Нехтуючи струмами зміщення порівняно зі струмами! 
провідності, визначити, на якій глибині всередині провідника поле] 
зменшиться в е разів?



Розв'язання: При такому виборі СК, рис. VIII.З, для ЕМП хвилі 
можна записати:

Е* = Е: = 0, Еу = Е ( х ) е ш

Нх - Н у -  0, Н, = Н{х)-ет'

Е
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Рис. УІІІ.З. На поверхню провідника падає плоска 
електромагнітна хвиля

Електромагнітне поле в провіднику визначається рівняннями:
гоіН = ЛЕ (1)

. . дЕ(якраз в цьому рівнянні ми струмами зміщення є —  нехтуємо в порі-
ді

внянні з струмами провідності у )

гоіЕ = - / /
дН_
ді

Згідно умові задачі

гоїН = - ] е ш —  „ гоіЕ = кеш —  
сЬс ск

І тоді рівняння (1) та (2) слід переписати у вигляді:

—  = -АЕ  
ск
*Е ■ ■ и—  = -ісоиН
ск

(2)

(3)

(4)



92

. . ДЕ .Знайдемо похідну по х  рівняння (3) і підставивши в нього —  ї ї/А* •!СІХ
(4) одержимо диференційне рівняння для визначення амплітуди магні
тного поля хвилі:

сі2Н
— іХа/лН -  0 (5)

сіх2
Подібне рівняння одержуємо і для амплітуди вектора Е . 

Розв’язуємо (5). Корені характеристичного рівняння к2 -  іХсоц = 0 , яке 
відповідає (5) такі: *

1 +  /ки  = t^jXmfi
\ 2

Умові задачі відповідає лише другий корінь, к2, (бо корню А, від
повідає хвиля, амплітуда якої збільшується при поширенні хвилі в гли
бину провідника).

Таким чином, розв’язок рівнянь (3) та (4) слід записати так:
| Адц

Е(х )  = Е(0)  е ’ 2 xcos
Хцсо— —X

(6)
Н(х)= Н ( 6 ) е  ' ^ х cosJ ^ x 

де £(0) та Н(О) - амплітуди напруженостей електричного і магнітного
полів хвилі при х  = 0 , тобто на поверхні провідника.

Із розв’язків (6) випливає, що електромагнітна хвиля зменшується 
в е раз на глибині

1 Х/ло)

Завдання для самостійної роботи

1. Обгрунтувати співвідношення (УІІІ.5) та (УІІІ.б).
2. Виходячи із рівнянь Максвела одержати формули (УІІІ.7)- 

(VIII. 10).
3. Ґрунтуючись на рівняннях Максвела пояснити закон Брюстера.
4. Обґрунтувати та пояснити розв'язок рівнянь Даламбера у вигляді 

потенціалів, які запізнюються.
5. Обґрунтувати та пояснити класичні співвідношення невизнане- 

ностей.
6. Знайти електромагнітне поле в хвилевій зоні.
7. Пояснити картину електромагнітного поля дипольного випромі 

нювання в хвилевій зоні.



8. Вивести формулу Лармора (VIII. 19).
9. Показати, що потенціали, які запізнюються задовольняють умові 

калібровки Лоренца.
10. Показати, що рівняння сііиО = р  може бути отримано з рівнян-

-  .  д Ь  ,  . . .
ня гот  = у + — , закону збереження заряду та допоміжної умови, яку 

З/
треба встановити.

11. Показати, що плоскій електромагнітній хвилі, що розповсю
джується в однорідному середовищі, вектори £ , #  та к взаємно пер

пендикулярні та ■ £  = уІрр0 ■ Н .

12. Перпендикулярно до поверхні провідника з провідністю Я та 
постійними р  та є  падає плоска електромагнітна хвиля з частотою 
т . Нехтуючи струмами зміщення порівняно зі струмами провідності, 
визначити, на якій глибині всередині провідника поле зменшиться в Є 
разів?

13. Плоскополяризована електромагнітна хвиля падає на межу по
ділу двох прозорих середовищ (//, = /і2=1) з показником заломлення 
пх та пг Електричний вектор хвилі паралельний площині поділу сере
довищ. Знайти коефіцієнти відбивання та заломлення світла.

14. Електромагнітна хвиля задана вектор-потенціалом

А = Айе‘(шІ~кг), ( (р — 0). Знайти напруженість електричного та магніт

ного полів Е ,Н  хвилі.
15. Знайти випромінювання диполя Р , який обертається в одній 

площині з  постійною кутовою ШВИДКІСТЮ (О .

16. На осі кільцевого заряду () на відстані И від його центра роз
міщений електрон. Він буде здійснювати коливання. Знайти середню 
інтенсивність дипольного випромінювання. Затуханням знехтувати.

17. Чому при зіткненні двох заряджених частинок з однаковим
е . . .відношенням — не виникає ні електродипольного, ні магнітодиполь- 
т

ного випромінювання?
18. Показати, що в хвильовій зоні при виконанні умови Лоренца 

потенціал (р обмеженої випромінювальної системи може бути пред

ставлений через векторний потенціал А : ,і)=пА-с
19. Знайти інтенсивність випромінювання частинки, що рухається 

по круговій орбіті під дією кулонівських сил.

І -  • . .

. , 93 .



20. Точковий заряд q обертається рівномірно по колу. Знайти утво 
рене ним у вакуумі поле випромінювання та інтенсивність випроміню 
вання. :

••ч
21. Частинка маси т і зарядом q  пролітає зі швидкістю о  біля не-j 

рухомого заряду Q на граничній відстані а. Обчислити енергію, що 
втрачає рухома частинка на випромінювання. Враховувати, що відхи
лення від прямолінійного руху дуже маленьке.

22. Знайти інтенсивність електродипольного випромінювання сис
теми двох заряджених частинок, що взаємодіють по закону Кулона.

23. Показати, що магнітодипольне випромінювання відсутнє у сис
темі, що складається з двох заряджених частинок, а також у системі,

ещо складається з частинок з однаковим відношенням — .
т

24. По елементу провідника і dl протікає струм і = іт sin a t . Об

числити поля Е,Н  та інтенсивність випромінювання.
25. Показати, що в хвильовій зоні поля в малих ділянках можна 

розглядати як плоску хвилю. Розглянути випадок гармонічно змінних з 
часом джерел поля.

26. Показати, що випромінювання магнітного диполя в хвильовій 
зоні набагато менше випромінювання електричного диполя.

94 . j
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IX. СИЛИ, ЩО ДІЮТЬ НА ПРОВІДНИКИ, ДІЕЛЕКТРИКИ 
І МАГНЕТИКИ В ЕЛЕКТРОМАГНІТНОМУ ПОЛІ

Якщо замкнута електростатична система має енергію w(x^,xг,.ï), 
де х, ,х2...- незалежні параметри, що визначають конфігурацію систе
ми то діючі сили знаходять по формулі:

а ж
*■*“ “ “  <ІХЛ) дхк

Енергія диполя в зовнішньому полі та момент сил, що діє на нього: 
IV = -рЁ ,Ы  = \ р Ё \  (ІХ.2)

Сила, що діє на диполь може бути подана в таких трьох варіантах: 
Ё = У (р - Ё )  = (р Ч ) Ё

8Еде VЕ - градієнт функції Ех, —  - похідна вектора Е по напрямку
дї

диполя.

Рис. IX. 1. Ілюстрація формули (ІХ.З) для сили, що діє на диполь 
в неоднорідному електричному полі

На заряджений провідник діють сили в напрямку зовнішньої нор

малі з поверхневою густиною( Е = ):
єєл

/  = - ї _  = —  = (ІХ.4)
2є0є  2 2

Сили, що діють на провідник в електростатичному полі можна ви
значити також:

І  • ‘ ' . . .



/<р

в залежності від того підтримується на провіднику постійний заряд чи 
потенціал (р.

Головний вектор пондемоторних сил, що діють на об’єм V, який 
обмежений замкнутою поверхнею 5  можна обчислити по формулі:

є  „ 1 „2 ,де Тік = — ( Е,Ек — Е 8ік) - максвелівський тензор напруг. 
4л- 2

Сила і момент сил, що діють на магнітний момент рт :

-  дВ 
Г  = в —  

т дп
Е  = %гасі( р т ■ В)

(ІХ.б)

(ІХ.7)

дВ
де —  - похідна В по напрямку Б . 

дп
Сила Ампера:

ііР  = [/ • (ІХ.8)

Рис. ІХ.2. Ілюстрація формули (ІХ.З) для сили, що діє на магнітний момент 
в неоднорідному магнітному полі

Якщо хк - узагальнені координати, що визначають положення 
струму, то на нього діють сили: . |

д и



де V  = —- \ j A d V  - “силова функція”. 
с

Декартові складові вектора сил, що діють на будь-яке тіло в по
стійному магнітному полі:

^  = (ІХ.10)

де Тік = — (Н ,Н к ~ —Н г5ік)  - тензор напруг Максвелла.
4 ж 2

Приклади розв ’озування задач

Приклад IX. 1. Знайти поверхневу густину сили, що діє на поверх
ню зарядженого провідника з боку електричного поля зарядів цього 
провідника.

Розв’язання: На елемент поверхні зарядженого провідника сВ діє 
сила

б?£ = с г < В £ 0,

Е = 2Е0

- • . . 9 7

Рис. ІХ.З. Знаходження поверхневої густини сили, що діє на поверхню 
зарядженого провідника

І

де £ 0 - напруженість поля, яке створюється всіма останніми зарядами 
(крім заряду огВ ) в місці знаходження цього заряду сгсК .

Слід зауважити, що £0 не дорівнює напруженості електричного 

поля £  поблизу даного елементу поверхні (1Б. Але між'ними існує пе
вний зв’язок. Тому виразимо £0 через £  .

Якщо Еа - напруженість електричного поля, що створюється за

рядом асБ поблизу елементу аВ , то Еа = ——  . Оскільки поле всере-
2єє0



дині провідника поблизу елементу dS дорівнює нулеві, І ВОНО, ЗГІДНО: 
принципу суперпозиції дорівнює Ед + Еа = 0 , то (див. рис. ІХ.З.)ч  1

і
Значить поверхнева густина сили, що діє на поверхню зарядженого j 

провідника з боку електричного поля зарядів цього провідника визна- і 
чається формулою: 5

~ dF оЕ а 2 _ єє0 Е 2 _
/ =  —  = —  = -------п =— !і— п

dS 2 2є0є 2

Приклад ІХ.2. Металеву сферичну поверхню радіуса а помістили в 
однорідне електричне поле Е0 , а потім розрізали на дві половин пло- !

щиною, яка перпендикулярна вектору Е0 . Знайти силу відштовхуван- 
^ ня цих двох півсфер.

Розв’язання: Внаслідок електростатичної індукції на поверхні ме
талевої сфери появляться певним чином розподілені заряди. Напрямок
напруженості вектора Е0 та знаки індукованих зарядів показані на 
рис. ХІ.4. Всередині сфери електричне поле відсутнє. Тобто, напруже
ність електричного поля, яке створюється індукованими зарядами все
редині сфери повністю, в кожній точці об’єму сфери, компенсує зовні
шнє однорідне електричне поле напруженості Е0 . Але раніше ми 
знайшли, що однорідне електричне поле в об’ємі кулі може створюва
тися розподіленими по її поверхні зарядами. Причому, поверхнева гус
тина повинна дорівнювати (Приклад Н.6.):

су = picosd  = 3sgE0cos&,

де величина (Л знаходиться із формули Е0 = .
Зє0 ■

Зауважимо, що напруженість електричного поля біля самої повер
хні нашої металевої сфери

£ ,,=  —  = З Е0 cos в
єй і

звідки видно, що вона змінюється від нуля до ЗЕ0. І

Поле Е = - Ч  всередині сфери створюється розподіленими ПО ПО-|

3£° ' і
верхні сфери поверхневими зарядами а  = pi cos в  = 3є0Е0 cos в , або, щ о! 

те ж саме, зсунутими одна відносно іншої на малий вектор 1 різноймен-1

*4, . • 1



но зарядженими кулями. Поле поза межами сфери (чи кулі), очевидно, 
дорівнює векторній сумі напруженості зовнішнього поля Е0 та поля, що

породжується зсунутими одна відносно іншої на малий вектор І різно
йменно зарядженими кулями (або ще раз повторимо, що те ж саме, від
повідними поверхневими зарядами).

 >  > -

  **------

---------------------
Рис. ІХ.4. Металева сфера в однорідному електричному полі

Із попереднього (див, тему II та VII) відомо, що електричне поле по
за рівномірно зарядженою кулею таке, начебто весь заряд кулі зосере
джений в центрі її. Тобто, електричне поле, яке створюється поверхне
вим зарядом <т = (Я cosO = 3 є0Е0 cos в  на кінцевій віддалі від зарядженої 
таким чином сфери еквівалентне полю двох точкових 34, коли положен
ня одної відносно другої визначається вектором І . Іншими словами, 
електричне поле, що створюється індукованими на поверхні сфери заря
дами а  = p lc o s O -Зє0Е0 cos в  в навколишньому просторі еквівалентне 
полю диполя.

Електричний момент нашого еквівалентного диполя дорівнює:

p  = g î = ^ L p i  = 47t£0RZÉ0,
З . «

де /Я =Зє0Е0.
Надзвичайний результат. Використовуючи в основному принцип 

суперпозиції ми знайшли дипольний момент індукованих зарядів на по
верхні металевої кулі. І цей момент визначається напруженістю зовніш
нього однорідного поля Е0 .



100

Тепер можемо перейти до знаходження сили відштовхування пів 
сфер. Будемо вважати, що металева сфера знаходиться в вакуумі і роз 
глянемо позитивно заряджену півсферу, рис. ІХ.5.

На одиницю поверхні сфери діє сила (див. Приклад Х.1. та форму 
лу (ІХ.4))

1
/  = 2єп

де сг = Зє0Е0с о я в .
Із симетрії задачі випливає, що сумарна сила, яка діє на півсфер 

паралельна зовнішньому полю Е0 і дорівнює:

Рис. ІХ.5. До визначення сили відштовхування, яка діє на півсферу

Е, = | / - с с и 0 < й ,
де сВ - елемент поверхні сферичного пояска, який в сферичній систек
координат рівний -  2лаг БІпв ■ с і в .

Інтегруємо і знайдемо силу відштовхування:
% . 9

Е = 9лє0а2Е^ і сс«3 в  бій всі в  = —лєасгЕІ 
о 4

Приклад ІХ.З. Обґрунтувати формули (ІХ.З) та (ІХ.2). .
Розв ’язання: Нехай диполь знаходиться в неоднорідному електрі

чному полі. £ + та Е_ - напруженості електричного поля в точках, л 
знаходяться позитивний та негативний заряди диполя, рис. ІХ.ба.

Тоді результуюча сила, що діє на такий диполь, дорівнює:
Ё = цЁ ^ - цЕ _ = 4 ^ . ^ - Е ^ ) = ц - Ж ,  і

де (Ё+ - £ _ ) =  ДЕ - приріст вектора £  на довжині диполя / в напря 

вектора / , див. рис. ІХ.бб. Оскільки відрізок / незначний по величину!



Рис. IX.6. До визначення сили, яка діє на диполь в електричному полі

Після підстановки цього виразу для ЛЕ в формулу сили, одержу
ємо (Х.З):

де р  = ці - електричний момент диполя.
Знайдемо тепер момент сил, що діє на диполь в електричному полі. 

Для цього розглянемо рис. ІХ.7.
Внаслідок того, що відрізок / незначний по величині можна вважа

ти, що сили Ё+ = цЕ та Ё_ = -ц Е  однакові по величині, але протилеж
ні за напрямком. Тоді момент сили, що діє на диполь дорівнює добутку 
сили F  = цЕ на плече пари:

N = цЕ-1 зіпа  = рЕ $іпа

лЦ р -е ]
Цей момент сил буде намагатися повернути диполь так, щоб век

тор р  співпав з напрямком вектора Е в даній точці поля.

Рис. ІХ.7. Пара сил, яка діє на диполь в електричному полі



Тому в неоднорідному електричному полі диполь буде орієнтува

тися по полю { р Г Ї Е ) ,  а під дією сили Ё = р —  буде рухатися в
ді

напрямку де напруженість поля Е  більша за модулем, рис. X. 1. 
Знайдемо тепер енергію диполя в зовнішньому полі.

УР = <7+<р+ + ц_<р_ = д(<ру -  <р_),
де <р+, <р_ - потенціали зовнішнього поля в точках, де знаходяться за
ряди диполя. Оскільки віддаль між зарядами диполя незначна по вели
чині, то з точністю до величин другого порядку малості по /, можна 
записати:

д<р
9 . - Г  = Т І ,

д (р
д е  похідна потенціалу по напрямку вектора / . Але згідно (А.1)

д і
й/п
—  = - Е , . Тобто, <р+-(р  = -Е , ■ І -  -Е І  . І енергію диполя в полі можна 
ді

подати в такому вигляді:
ІУ = -р Е

Приклад ІХ.4  Один із методів експериментального визначення по- 
ляризованості діелектриків полягає в наступному. Зразок у вигляді 
тонкого циліндру довжиною / зрівноважують на вагах, рис. ІХ.8. А по
тім його розміщують в електричному полі двох різнойменно зарядже
них сфер і знову зрівноважують. Знайти поляризованість діелектрика, 
якщо заряд сфери ц, віддаль між сферами 2а, площа поперечного пере
різу зразка 5, вага зразка Р, вага його в полі Рх

Розв’язання: Сила, що діє на одиницю об’єму діелектрика в неод
норідному електричному полі визначається

/  = ■§ &гасі(Е2)

В нашому випадку сила, яка діє на зразок в електростатичному по
лі заряджених сфер паралельна осі 0 2  і дорівнює:

, о& ,
К  18га4.Е Ч У  =■у  = - у  (£2(7Ь  £2 (°))

Із рис. ХІ.8. знаходимо:

е {і) = - ^ - т с°5Є = -------------------- , Е(о)=
2лєагх 2лє0(а2 + 12У* 2лє0а2

де гх - віддаль від зарядженої сфери до відповідної точки зразка.
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Рис. IX.8. Циліндричний діелект
рик довжиною / в неоднорідному 
електростатичному полі зарядже

них сфер

Тобто, сила з боку електричного поля

•а2 д2
Р

1 1

к  * е ) \
З іншого боку Р. = ~(Р{ -  Р ). Таким чином, порівнюючи останні 

два вирази для політизованості а  знаходимо:

а  =
8 я ' є Ц ^ - Р )

х„х
1 1

Приклад IX. 5. Мильна кулька, що висить на трубці, при відкритій
Дж

трубці стягується під впливом сил поверхневого натягу ( а  = 0,05— г - ).
м

Чи можна шляхом електричного заряджання оберегти її від повного 
стиснення? При цьому слід мати на увазі обмежену діелектричну міц-

ність повітря, рівну 2-Ю — . Якщо так, то при якому діаметрі зали
жи

шиться кулька?
Розв ’язання: Шляхом електричного заряджання сили поверхневого 

натягу мильної кульки можна зрівноважити силами електростатичного 
відштовхування зарядів, які розподілені будуть на кульці. Сили елект
ростатичного відштовхування зарядів та поверхневого натягу (які від
носяться до одиниці площі поверхні кульки) рівні відповідно:

^ є 0Е 2 (див. Приклад IX. 1.)

Де сі -  діаметр мильної кульки, Е - напруженість електричного поля на 
поверхні кульки, а  - коефіцієнт поверхневого натягу.

І  Тоді при рівновазі
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4а  1- -  

сі 2
Але кулька може бути заряджена тільки до такого Е, при якому не 

виникає пробій повітря. Із умови рівноваги знаходимо:

</ = - ^ у  = 1,13 см 
є0Е 2

Завдання для самостійної роботи
1. Однорідне електричне поле напруженості Е і однорідне магніт

не поле В напрямлені взаємно перпендикулярно. Яка повинна бути 
швидкість електрона, щоб він в цьому комбінованому полі рухався 
рівномірно і прямолінійно?

2. По кільцю радіуса г0 з дуже тонкої проволоки протікає струм і. 
Міцність проволоки на розрив а 0. Знайти величну магнітного поля, 
перпендикулярного площині кільця, при якій кільце розірветься.

3. Заряд розподілений з лінійною густиною г по довжині / вздовж; 
радіус-вектора, що починається в точці знаходження точкового заряду 
ц. Відстань від ц  до найближчої до нього точки лінійного заряду дорів
нює Я. Знайти силу, що діє на лінійний заряд.

4. Знайти силу взаємодії між двома паралельними рівномірно заря
дженими нитками. Відстань між ними /, довжина нитки заряд ц.

5. Заряджена металева куля, знаходиться в вакуумі, розрізана на дві 
половини. Обчислити силу їх відштовхування. Радіус кулі а, заряд q.

6. Вздовж довгого тонкостінного круглого циліндра радіуса гй 
протікає струм і. Знайти тиск на стінки циліндра.

7. Невелика котушка зі струмом, що має магнітний момент рт , знахо
диться на вісі колового струму радіуса Я, по якому протікає струм і. Знайти 
силу Е , що діє на коловий струму радіуса Я, по якому протікає струм і. 
Знайти силу Ё , що діє на котушку, якщо рт направлений вздовж вісі.

8. Два довгих провода замкнуті з одного кінця на опір Я, а з  друго
го кінця ввімкнені до джерела постійної напруги. Радіус перерізу кож
ного проводу в к разів менше відстані між осями проводів. При якому 
значенні Я результуюча сила взаємодії проводів дорівнює 0?

9. Безпосереднім обчисленням впевнитись у справедливості III за 
кону Ньютона для двох прямокутних контурів зі струмами що знахо
дяться в паралельних площинах.

10. Диполь р  знаходиться на віддалі г від точкової 34. Знайти си-ї 
лу, що діє на диполь, якщо вектор р  орієнтований:

• по радіус-вектору;
• перпендикулярно г та нитці.
• довільно.



11. Диполь р  знаходиться на віддалі г від рівномірно зарядженої 
нитки. Знайти силу, що діє на диполь, якщо вектор р  орієнтований:

• вздовж нитки;
• по радіус-вектору;
•  перпендикулярно г та нитці.
12. Знайти силу, що діє на магнітний момент р т в полі прямого 

струму /, якщо вектор р т :
•  паралельний струму;
• направлений по радіус-вектору г ;
•  співпадає по напрямку з В

і  .л -  
і ®-----------------Г -

а. _ РтІ @-------------------

і Ф-
Рис. IX. 10. До задачі IX. 12 #

13. Знайти період коливань жорсткого диполя з моментом р  = дІ У

зовнішньому однорідному електричному полі Е . Маса заряджених 
частинок диполя дорівнює т .

14. Знайти період коливань магнітної стрілки в магнітному полі.з 
індукцією В .



X. ЕЛЕКТРОМАГНІТНЕ ПОЛЕ В РЕЧОВИНІ

Оскільки теорема Гауса для вектора поляризації Р має вигляд:
(х .і)

де ц’ - величина зв’язаного заряду, то об’ємна і поверхнева густини 
зв’язаних зарядів діелектрика дорівнюють:

р ' = -сііиР (Х.2)

= (Х.З)
Експерименти показують, що в значному інтервалі значень напру

женості електричного полі в речовині вектор поляризації пропорційний
Ё:

Р = ае0Ё , (Х.4)
де а  - діелектрична сприйнятливість середовища.

Вектор Ь  та теорема Гауса для вектора Ь  :
= <і ,  (Х.5)

де £0Ё + Р = О , В  = ЕЕдЁ ,  Е = \ + а
Граничні умови для електричного поля:

Г>2/; — Я1я = а ,Е г г — ЕІТ, (Х.6)
де а  - поверхнева густина стороннього (вільного) заряду на межі по
ділу двох середовищ.

Спираючись на основну властивість вектора намагнічування:
і' = І і„(8 ' ( І І )п = і 7 - сіІ  (Х.7)

£ £

де /' - сумарний макроскопічний струм намагнічування, 7 - вектор нама
гнічування, який, згідно означення, дорівнює магнітному моменту одиниці 
об’єму магнетика, для густини молекулярних струмів одержуємо:

] ,, ,  =гоі! (Х.8)

Теорема про циркуляцію вектора Я  :
$ Н ( й = і ,  (Х.9)
£

в  т й  ■ • •д е  1 = Н , і -  сила струму провідності.
Мо



Із дослідів випливає, що вектор намагнічування пропорційний век
тору напруженості магнітного поля:

І = ХН  (Х.10)
Тому для однорідного та ізотропного магнетику одержуємо зв’язок 

між векторами В  та Н  :
■В = т н ,  (Х.І1)

де р  = (і + %) - магнітна проникність, % ~ магнітна сприйнятливість.
Середнє значення густини мікроскопічних струмів дорівнює:

-  . ЗР 
ді
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/ и,кро = У + 7«, + І»а, = У + — + г о і і , (X. 12)

-  дРде =  густина струмів поляризації.
01

Граничні умови для векторів магнітного поля:
* ..= * * >  Я 2г- Я ІГ= / „  (Х.13)

де - лінійна густина поверхневих струмів провідності на межі поділу 
2-х середовищ.

Система рівнянь Максвела в однорідному та ізотропному середо
вищі:

< ію Ь~р = ц
в

гоШ = ]  + —  $ Н ( І І  = і+ \— (йі (Х.14)
01 і  в ді

гоїЕ = — —  $ £ . Л = - ^ - а В
з і ї  а

і

Приклади розв'язування задач

Приклад X I .  Точкова 34 знаходиться в центрі кулі із однорідного 
ізотропного діелектрика. Радіус кулі г0, діелектрична стала є , заряд у. 
Знайти напруженість та індукцію електричного поля в довільній точці 
простору.

Розв’язання: Оскільки невідомий нам зв’язаний заряд, то теорему 

Гауса для вектора Ё  , £ • — , використати неможливо. Тому,

виходячи із симетрії задачі, використання теореми Гауса для вектора 
£>, (Х.5), дає:
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4лг2 • £> = <7

£> = -
4лг

А величина напруженості електричного поля ( Б  = єє0Е )  при г<  ̂
та при г > г0, відповідно, дорівнює:

Е(г< г0)= Я
єє0 4 лєє^г 

О
Е(г> г0) а — = ~ ~ Т£0 4лє0г

Графіки залежностей о{г) та Е(г) зображені на рис. Х.1.

Приклад Х.2. Вздовж осі циліндричного магнетику радіусу г0 про
тікає постійний струм і. Магнітна проникність магнетику р . Знайт|
напруженість та індукцію магнітного поля в довільній точці простору. 

Розв ’язання: Оскільки струми намагнічування нам невідомі, то '
оремою про циркуляцію вектора В скористатися ми не можемо. То» 
виходячи із симетрії задачі використання теореми про циркуляцію ве 
тора Я  , (Х.9), дає:

Н  ■ 2яг = /



0
і г

Рис. Х.2. Залежності в(г) та Н{г)

Звідси одержуємо:

Бачимо, що при переході через межу поділу магнетик-вакуум ін
дукція магнітного поля змінюється, на відміну від Я, скачком, див. 
рис. Х.2.

Збільшення В в магнетику зумовлене появою поверхневих струмів 
намагнічування: біля провідника зі струмом, що на осі магнетика, ці 
струми намагнічування співпадають з напрямком і. Ззовні циліндрич
ного магнетика поверхневий струм намагнічування направлений в про
тилежну сторону. І тому він не впливає на поле всередині магнетика, а 
поза межами магнетика магнітні поля обох струмів намагнічування 
компенсують один одного.

Приклад Х.З. Постійний струм і проходить по довгому циліндрич
ному проводу із магнетика. Радіус поперечного перерізу проводу г0, 
магнітна сприйнятність % . Знайти: 1) індукцію та напруженість магні
тного поля в кожній точці простору; 2) густину струму намагнічування 
/  всередині проводу. • ,

Розв’язання: 1). Теорема про циркуляцію вектора Я  , (Х.9), по ко
лу радіуса г дозволяє знайти як Я, так В:

2

при г <г0 2яг • Я  = — • і , звідси одержуємо:
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н = ^ —т> в = / і0(і + х у
. ir

2 лг. 2 яті'0 ■‘•'"О
при г> г0 , аналогічним шляхом для значень векторів магнітного поля 
знаходимо:

2пг-Н  = і ,  Я  = В = Мо{1 + Х) ~
2 яг 2лг

Графіки залежностей й(г) та Н{г) показані на рис. Х.З.

2). Для знаходження густини струму намагнічування /  всередині 
проводу скористаємося теоремою про циркуляцію вектора намагнічу
вання 7 , (Х.7), по колу радіуса г :

2яг • /  = і'
Знайдемо спочатку диференціал цього виразу:

2 ж ■ d{r ■ l)=  di'
Очевидно, що di' - це нескінчене мале значення сили струму на

магнічування, який протікає через поверхню обмежену колами радіу
сами г та r + dr (поверхнд вузенького колового поясочка). Тому 
di' = /  • 2лг d r , і попереднє рівняння набуває вигляду:

., І  dl
J S T /
ir

а з урахуванням 1 = ХН  = х  f  > наРещті одержуємо:
2 яті



ш

Цей струм намагнічування протікає в тому ж напрямку, що і струм 
провідності. А от поверхневий струм намагнічування протікає в проти
лежному напрямку.

Приклад Х.4. Постійний магніт виготовлений у вигляді кільця з 
вузьким зазором між полюсами, рис. ХІ.4. Знайти модулі векторів Я  
та І  всередині кільця, якщо магнітна індукція в зазорі дорівнює В , 
ширина зазору Ь.

Розв’язання: Використовуючи теорему (ХІ.9) вздовж кола радіуса г, 
див. рис. Х.4., та враховуючи, що струми провідності відсутні, маємо:

\Н<Я = (яг/-б)я+— = 0
£ Ро

Звідси для Я  одержуємо:

Рис. Х.4. Знаходження напруженості магнітного поля 
в зазорі кільцевого магніту

ЬВ________ЬВ_
' Р о і ^ - Ь )  р 0т і

Бачимо, що при Ь -> 0 і напруженість магнітного поля в зазорі теж 
прямує до нуля, Я  -> 0 , що зрозуміло, бо наш коловий контур не охо
плює будь-який струм провідності. А знак мінус в виразі для Я  озна
чає, що вектор Я . всередині магнетика направлений протилежно век
тору В в тій же точці.

-  в  — —
Користуючись означенням вектора Я  , -------/  = Я , та попереднім

Ро

Результатом, для модуля вектора намагнічування всередині магнетика 
°Держуємо:

І  •
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Мо H

1  -  -  В
Рис. Х.5. Співвідношення між векторами / ,  Я  та —

Мо

в будь-якій точці речовини кільцевого магніту

/= -
В

Мо

в_
Мо

Тобто, всередині кільцевого магніту вектор намагнічування при

близно дорівнює / >  — , що можна проілюструвати з допомого*
Мо

рис. Х.5.

Приклад Х.5. Довгий соленоїд заповнений неоднорідним парамаї 
нетиком, сприйнятливість якого х  -  аг1, № а - постійна, г - віддаль ві 

осі соленоїду. Знайти залежність від г  1) намагніченості 1(г) ; 2) гус 
тини струму намагнічування / (г ) ,  якщо на осі соленоїду магнітна іи 

дукція дорівнює В 0 , рис. Х.6.

Рис. Х.6. Довгий соленоїд заповнений не 
однорідним парамагнетиком. На осі соле

ноїду магнітна індукція дорівнює Д

Розе ’язання: Намагніченість магнетика І  ■= / Я  , але в нашому в | 
падку Я  не залежить від г. Дійсно, згідно теореми (ХІ.9) про циркуЦ 
цію вектора Я  по контуру /,,, Я  Ф f{ r ) .  Тому Я  = Я 0, і для нама 
ченосгі маємо:

/  = аг1 —
Мо



2. Із основної властивості вектора намагнічування, (Х.7), І  = $7 сІЇ
і

випливає
/ / - ( /  + £//)-/ = У„Шг, 

де / - довжина контуру, сіг - його ширина.
Тому із останнього виразу отримуємо:

(ІІ 2 аВ0
)« = — т =  - г

&  //„
Знак мінус показує, що вектор густини струму намагнічування 

/ ( г )  направлений протилежно вектору нормалі Я . Цей вектору нор
малі Я утворює з напрямком обходу контуру / правий гвинт. Тому век
тор / ( г )  в межах контуру / направлений перпендикулярно рис. Х.6., 
«до нас». Іншими словами, об’ємні струми намагнічування утворюють 
з вектором В0 лівогвинтову систему.

Приклад Х.6. В однорідному електричному полі знаходиться діе
лектрична куля радіусу Я. Діелектрична проникність середовища є2, а 
діелектрика кулі є у. Знайти електричне поле всередині кулі.

Розе 'язання: Виберемо сферичну СК, причому полярну вісь напра
вимо по осі 02 , див. рис. Х.7.

143

Рис. Х.7. Однорідна діелектрична куля в постійному 
однорідному електричному полі
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Рівняння Пуассона V 2<p = ~ p /e  в сферичній СК має вигляд:

1 0 f r , V | + _ 1
г 2 дг І дг )  г 2 sind дв д в  ) r sin в  да  є

де а  - аксиальний кут, в  - полярний кут.
... дер „ . . .Внаслідок аксиальної симетрії —  = 0 і оскільки вільні заряди від-

да
сутні ( р  = 0 ), то задача зводиться до розв’язанню рівняння Лапласа:

= 0 (Х.20)
1 д (  г д<р\ 1 д (  . п даЛ 

г — і н—г------------- sind—
г 2 дг дг )  г 2 sind д$У д в ,

Розв’язок цього рівняння повинен задовольняти таким умовам:
А) потенціал <р у всьому просторі має бути неперервним та кінцевим;

Б) нормальні компоненти вектора О = -е є 0 У(р неперервні на ме
жі поділу двох середовищ, тобто на поверхні кулі;

В) також неперервні тангенційні складові вектора напруженості 
електричного поля Е = ~У<р на поверхні кулі.

Далі ми будемо позначати величини, що відносяться до внутрі
шньої області кулі індексом 1, а до зовнішньої -  індексом 2.

Загальний розв’язок рівняння Лапласа в сферичній СК, відомий із 
теорії диференційних рівнянь в частиних похідних, у вигляді шарових 
функцій такий:

Ж ,Є ,а )=  І  ІС , У Р І т\со 5в ІА е іта + Ве іта), (Х.21)
Ы0т=0

d m( v__ d
l - x 2p  — —/^(x) - приєднані поліноми Лежандра,

dx

/ >,(х )= —p--------r (x2 - l J  - поліноми Лежандра, /и = 0,1,2,.../, кожному
2 - І !  dx

значенню / відповідає / + 1 приєднаних поліномів Лежандра; кожному 
значенню / відповідає 21 + 1 сферичних функцій

Г;('")(б ',а)= ¥(в)-ф (а)=  р}т)(соБв)-еі “"а 
Але в нашому випадку шарові функції суттєво спрощуються, і 

прямою перевіркою можна впевнитися, що функції
(р} = А /с о $ в  + А2г~2 сояв, 1

1
Фг = -E 0r cos в  + B2r~2 cos в

задовольняють диференційному рівнянню (Х.20), де А,,А2,В2 
стійні, Е0 - модуль напруженості електричного поля.
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Із вимоги А) випливає, що Аг = 0 . А умова неперервності потенці
алу на межі поділу має вигляд

АІЯсох в  = - Е йЯсохв+ В2Я~2 сох в, (Х.22)

звідки отримуємо
А\ -  В21і ~3 -  Е0

Дотична компонента вектора £  на поверхні кулі дорівнює:
1 д(р

Ет = Ев =А
г д в г=Я

Умова Ew = Егв задовольняється, якщо виконується умова (Х.22), 

тобто між постійними А, та В2 існує співвідношення А, = B2R '3 -  Е0 . 

Нормальні складові вектора Е дорівнюють:
Е \п = Е \г = - ( д <Рі / д г Ь я  =  ~ А  COs9’

Еь, = Е2г = ~(д<р2 /d r \^ R = Е0 cos$+ 2B2R~3 cos В.
Із умови є, ЕІГ - є 2 Е2г випливає

. А, = - ( £ 0 + 2B2R~3) ^ -

Розв’язуючи далі систему алгебраїчних рівнянь

А  ~~{Ео + 2 B2R 3)-2- 
є \

А  = B2R 3 -  Е0
Знаходимо постійні А. та В7

А, = —
3s,

є, + 2 є, Ео> Й2=-£т ^ - л ХЄї + 2єг
Таким чином, потенціал електричного поля всередині діелектрич

ної кулі та зовні неї, відповідно, рівний:
Зє,

<р, = —-— E0r cos в,

\
єх + 2є2

(Рг = - 1
V

R єх- е2 
г 3 є, + 2є,

Е0гсоів,-
>, , ^ 2 /

Тоді напруженість електричного поля всередині кулі

Е -  д<Рх -  д<Рх _ 3g; Е
и dz д(г cos в )  єх+2єг 0

І, як бачимо, електричне поле всередині кулі являється однорідним.

(Х.23)



Поле всередині кулі ми можемо розглядати як суперпозицію поля] 
зовнішнього та електричного поля, яке створене зв’язаними зарядами^ 
що виникли на поверхні кулі.

Тобто, напруженість електричного поля зв’язаних зарядів дорів
нює:

£ „ = £ 1І- £ 0 = (еІ -г :1)£ в/(еІ +2е2) (Х.24)
Проаналізуємо одержані результати.
По-перше, напруженість результуючого електричного поля всере

дині кулі та поля зв’язаних зарядів постійна і направлена по осі 02.

^

Рис. Х.8. Лінії напруженості зовнішнього електричного поля £ 0 та вектора D 
всередині кулі при Є, > є2

По-друге, із розв’язків задач Приклад ІІ.5. та Приклад 11.6. ми зна
ємо, що розподіл зарядів на поверхні кулі, який приводить до однорід
ного поля всередині кулі дається

сг = fd c o s d - a c cose = Ze0E0cose
Тому можна стверджувати, що поле зв’язаних зарядів 

Еж = Є,. -  Е0 = (є2 - є1)Е0({є1 +2є2) створюється поверхневими заря
дами розподіленими згідно попередньої формули.

По-третє, із виразу (Х.24) видно, що при е, > є2 вектор Еш напра
влений протилежно вектору напруженості зовнішнього електричного 
поля Е0 . Значить, величина напруженості поля всередині кулі менша« 
ніж £ 0, рис. Х.8.
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При є, < є2 вектор Е.х  співпадає по напрямку з вектором напру

женості зовнішнього електричного поля Е0 , а значить підсилює вели
чину поля всередині кулі. На рис. Х.9. зображені силові лінії вектора 
Ъ , а не вектора Е , оскільки саме вектор Ь  неперервний у відсутнос

ті вільних зарядів.

є х < Є 2

Рис. Х.9. Лінії вектора £) всередині і зовні діелектричної кулі при £, < є2

Приклад X. 7. Знайти зв’язані заряди, вектор поляризації та напру
женість електричного поля, яке породжується точковою 34, що знахо
диться в центрі двох концентричних сфер. Радіуси цих сфер а, та а2, 
рис. Х.10. Діелектрична проникність сферичного шару товщиною 
а2 -  ах дорівнює є .

+

+

Рис. X. 10. Точкова 34 знаходиться в центрі сферичного шару діелектрика
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Рівняння Пуассона V (p = - p j s  в сферичній CK має вигляд:

г 2 Sri, d r )  r 2 sin в  дв д в
1 д2(р р

г sin в  д а  е
де а  - аксиальний кут, в  - полярний кут.

. д<рВнаслідок аксиально! симетрії —L- = 0 і оскільки вільні заряди від-
да

сутні ( р  = 0 ), то задача зводиться до розв’язанню рівняння Лапласа:

1 д (  2 д(р
-2 д г{Г дг )

1 д

\  м )
= 0 (Х.20)

Г 5ІЛ0 601,
Розв’язок цього рівняння повинен задовольняти таким умовам:
A) потенціал (р у всьому просторі має бути неперервним та кінцевим;

Б) нормальні компоненти вектора ї) = -є£ 0 -У<р неперервні на ме
жі поділу двох середовищ, тобто на поверхні кулі;

B) також неперервні тангенційні складові вектора напруженості
електричного поля Е = -У  <р на поверхні кулі.

Далі ми будемо позначати величини, що відносяться до внутрі
шньої області кулі індексом 1, а до зовнішньої -  індексом 2.

Загальний розв’язок рівняння Лапласа в сферичній СК, відомий із 
теорії диференційних рівнянь в частиних похідних, у вигляді шарових 
функцій такий:

<р(г,в,а)= І  Т.С1п1г'р)т){со5в%4еШа + Ве 'та), (Х.21)
/=0да=0

d m
де Р)т\х )=  (і - х 2у ї — —/)(*) - приєднані поліноми Лежандра, 

dx

Р, (х) = -  - (х2 -1 У - поліноми Лежандра, т = 0,1,2,.../, кожному

значенню / відповідає / + 1 приєднаних поліномів Лежандра; кожному 
значенню / відповідає 21. + 1 сферичних функцій

ї ) т\в ,а )=  У(в)-Ф(а)= P)m\c o s e ) e ±,ma 
Але в нашому випадку шарові функції суттєво спрощуються, і 

прямою перевіркою можна впевнитися, що функції
q>\ = А / cos в  + A2r~2 cos в,

<р2 = - E 0r cos в + B2r ~2 cos в  
задовольняють диференційному рівнянню (Х.20), де Аи А2,В2 - по
стійні, Е0 - модуль напруженості електричного поля.



■ Із вимоги А) випливає, що А2 -  0 . А  умова неперервності потенці
алу на межі поділу має вигляд

/4 ,/? с о і 0  = - £ оЛсо50+ В2Я 2 сохв, (Х.22)
звідки отримуємо

А\ = В2ІГ2 -  Е0

Дотична компонента вектора Е на поверхні кулі дорівнює:
1 д<р

115

Ет=Ев =-\
г д б j <■=«

Умова Ew = Eig задовольняється, якщо виконується умова (Х.22), 

тобто між постійними А, та В2 існує співвідношення А, = B2R 3 -  Е0 . 

Нормальні складові вектора Е  дорівнюють:
ЕЬ, = £ ІГ = -{д(Р\Ідг),-к = - А  cos в,

Е2іі = Е2г = ~{д(р2 / d r \ =R = Е0 cos в +2 В2 /Г3 cos в.
Із умови єхЕ]г = є2Е2г випливає

Ax= -(e 0+2B2R-2)Zl
Є\

Розв’язуючи далі систему алгебраїчних рівнянь 

/І, = - ( £ „ + 2Я2/Г 3)^ -

Ax=B2R - ' - E a 
Знаходимо постійні А, та В2

А = ~ Ц - е 0. в 2 = ^ £ і _ / ? Ч .
є, + 2ff2 ff, + 2є2

Таким чином, потенціал електричного поля всередині діелектрич
ної кулі та зовні неї, відповідно, рівний:

(рх -  -— — —  E0r cos в, 
єх + 2ff2

( . R? є, - є 2 'L  л щ  = -і 1— j— І—-2- E0r cos в,
V. г ff, + 2ff2 j

Тоді напруженість електричного поля всередині кулі
(Х23)

&  9{гсш0) є,+ 2 є2
І, як бачимо, електричне поле всередині кулі являється однорідним.
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Якщо ситуація склалася так, що вектор Е направлений в сторону 
діелектрика з меншою діелектричною сталою, то знак поверхневого 
заряду та орієнтація векторів поля будуть такі як це зображено на 
рис. Х.116. Ч

Приклад Х.9. На основі принципу суперпозиції визначити елект-1 
ричне поле всередині та зовні рівномірно поляризованої діелектричної!

Зкулі. Радіус кулі а, вектор поляризації кулі Р . |
Розв 'язання: Задача може бути розв’язана трьома способами. |
А). Потенціал електричного поля, що створюється зв’язаними в ді-3 

електрику зарядами має вигляд: |

<Р =
1

4яе„ R R

В нашому випадку p ctsxl = -d ivP  = 0 (оскільки Р = const), і тому

1
Але, - ї

dS
R 0 )

Щоб про інтефувати (1) початок сферичної СК ( г,а,ц/ )  розмісти-! 
мо в центрі кулі. Полярну вісь направимо в точку поля А, а площину!
векторів г і Р приймемо за координатну площину ХО І, рис. Х.12. 
Тоді в точці В, що лежить на площадці

dS = a 2 sin ad  a d  у/ (2)
на віддалі

r 2 +а2 -  la rco sa (3)
від точки поля А поверхнева густина зв’язаного заряду дорівнює: ]

<тат = РИ = p(sin а 0 sin a  cos if/ + cos а 0 cos а )  (4) І 
Співвідношення (4) обґрунтовується таким чином. Необхідно роз-j

класти вектори Р та й (див. рис. Х.12.) по осям декартової СК і знай-'
—.

ти Рп = Рп . Після підстановки (2)-(4) в (1) та інтефування по кутам аг 
і і)/ одержуємо: 1

Г _1_

З аг

- ( г -  а ) - ( г 2 + а2 -  la r f-

аР
(р =  cosa„

2 є0г

(r + a f  -  (г2 + а2 -  2arfi
(5)



Рис. Х.12. До знаходження поля, що створюється рівномірно 
поляризованою кулею

Враховуючи, що

(г2 + а2- і 4 Л Г- аПри Г > °'
\ а - г  при г < а, 

для потенціалу поля всередині і зовні кулі маємо:
a P cosan
Зєп

<р, - —— Prcosa^ , 
Зєп

або
а3 (рр)

Ф = ------
З є „  5'0 '

А напружеіність електричного поля, очевидно дорівнює:

Et =-grad<pe =
а
Зєп

чевім
Е,=-Ч<Р, =•-

г

р
Зєп

Б). Оскільки Р -  const, то об’ємна густина зв’язаних зарядів дорі
внює нулю, p ' = -d iuP  = 0 . Тобто, поле, яке ми шукаємо створене 
тільки поверхневими зв’язаними зарядами. Причому, сг' = Рп = Р cos в , 
рис. Х.13.
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Але відомо, що такий розподіл зарядів a '» c o s в  виникає, якщо 
дві кулі однакового радіусу з рівномірно розподіленими по об’єму за
рядами р  і - р  зміщені на малий вектор / . В той же час поле будь- 
якого сферичного розподілу зарядів (і зокрема рівномірного в межах 
будь-якої кулі) таке начебто весь заряд кулі зосереджений в центрі ку
лі. Тобто поле зовні поляризованої кулі буде таким же як і поле, що 
створюється двома точковими зарядами зміщеними на малий вектор 
/ . Іншими словами, зовнішнє поле поляризованої кулі повністю екві
валентне полю диполя.

Очевидно що дипольний момент однорідно поляризованої діелект
ричної кулі дорівнює:

-  4яг 3 5  р =— а Р
З

Тоді потенціал (зовнішнього по відношенню до діелектричної кулі) 
поля визначається

4 Р г )
<Р3s ( r h

рг 
4лєд - г3 З є0г

Як же знайти на цьому шляху потенціал і поле всередині кулі? Для 
цього скористаємося теоремою про єдиність рішення.

Потенціал дипольного моменту поляризованої кулі в будь-якій то
чці на сферичній поверхні радіуса а ,  тобто на поверхні кулі, приймає 
значення

Pacos в  P z(р{а)=-
Зєа 'Зєп

Всередині кулі потенціал повинен задовольняти рівняння Лаплас 
Але згідно теореми про єдиність розв’язку, якщо знайдений будь-як



розв’язок, то він с вірним і єдиним. Оскільки на поверхні кулі потенці-
- Р -2  . . . .ал рівний ------ , то і в довільній точці всередині кулі потенціал буде

Зє„
таким же.

Таким чином, всередині кулі

ф (Я) =твпутр V / Зєп
А напруженість електричного поля в зовнішньому просторі дорів

нює:

ЕХш ^ - 8 гай<Рт =-
1 "3 {р ? )Т  р ' а3 "з(ря) р Р

4 т 0 1. ' 5 г ' \ Зє0 г5 г3

Рис. Х.14. Зовнішнє поле однорідно поляризованої діелектричної кулі 
являється точно таким же, як і поле диполя, що розташований в центрі кулі,

а внутрішнє поле являться однорідним, причому вектор Етутр 

і антипаралельний вектору Р

Напруженість електричного поля у внутрішніх точках діелектрич
ної кулі

Р
внутр = -У<Рв„ = -

З̂ П

Тобто, всередині кулі поле однорідне і вектор Етутр направлений

протилежно вектору поляризації Р .
В). Отже, згідно попереднього, однорідно поляризована куля ство

рює таке ж поле як і ледь зсунуті одна відносно одної дві кулі такого ж
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радіусу з рівномірно розподіленими по об’єму зарядами р  і - р . То-^

му, якщо центри таких куль зсунуті на невеличкий вектор / , то в довьі
льній точці всередині кулі (Приклад ІІ.5.)

Етут„ = Е+ + £_ = -^ - (г + -  г ) =внутр Зє0 ‘ Зє0

Але рі = Р згідно означення. Тому Е
^  Зє0

Поведінка вектора Е в даній задачі при переході через поверхню і 
кулі підтверджує загальні граничні умови для векторів поля. Дійсно, 
біля верхнього полюса кулі (рис. Х.14) вектор Еж направлений вверх і 
за величиною рівний

4л- з -
'  _ Т а Р _ 2 Р

2жє0г 3 2 жє0а3 Зє0
що в два рази більше внутрішнього поля.

Поле Е зазнає розриву в околі поверхні поляризованого середо
вища точно так, як і це відбувалося б у зарядженої поверхні з щільніс
тю заряду а ' = Рн у вакуумі. Біля північного полюсу нашої кулі скачок 
Е, дорівнює:

2 Р
Зє0

Р Р_
Єо

Але можна впевнитися, що компонента вектора Е , яка дотична до 
поверхні залишається неперервною в будь-якій точці на сфері при пе
реході через її поверхню.

Приклад Х.10. Визначити вектор поляризації однорідної діелект-; 
ричної кулі, яка знаходиться в зовнішньому однорідному електрично-^ 
му полі £ 0 . Знайти також потенціали поля в довільній точці простору 
Діелектрична проникність речовини є  .

Розв'язання: А). Поле всередині і зовні кулі, згідно принципу 
перпозиції, дорівнює сумі зовнішнього поля Е0 та поля, що створ" 
ється поверхневими зв’язаними зарядами однорідно поляризова 
кулі. Якщо ввести сферичну СК, рис. Х.15., то для потенціалу резу. 
туючого поля можемо записати:



де <ра = -Е х  - потенціал зовнішнього однорідного поля.

Р

Рис. Х.15. До знаходження вектора поляризації однорідної 
діелектричної кулі, яку внесли в зовнішнє електричне поле Е0

Щоб записані вище вирази для потенціалів були розв’язками нашої 
задачі необхідно виконання двох граничних умов:

1 )(рі=<ре при г = а 

2) £,„ = £>„, при г = а,

' д<Р<або
дг

- є ґ дср^
дг

Видно відразу, що перша умова виконується автоматично. Для 
цього достатньо переписати вирази потенціалів <ре та <рі :

а3( е - і ) ’
<ре - -E orcos0 + -

Зг
-Е, cos в,

Є — 1
q>j - - Е  cos в  + — E,r cos в',

де враховано, що x = r cos в  , Р = є0{є - 1 )Е ,. 
Друга гранична умова дає:



Звідки знаходимо:

Р = 3 £ о к _ іЬ
є + 2 0

р - ЗЕо
£ , ' 7 Ї 2

І нарешті шукані потенціали поля мають вигляд:

,{г> а \= -Е 0х
£•-1 а 

~ є + 2 ?

(р > = -2 Ь -х ,{г< а \  
є  + 2

Б). Вектор поляризації Р знайдемо використовуючи принцип су 
перпозиції. Якщо однорідну діелектричну кулю внести в поле £ 0 , Т( 

внаслідок поляризації сумарне поле всередині кулі дорівнює:
Е = Е0 + Евнутр,

ъ Р де Е  = ------з

Як відомо, поле Ешутр залежить від поляризації Р , яка в свок 

чергу залежить від поля всередині кулі Е :
Р = ає0£  = є0( є - і )Е  

Таким чином, із попередніх формул маємо:

3*0 з
Звідси знаходимо поле всередині кулі

З
Е =  Е,

2 + є 0

з
Оскільки є > 1, то ——  < 1 і тому поле Е  всередині діелектрично 

2 + є ’
кулі менше за величиною ніж Е0 .

А вектор поляризації дорівнює:

Р = є0(є - 1)£ = є0(є -  і ) ~ Е 0 = • Е0 ,
2 + є  2 + є

що співпадає з результатом, знайденим способом А).



Завдання для самостійної роботи

1. Показати, що дипольний момент системи зарядів не залежить 
від вибору початку координат.

2. Показати, що магнітний момент і V  не залежить від

вибору початку координат.
3. Всередині кулі з однорідного ізотропного діелектрика з £- = 50 ут-

В
ворене однорідне електричне поле £  = 100— . Знайти максимальну повер-

хневу густину зв’язаних зарядів сг' і середнє значення а '  одного знаку.
4. Скляна пластинка поміщена в однорідне поле £  і розташована 

так, що кут а , - це кут між нормаллю пластинки та £  . Знайти напру
женість поля в пластинці, кут а 2 , який це поле утворює з нормаллю до 
пластинки, поверхневу щільність зарядів а ’ , що виникає на поверхні 
пластини.

5. З рівнянь Максвелла вивести граничні умови для векторів поля.
6 . Вивести з граничних умов закон заломлення векторів £  та Ъ , 

£  та Я  та у на межі поділу двох середовищ.
7. Показати, що густина зв’язаних зарядів всередині діелектрика 

рівна 0  при виконанні умов:
• діелектрик повинен бути однорідним;
• всередині його немає сторонніх зарядів.
8 . Точковий сторонній заряд знаходиться в центрі кулі радіуса а з 

однорідного ізотропного діелектрика з проникністю є . Знайти напру
женість £  поля як функцію відстані г від центра даної кулі.

9. Знайти поверхневу густину зв’язаних зарядів на поверхні одно
рідного діелектрика, що прилегла до зарядженої ділянки провідника.

10. Заряд <7 знаходиться в центрі діелектричної кулі з проникністю
є і радіусом г0 . Знійти вектор Р як функцію г  відносно центру кулі, 
а також зв’язаний заряд ц' всередині сфери г <г0 .

11. Заряд <7 знаходиться в центрі діелектричної кулі з проникністю 
є і радіусом а . Куля розташована в середовищі з є 2. Знайти:

• поверхневу густину зв’язаних зарядів на межі'поділу двох діе
лектриків;

12. По циліндричному мідному провіднику тече струм / = 100Л. 
Знайти різницю потенціалів між віссю провідника і його поверхнею. 
Діаметр перерізу 3мм .

м

Е(г),<р(г).



13. Довгий діелектричний циліндр радіуса R поляризований 

що Р  — а г , де a  — co n st,?  - віддаль від осі. Циліндр обертається

кутовою швидкістю а  навколо осі. Знайти В в центрі циліндра.
14. Постійний струм і тече вздовж довгого циліндричного парамаі

гнітного провідника. Знайти: |
•  поверхневий молекулярний струм;
•  об’ємний молекулярний струм. j
Магнітна сприятливість х  ■ J
15. Довгий соленоїд заповнений неоднорідним парамагнетикоь 

( Х =аг2\  де о - const, г  -  віддаль від осі соленоїду. На осі соленоїд
індукція магнітного поля В0 . Знайти:

\\
•  намагніченість магнетика І ( г ) ;
•  густину молекулярного струму j ( r ) всередині магнетика. '■
16. Куля радіуса г0 з проникністю є  рівномірно заряджена naj 

об’єму. Знайти:
.  Е( г  ),<р(г );
• поверхневу та об’ємну густини зв’язаних зарядів. І
17. Нескінченна діелектрична пластина рівномірно заряджена по

об’єму. Знайти: (
•  Е(х),<р(х);
• поверхневу та об’ємну густини зв’язаних зарядів.



129

XI. РЕЛЯТИВІСТСЬКА ЕЛЕКТРОДИНАМІКА

Компоненти 4-вимірної густини струму в деякій СВ визначаються
так:

ї { р и х,р -и у, р и г, і с - р ) ,  (XI. 1)

де их , и , и. - проекції швидкості розподілу заряду, р  - густина заря- 

ДУ-
Враховуючи, що 4-вимірний радіус-вектор визначається:

= х,х2 = у, х г = г,хА = ісі) (ХІ.2)
закон збереження заряду в 4-вимірній формі набуває вигляду:

(ХІ.З)
4 ск
£ - з г =0/=і ах.

Компоненти 4-вектора Л(Л,,Л2,Л3,Л4)при переході від системи 
К' до системи відліку К  перетворюються згідно таких формул:

^  ( 4 - і - д - 4 )

з/і - В 2
А2 = А'2

4
( 4 + і-В -а ;)

А3 = 4
(ХІ.4)

л  =
л/і- в 2

Якщо ввести 4-вимірний потенціал, просторові компоненти якого 
дорівнюють проекціям вектор-потенціалу відповідно на вісі х ,у , г , а

четверта компрнента (часова компонента) Ф4 = /—, де ер - скалярний
с

потенціал електромагнітного поля:

Фх=Ах,Фг =Ау , Ф ^ А :,ФЛ=І (ХІ.5)

то умова калібровки Лоренца- 

набуває вигляду:
и2 сії

ЛФ, л
Ї - Т Г  = °
І СІХ:

(ХІ-6)



А рівняння Даламбера (нагадаємо, що кожна подія визначається 
радіус-вектором події (XI.2)) в 4-вимірній формі набуває коваріантного 
вигляду:

ДФ,=~Мо'*, (ХИ.7)
2 1 д 2

де Д  = V — -— -  - оператор Даламбера, ^  -  компонента 4-струму. 
с 5/

Напруженість електричного поля та індукція магнітного поля рів
номірно рухомої 34 дорівнюють:

£  = -----------------------  і--------------------

4 - п - є л

Ц г$ =

(ХІ.8)

4-Л-&-Г3- 1— т-яійвг
(ХІ.8а)

(ХІ.9)

де V - швидкість руху 34, г = (х -У ї) і  + уі + гк - радіус-вектор прове
дений із миттєвого положення 34 в точку поля в СВ К, й - кут між 
напрямком руху 34 та радіус-вектором г , х - У і  = г со $ 6 ,
У2 +Х2

=  б і п 2 в  (див. рис. XII. 1.).

Рис. XI. 1.34 рухається відносно системи відліку К 
з постійною швидкістю V



4 -  тензор електромагнітного поля в вакуумі:

р„*=с
дФ„ дФі \

дх. (XI. 10)

р ,у  = 1..4 
де Ф„ -4-потенціалу (ХІ.5).

Компоненти тензора Р  зв’язані з компонентами векторів поля Е

та В :

р  =ЦУ

0 сВх -с В
У ~іЕх

~сВ: 0 сВX - іЕ у
сВу -с В х 0 -  іЕ.

іЕу іЕ: 0

(XI. 11)

Перетворення компонент тензора при переході від однієї СВ до 
іншої здійснюється згідно формул:

рік= аІт-аі Г Р'тІ,
де а ік - матриця перетворень Лоренца:

(XI. 12)

а* =

Г  0 0
0 1 о
0 0 1

іВГ о о

-іВГ
о
о
г

(XI. 13)

що визначає формули перетворення компонент 4-радіус-вектору:
х  = ал х

Формули перетворення компонент електромагнітного поля 
(ФПКЕМП) при переході від СВ К' до СВ К :

Ех = Е'х , Еу = г {е 'у + УВІ), Е. = Г{Е[ -  УВ[) (XI. 14)
у

в ; - 7 к  
\  с

, В: = Г (XI. 15)

• Напруженість електричного та індукцію магнітного полів .ми мо
жемо розкласти на дві взаємно перпендикулярні складові компоненти 
поля: паралельні осі ОХ та перпендикулярні до вісі ОХ. Тоді ФПКЕМП 
набувають вигляду:

£ П = Е'П, £ ± = г (е [ - [К В 'і (XI. 16)

в , = г\ в [ + ± [ у  •£ '] (XI. 17)

В тому випадку, коли електричне поле Е' ( В' = 0 ), переміщується 
відносно СВ К , в цій СВ К  виникає індукція магнітного поля В :
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Рис. ХІ.2. Взаємна локальна орієнтація векторів У , Е, В в СВ К , 

якщо в СВ К' існує лише одне електричне поле Е ' , яке рухається 
з швидкістю У відносно СВ К

В = \ \ у е ], (XI. 17)
с

де Е - напруженість електричного поля в СВ К . К . Рис. ХІ.2. ілюст
руе взаємну орієнтацію векторів поля Е,В  та «швидкості руху полі

£ '»  У . Рухоме електричне поле породжує магнітне поле.
Якщо ж в СВ К' Е' = 0 ( В' Ф 0 ), тоді в СВ К  виникає електричні 

поле напруженість якого:
£  = - | к -£), (XI. 18)

де В - вектор індукції магнітного поля в СВ К .
Це означає, що при переміщені магнітного поля В' із швидкістк 

V вСВ  К  виникає електричне поле напруженістю Е = -[к  • в \ .  Тобто 
рухоме магнітне поле породжує електричне поле, причому векторі 
У,В,Е  утворюють ліву трійку векторів, рис. ХІ.З.

Рис. ХІ.З. Взаємна локальна орієнтація векторів У,В,Е  в СВ К , якщо в 

К' існує лише одне «рухоме» магнітне В'



Тобто, якщо в системі К' існує тільки електричне або тільки маг
нітне поле, то в системі відліку К з’являється відповідно магнітне і 
електричне поля вектори індукції та напруженості яких, перпендику
лярні, відповідно, вектору Е та В . Можна сказати і так. У всіх інших 
системах відліку вектори Е та В перпендикулярні один одному.

Тензор ЕМП в середовищі та тензор електричного і магнітного 
моментів визначаються:

/»  =

т,, =

0 н : - я ,  - ісйх'
- н : 0 нх - ісйу
н у - Н х 0 - ісО,

ісОх ісйу ісй. 0 /
'  0 К -1, ІсРх

0 Н х ісР.
-  А  = * У

•//*
1, - к 0 ІсРг

-ісРг
V Х -ісРу

О¥т

(XI. 19)

(ХІ.20)

Перша пара та друга пара рівнянь Максвела в тензорній формі ма
ють, відповідно, вигляд:

3£„, 3£иЛ 3£,1 рЛ
р

■> ру 
дх„

дх„
= 0

=  х „

(XI .21)

(ХІ.22)

Закон Ома в диференціальній формі у = Я ■ £  через тензор елект
ромагнітного поля записується таким чином:

Я „  „
=  ЕКу-Оу (ХІ.23)

де Я -  питома електропровідність, і  -  компоненти 4 -  струму, иу -

дх.,
компоненти 4 -  швидкості: =

дт
В будь-якій ІСВ залишаються інваріантними такі комбінації полів: 

/ ,= с 2-5 2- £ 2 ! (ХІ.24)

(ХІ.25)і 2 = Е В



Приклади розв ’язування задач

Приклад XI. І. Точковий заряд ц в СВ К  рухається із швидкістю V 
вздовж вісі ОХ. Знайти напруженість електричного поля £  в СВ К .

Розв 'язання: СВ К ' зв’яжемо з зарядженою частинкою. Тоді в К ' 
системі компоненти поля будуть такі:

де г ’ = х 'і + у ' ]  + г'к - радіус-вектор, що визначає положення точки 
поля в К'.

Складові електричного та магнітного полів в СВ К  визначаються 
формулами перетворення (XI. 14), (XI. 15).

Поля Е  та В  повинні бути виражені через координати точки по
ля в СВ К, тому для моменту часу, коли початки координат системи 
відліку К  та К ’ співпадають ( і = 0 )  із перетворень Лоренца маємо:

(1)

Згідно (1):

Е

І
і - —

С 1 C

ЧУ

І

bj х  *•
Оскільки —— = — , то вектор Е направлений вздовж г ;

У

( Vі 
1---- —sin в

r *  ~  _L J .  ^  —  * . '2  і - / 2  , t 2  _  2   С__________

де sin2 в  = -■ -+ z - кут між г та V в СВ К\ а модуль вектора £  до- 
г

рівню'є:
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1 -
Такимчином, Е - - \

4 ЯЕ0Г 1 - ~ п п 2в  
с

Приклад ХІ.2. Знайти магнітне поле зарядженої частинки (величи
на заряду q ), що рухається із швидкістю V вздовж вісі ОХ .

Розв’язання: Використовуючи формули перетворення (XI. 15) зна
ходимо:

В

де напруженість електричного поля Е в К-системі визначається 
останньою формулою попередньої задачі. Тому:

Г і  у 1 М

4яг3| Х - ^ - з і п 2 в
Уг

Звідси випливає, що в точках простору в напрямку V , магнітне

поле В = 0, а при V < с магнітне поле в площині перпендикулярній V  
дорівнює:

при V « с  одержуємо:

В ,=

В

МоЙ V ? ]

4 я - - г 3^

_ М ой У  П

4яг

Приклад ХІ.З. Протон знаходиться в спокої між полюсами магні
ту. Знайти силу, що діє на нього в СВ відносно якої .магніт з протоном

рухається із швидкістю V .
Розв’язання: СВ К' зв’яжемо з магнітом. Тому в СВ К' на заряд 

<7 не діє сила Лоренца. Але в К -системі, оскільки ц  рухається в маг
нітному полі, буде діяти і сила Лоренца і сила з боку електричного по
ля, яке з ’явиться в К-системі в наслідок руху магнітного поля В'у . Дій-
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сно, із формул перетворення (XI.14) (ХІ.15) в СВ К буде існувати ел«н 
ктромагнітне поле: |

е 2 = г ( е ’ -у в 'у)  = - г у в ; ,  в у = гв 'у \

Тому сила, яка діє на заряд <7 в СВ К  дорівнює:
т  = яе : +дУву = -д г г а ; + ЧГУВ'у = 0 ;

Таким чином, сумарна сила, що діє на заряд <7 в К - системі дорі
внює 0 , чого і слід було чекати на основі принципу відносності.

Приклад ХІ.4. Уявимо, що між пластинами конденсатора в СВ К ’ 
знаходиться в спокої протон. Чому дорівнює сила що діє на нього в СВ 
К  ? (Рис. ХІ.4.).

Розв'язання. Знаходимо спочатку по формулам (XI.14) (ХІ.15) 
компоненти поля в СВ К :

Еу = ГЕ'У, В ;= г ~ е ; <

тому сумарна сила, що діє на протон, з урахуванням напрямку векторіі 
поля та напрямку швидкості його, дорівнює:

Р У =  Р У -  Р У =  т  -  < 1 ™ : =  * Е У ^ - ^ Г

тобто в СВ К  сила зменшилася в Г  раз у відповідності з вимої 
СТВ (оскільки в СВ К ' протон нерухомий , то повинно мати м; 
таке співвідношення між поперечними складовими с
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Завдання для самостійної роботи

1. Показати, що рівняння Даламбера в 4- вимірному поданні мають 
релятивістсько-коваріантну форму.

2. Показати, що закон збереження заряду, умова калібровки Лоре- 
нца в 4- вимірному поданні мають релятивістсько-коваріантну форму.

3. Виходячи із означень векторів Н  та D , тензора ЕМП в вакуумі 
Fik записати тензор ЕМП в середовищі.

4. Одержати формули перетворення для векторів поля D  та Н  
при переході із однієї ІСВ в іншу.

5. Показати, що /, = с2Вг -  Е1 та В Е  = І2 є інваріантами відносно 
перетворень Лоренца.

6. Одержати формули перетворення для векторів поля Е  та В при 
переході із однієї ІСВ в іншу, використовуючи:

A) формули перетворення компонент тензора ЕМП;
Б) властивості ЕМП рівномірно рухомої 34;
B) властивості ЕМП рівномірно рухомої зарядженої нитки.
7. Впевнитися, що тензорні рівняння (ХІІ.21) і (ХІІ.22) - це рівнян

ня Максвела, які записані в чотиривимірній формі.
8. Чи можливо відповідним вибором СВ замість електромагнітного 

поля одержати тільки електричне (або тільки магнітне) поле?
9. У вакуумі відносно деякої СВ К  знаходяться взаємно перпен

дикулярні електричне ( Е = const) та магнітне ( В = const) поля, причо
му сВ> Е . Знайти швидкість руху СВ К ', відносно якої буде спосте
рігатися тільки магнітне поле, та обчислити його індукцію.

10. До обкладинок повітряного циліндричного конденсатора, раді
уси яких а та Ь, прикладена постійна напруга U . По внутрішній обкла
дці в напрямку її вісі проходить постійний електричний струм і. В якій 
СВ і при якій умові в конденсаторі існує лише магнітне поле? Яка його 
напруженість? Опором внутрішньої обкладки знехтувати.

11. Аналізуючи електромагнітні сили, що діють на протон в при
кладах 3 та 4 [10, розділ 6]обґрунтувати співвідношення £ . = -ҐУВ'у та

В . . Г

12. Обчислити потенціали електромагнітного подя, що створюєть
ся в вакуумі точковим зарядом q, що рухається рівномірно і прямолі
нійно зі швидкістю V . Обчислити напруженість та індукцію електро
магнітного поля, що створюється цим зарядом.

13. В СВ К ' електричне та магнітне поля напрямлені під кутом 
одне до одного. З якою швидкістю повинна рухатись СВ К ' , щоб в СВ 
К поля були паралельні ( [є • І?]= 0 )?



14. Нескінчений довгий прямий дріт (радіус а), по якому тече! 
струм /, оточений циліндричною оболонкою радіуса Ь. Між дротом і |  
оболонкою підтримується постійна різниця потенціалів А<р. Визнали- % 
ти швидкість двох СВ, що рухаються паралельно вісі дроту, в яких від- ; 
повідно зникають: |

•  магнітне поле;
• електричне поле.
Вказати умови, які зв’язують і та А<р, при яких можливий вибір 

указаних СВ.
15. Показати, що поле плоскої монохроматичної електромагнітної 

хвилі однакове у всіх СВ.
\е в \16. Показати, що в СВ К ' , що рухається зі швидкістю V = ■*■■ 2 ■*

В 2
електричне поле відсутнє, якщо вС В  К Ё В  = 0 ,  сВ> Е .

17. Два точкових заряди, відстань між якими дорівнює а, рухають
ся зі швидкістю V , перпендикулярно до відрізка, що їх сполучає. 
Знайти силу взаємодії між зарядами.

18. По прямому провіднику (дроту) тече струм з об’ємною густи
ною ]  . Знайти швидкість СВ К ' , в якій £ ' в п разів менше с В’ .

19. Поля £  та В в СВ К утворюють гострий кут а  . Знайти мо-

дулі Е' та В' в тій СВ, в якій кут між Е' та В' дорівнює — .
4

20. Впевнитись, що при переході до трьохвимірних позначень ре
лятивістсько-коваріантна форма рівнянь Максвелла зводиться до зви
чайних рівнянь Максвелла для Е  та В .

21. Підтвердити співвідношення Вх = В’х,Ву = ГВ'у ,В. = ГВ[ для ма
гнітних полів, що створюються соленоїдом та прямим довгим струмом.

22. При якій умові в СВ К  (електричне) магнітне поле відсутнє, 
якщо в СВ К' Ё 1 В .

23. В СВ К' напруженості Ё' та В' однорідного електромагніт
ного поля задані, причому Ё ’ В' > 0 . 3  якою швидкістю повинна руха
тися СВ К ' , щоб -в СВ К  спостерігалася паралельність векторів Ё та 
В ( Ё ^ В ) .

24. Напруженості £  та В однорідного електромагнітного поля в  ̂
СВ К  відомі, причому |£  • в \ ф 0 . Знайти швидкість СВ К ' , в якій | 

І £ ' І або І В' І має таке саме значення, що і в СВ К . 1



25. Одержати формули перетворення компонент вектора поляриза
ції та вектора намагнічування при переході від однієї СВ до іншої.

26. Показати, що в СВ К  буде відсутнє електричне поле, якщо в

1В' -Е' І -  -
—75—І, вектори Е' та В' вза- 
В

ємоперпендикулярні.
27. При якій швидкості руху СВ К' в СВ К  відсутнє магнітне по

ле, якщо в СВ К' Е' 1 В " }  [ У ^ ' ЕІ Ц  ■

28. В СВ К ' вздовж вісі О’Х '  розташований однорідний провід
ник з постійним струмом (ППС) /'. Пояснити явище виникнення 
об’ємної густини заряду в ППС з точки зору іншої довільної СВ.

29. Вважаючи, що ППС нейтральний у власній системі відліку 
(ВСВ), знайти густину струму та заряду в довільній СВ, відносно якої 
ППС рухається з швидкістю V

30. Вважаючи, що ППС "заряджений" у ВСВ, знайти густину 
струму та заряду в довільній СВ, відносно якої ППС рухається з шви
дкістю V

3 1. Обгрунтувати ФПКЕМП виходячи:
а) із аналізу електромагнітного поля рухомої зарядженої нитки;
б) із аналізу електромагнітного поля рухомої зарядженої частинки;
в) із вимоги релятивістської інваріантності сили Лоренца при пе

реході від однієї СВ до іншої;
г) із аналізу основних експериментальних законів електродинамі

ки.
32. Обґрунтувати ФПКЕМП виходячи із коваріантності рівнянь 

Максвелла при перетвореннях Лоренца.
V ’ V

’— е : ,в . = г —
С * - С

що створюється рухом рівномірно зарядженої нитки довжиною І (Е ' - 
напруженість електричного поля у власній СВ).

34. Нескінчений довгий круговий циліндр рівномірно заряджений з 
лінійною густиною г . Вздовж вісі циліндра тече# рівномірно розподі
лений струм і. У всьому просторі є  = ц  = 1.’ Знайти таку СВ, в якій іс

нує тільки Е' або тільки В' та знайти величину цих полів.

. . 139

33. Довести співвідношення Ву = - Г — Е'г,В ,= Г — Е'у для поля,
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ДОДА ТКИ

Додаток j

Основні формули векторного аналізу 

Скалярне поле

Теорема. Якщо в просторі задане скалярне поле <р(г) (наприклад^ 
деяке температурне поле /°, поле електричного потенціалу, тиску і т.д.),' 
то похідна цього скалярного поля по деякому напрямку / в просторі 
дорівнює проекції градієнта цього поля на вибраний напрямок / :

dip
d i =grad,(p (A .l)

Оскільки dl = idx + jd y  + k d z , а повний диференціал функції 
<p(x,y,z) дорівнює:

, дір , дір , дір , 
d<P =  — d x + — d y  +  -Z -dz, 

дх ду dz
то повний диференціал функції <p(x,y,z) можна подати у вигляді: 

dip = gradip ■ dl = grad,ip ■ d l ,
де

gradip = + ^ - ] к (A.2)
дх ду dz

Таким чином, фізичний зміст градієнту скалярного поля: це век
тор, в напрямку якого скалярне поле зростає найшвидше.

Теорему (А. 1) можна записати також і в такому вигляді:

ISf  = 7 k C°^ '‘)+ ̂ С0̂ 1’у)+I lf  caŝ ’*)=FI •■coJ^.gradpj (А.З)ді дх

ІҐ Йт\2 ( Л/nV ( йт \2
(А.4)

1
Якщо ввести оператор Гамільтона (оператор «набла»)

v = 7 I : + ^ t -+ * I :>  (А-5)дх ду dz
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то означення (А.2) набуває вигляду

gradip = V<p = J + j  + к (А.6)
дх ду dz

Із означення (А.5) випливають співвідношення:
т dr -d r  -д г  г Vr = і — + /  —  + к —  = — (А.7)

дх ду dz г

grad<p{r)=^-grad r = , (А.8)
dr dr r

де r = ^ { х - х 0 f  + { y - y 0f  + { z - z oy  віддаль між двома точками з ко
ординатами (х, у, z) та {x0,y0,z0) .

І взагалі, якщо є функція f(<p), де <р в свою чергу залежить від 
просторових координат, то

ГУГ
gradf(tp) = - — gradip (А.9)

dtp
Властивості градієнта скалярної функції:

grad{ip + ір)= gradip + gradip (А. 10)
gradip\p = ipgradip + tpgrad ip (A. 11)

Повна (або субстанціональна, матеріальна) похідна по часі t  харак
теризує зміну певної величини для даної частинки, тоді як частина (або 
локальна) похідна описує зміну цієї величини в даному місці. Тобто, 
матеріальна похідна описує швидкість повної зміни величини в точці, 
яка рухається разом із середовищем. При цьому вважається, що ця ве
личина залежить і від часу і від миттєвого положення точки.

Обґрунтуємо вираз для повної похідної трьома різними способами.
1. Повна похідна векторного поля A (x, у, z, t) по часу дорівнює

dA _ дА дА dx дА dy дА dz _
dt dt дх dt ду dt dz dt , .
і і  .  _ (A. 12)

. дА дА дА дА dA /_ ,x-
= -vvr— +u„ —  + vT —  = —  + [vgrad)A

dt x дх y dy •* dz -dt v s ’
2. Нехай деяка скалярна функція u(r,t) залежить від чотирьох змінних 

х, у, z, t, де r(t) - радіус-вектор, який характеризує положення точки в мо
мент часу t. Тоді, приріст "функції u(r,t) за проміжок часу At дорівнює:

u(t + At)~ u(t)=u(r(t + A t}/ + A t) -  u (r(t}t)= — Ar + — At =
dr dt

du . du d r
= — At + —  At--

dt dr dt
du ( dr

At



du • A
де gradu = —  . Далі, якщо поділити обвдві частини цієї рівності на At та 1

знайти границю при At -> 0 , то одержимо формулу подібну до (А. 12):

*  ,  *  + (  £  g, „ * ) = Ê 1 + (й . graJu) = Ê l + (ovy, 
dr dt {dt ) dt v K ’ dt y r

3. Розглянемо деяке векторне поле /?(л\.у\', / ) .  В лабораторній СВ 
зміна вектора поля визначається двома доданками:

сіВ = (ІВя +(іВк ,

де 4ВЯ - локальна зміна вектора В , що характеризує зміну його в да

ному місці (точці простору), сіВк - конвективна зміна (переносна) век

тора В , яка визначається неоднорідністю поля В . Тобто, при переході 
від однієї точки простору до іншої - нескінчено близької точки поле В 
зміниться на величину, яка визначається похідною по напрямку пере
міщення (тобто по напрямку V ):

авк ■vв)=dl§■v)в,

де 1 = у ,  dl = \f'\dt.

Тому dBk = \v\dt v В = dt(v • . Я к бачимо, (fv)z? - дорів-

нює миттєвому приросту вектора В при переміщенні “точки спо
стереження” на відраок, який рівний по величині і  напрямку векто
ра V .1 нарешті, обґрунтовуємо (А. 12):

dB дВ ■/-
- A ( v .

dt dt v
Зупинимося більш детально на властивостях скалярного диферен- 

ційного оператора (а • grad) = (âV) :

(5V)= аґ —  + at. ^ -  + а. (А.13)
ох - су дz

Виконання операції («V) над довільною функцією точки еквівале
нтне добутку похідної цієї функції, взятої по напрямку вектора а ,  на і 
чисельну величину вектора а :

д ' І



• и ?
Дійсно, знайдемо спочатку операцію (аУ) над скаляром <р

(аУ)-р = а ( ^ - + а ,  . | ^  + а . ^  = й-У<д 
дх ■ ду дг

Але на основі —  = &а<іт<р маємо (аУ)-<р = а-У(р = а —  
д г  да

Операцію (а\‘) над вектором Ь дає вектор:

\ -  дЬ д ї  дЬ 
(аУ)-6 = а —  + а —  + а —  (А.14)

дх ду дг
компонента якого, наприклад, по осі ОХ дорівнює:

((оУ)-д\ = ах^ -  + а , , ^ -  + а . ^ -  = (аУ)- Ьх 
^  А г дх • ду ' дг У ’ *

З іншого боку, похідна вектора Ь по напрямку а визначається:

дЬ ( _\дЬ ( _\дЬ / ~\дЬ
—  = соліх, а)—  + соліу, а)---- ь сов (г, а )—
да дх ду дг

Якщо помножити останню рівність на о та порівняти з (А.14), то 
впевнимося, що дійсно

г дЬ дЬ дЬ дЬ\ а \ ) Ь  = аг —  +а„ —  + а. —  = а —  
дх ду дг да

Таким чином, якщ о вектор а досить малий, то з точністю до 
величин другого порядку малості (оУ)-6 та (аЧ) (р дорівнюють 

відповідно приросту вектора Ь і скаляру <р при переміщенні «точ
ки спостереження» на відрізок, який дорівнює по величині і напрям
ку вектору а .

Векторне пцле

Векторним полем називають область простору, в кожній точці яко
го задано значення довільного вектору а(г).

Векторний добуток двох векторів а і Ь визначається

/ 7 *
[аб]з а хЬ  = ах ау а:

К  Ьу Ь.

(А. 15)

як вектор, що перпендикулярний векторам а і Ь та утворює з ними 
праву трійку векторів, а по величині дорівнює



Щ  = а Ь - * і^ іь ь )  (А. 16)1

Подвійним векторним добутком називається вектор [а |йс | і він| 
дорівнює 1

(а|лс 1 -Ь (ас)~ с(аЬ ) (А. 17) і
(ця формула читається «бац мінус цаб»)

Диференціювання вектора, який залежить від скалярного аргумен-
ту:

сіаїх) сі _ / \ / \ _ сіа сіа0 _ сіа -
- ^  = -— а0(х Ц х )= а 0— + а—  = а0- -  + Ь, (А. 18)

ах ах ах ах ах
де а0 - одиничний орт в напрямку вектора а , Ь = асоЬ0, Ь0 1 а 0 та
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(0 =
сГа0 ■ швидкість зміни кута (р, що визначає орієнтацію вектора а .
сіх

Наприклад, другий доданок в (А. 18) можна пояснити так.
Зміна в часі постійного по величині вектора означає, очевидно, 

зміну орієнтації його в просторі. Тобто, похідна по часу постійного по
-  сіавеличині вектора а , — , зумовлена приростом його внаслідок поворо- 

Л
ту вектора а навколо певної осі. Оскільки приріст, наприклад одинич
ного орта у , визначається:

<$ = [*?• 7 ], (А. 19)
то похідна по часу вектора у дорівнює:

І  І
Рис. А. 1. Приріст в часі (а значить і зміна в часі) одиничного орту у 

зумовлений поворотом його

Може бути показано, що нескінчений малий потік довільного ве 
торного поля а через поверхню нескінченно малого кубика об’ємсі 

= сіхсіусіг дорівнює:

с!Ы =  асІБ =  сііиасіУ , (А«
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де диференційна операція diva в декартовій системі координат визна
чається так:

_ даг да да,
diva = —-  + —-  + — -  

дх ду dz
Деякі властивості дивергенції векторного поля:

div(ax + а2)= diva, + diva2
div(ca)= с -diva , де с - const

div<p(r)= -d iv 0<p(r)
Якщо вектор а(и) залежить тільки від скаляру и, то

di va(u) = (Va(u))= f Уи J = (a • gradu)

(A.22)

rota(u)= Vm
da_
du

(A.23)

(A.24)

Обчислення похідних від добутку та знаходження повторних похі
дних з допомогою оператора «набла» відбувається при виконанні таких 
двох правил:

1. Оператор «набла» V повинен діяти по черзі на кожну скалярну 
чи векторну величину, що розташована за ним.

2. З оператором «набла» V слід поводитися як із звичайним век
тором, але його не можна переставляти місцями з величиною на яку він 
діє і виносити цю величину за знак V . Наприклад:
1. grad{fpl|/)='V<pl|/ = (p■S/l|ll|/ + y/■Чlp<p = (p■grady/ + l|/■grad(p (А.25)

2. div^j/d-V((id = d■V^  + (р 'Чaa = a■grad(p + (p■diш (А.26)

г -  , 1 1 -  3 1 2d iv — = divn = г ■ grad—л—  divr = -------
г г г г г г

3.

(А.27)

(А.28)

го^іра) = [V • <ра\ = ^[Уаа]+ V 9(р, а\= <р ■ гоШ + \gradtp ■ а] 

div\ab'\= у |аб ]=  У„|аЬ + V*!56 )= б[Уая ] -  V*

= ї[У ца ] - а[уАб]= Ъ • гоіа -  агоіЬ 
При обґрунтуванні цієї формули зроблена циклічна перестановка 

векторів, а в другому доданку змінений порядок^ векторного множення. 
Якби останнє ми не зробили, то при циклічній перестановці було б по
рушене правило 2. -  вектор Ь був би пересунутий за знак оператора УА.

4 .= И й - б ( У а5)+5(у4ї)-(аУ А̂  = (А.29)

= (^^га<^-(а^га4&+яЛь6--6й?іш



В останньому виразі {а ■ grad) = {aV) - скалярний диференційний 
оператор (А. 13)
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/_ ч д д д (аУ )= а  —  + а„ —  + а, —  
'  дх у ду ‘ дг

5 8га с^ь)=  Уа(дь)+ УА(<ЇІ)=  (бЧа)а + £>[Уаа])+ (ЗУА)& + ( ф Аб]|= (д  

= ір ■ +(а • grad)b + • го/й]+ ̂  • гоІЬ ]
а2

6. grad—  = (p■grad)a + \a ■rota\ (А.31)

7. diograd(p = (УУ)^ = У^> = д2 д2 д2 ^
дх2 + ду2 + дг2 )

(р (А.32)

8. го/го/а = [у[Уй]]= У(У5)-(УУ)3 = £га& Л 'ш -У 23 (А.ЗЗ)

9. (У3)£ =(Уаа)Ь +(УА3)Ь = Ь ^ іи а  + ( а У ^  = Ь ^ і ш  + (а- grad)b (А.34)
Із інтегрального подання оператора Гамільтона випливає формула

(УЗ)-3 = ііт ^ { п а )-Ь  -35 , при Г -» 0

із якої безпосередньо одержуємо
І(УЗ)ЬЗГ = ̂ (зз)- Ь ■ с£5 (А.35)

або, враховуючи (А.34)
$(па)-ЬсК! = \1р ■ dilxi)dV + \ (а ■ grad)bdV  (А.36)

Із інтегрального подання оператора Гамільтона випливає також і 
наступна формула

|у з ]б ]= /їт / |й 5 ]б ]з 5  (А.37)

Звідки маємо:
) |у з ] ф г = ф з ] £ ] й В  (А.38)

А далі, використовуючи
|у З ] ї |=  | у а5]й |+  | у ьй ]а |=  -(б • гош | -  |аУ ]- б] 

після підстановки в (А.38) одержуємо нарешті другу інтегральну рів
ність:

І [б • [У й ]^Г + | |з у ] .  ь\іУ  = - \  [йЗ]. Ь1- с® (А.39)



Дельта-функція Дірака та її властивості

Як відомо, 8 - функція була вперше введена П.Діраком, і визнача
ється співвідношеннями:

<?(х)=0 при х * 0  
<S(x)=oo при х = 0

так, що

\8(x)dx = \ , де а < 0 < b (А.40)
а

Із означення (А.40) одержуємо основну властивість 8  - функції:

\ f{x)-8{x)dx = f{f$) при a < 0 < b  (А.41)
а

8  - функція не може входити в будь-які кінцеві фізичні вирази і
формули. Завжди коли пишеться <5 - функція, мається на увазі
подальше інтегрування по тим змінним, від яких залежить 8  - функція.

8  - функцію можна розглядати як межу послідовності аналітичних
функцій. Зокрема, такими властивостями характеризується вираз

І ч sin ах. F (a ,x)= --------, (А.42)
х я

який при а  -> оо поводить себе як 8  - функція.
00 s in  OCX
J  dx = 1 при будь-якому а

я
Тобто, ми бачимо, що

цт ^  = 8{х) (А.43)
а г - к х  Х7Г

Через 8  - функцію часто виражають інтеграли виду:
90

/ e,tad k , який слід розуміти так
-оо ^

аг 2
lim je' dk = Um —sinax
аг— vac _ CT er-+ 0 0  X

Порівнюючи з (А.43) одержуємо:

]eikxdk = 2n8{x) . ■ (А.44)

. 147.

Інші властивості 8  - функції:
\ f ( x \ S ( x - x 0)dx = f ( x 0) 

S (-x )= 8 {x )  
S '(-x )= -8 '(x )
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де-<?(.*)= О 
х-8 '(х)=  ~8(х)

8(ах)=—8(х)

з (х2 -  а2 )= ~ а)+8(х + а)] (А.45)

і / ( х )<5'(х -а)с{х = -Г (а )
\ 3(а -  *)• 3(х -  Ь)сІх = З (а -Ь ) 

/ (* Ж *  -а )=  /(а )з (х  -  а)
3{/)сі/ = 3{х)сЬ

^ ( х)]= ^ £ о )

8 - функція корисна також при розгляді інтегралів Фур’є. Так, як
що ми маємо розклад деякої функції / (* )  в інтеграл Фур’є:

/ (* )=  |с ( * ) Л К ,  (А.46)
-а >

то з допомогою (А.44) відразу одержуємо вираз для оберненого інтег
ралу Фур’є. Дійсно, помножимо ліву і праву частину (А.46) на є"'*1 та 
про інтегруємо по х:

] / { х У к’ххіх = }с{кУ к-к']Чк сЬс= І с{к)8к ]е ,{к̂  ■ сіх =

= ї  с{к)ія8{к -  к'Уік = 2яс(к')
-00

І тому одержуємо

с(к') = — 1 / { х ) .е ^ с к  
2 п

Обґрунтуємо важливе співвідношення:

У2-  = А -  = -4я8(г), 
г г

(А.47)

(А.48)

де
<5(г) = <5(хУ(у-)5(г)

Для цього розкладемо функцію — в тривимірний інтеграл Фур’є:

ікг<1ку<ікх(1к2 (А.49
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Відповідно для функції с(а)= с{кх,ку,кг) маємо на основі (А.47)

(А.50)

Для знаходження в (А.50) інтегруємо спочатку по куту, виби

раючи полярну вісь в напрямку вектора к :

Ф ) = 7 Л г ] і ' ' , <*'і‘ " ™ ^  = 7 ^ у т І И - « " К(2л-) ог о (2 л /  ко
Останній інтеграл знаходиться таким чином. Підінтегральний ви

раз множиться на е~а г , знаходиться інтефал а потім в одержаному 
результаті а  спрямовується до нуля ( а  -> 0 ).

с(*)= у - Ц - т  
У ’ (2л-)2 к 2

Після підстановки в (А.49) маємо

г \ - ^ е ,кЧ кІ 2 , 1
г (2л)2 к2

А тепер знайдемо лапласіан лівої і правої частини цього виразу:

=__
г (2л)2 к2

Враховуючи (А.44) нарешті отримуємо:

А ~  = - ~ у ( 2 я У  8(х)8(у)8(г)= -4я8(г) (А.51)
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Додаток Б ;

Співвідношення між формулами електродинаміки поданими 
в СІ та системі одиниць Гауса

Назва величини СІ Система
Гауса Назва величини С І Система

Гауса

Сила струму і і-^4 л є 0 Електричний ди
польний момент Р Р -^4 лє0

Густина струму І У'л/4^ о
Магнітний мо
мент струму Рп, Рт’у

4л

Ро

Електричний
заряд Я г„ Скалярний поте

нціал <р
<Р

^4 лє о

Густина заряду Р Р - \4 л є о Векторний поте
нціал А

ч
Ро_
4 л

Питома елект
ропровідність Я 4лє0 • Я Швидкість світла

1

•^Ро^а
с

Електроємність с С • 4лє0 Магнітна сприй
нятливість X 4лх

Напруженість
електричного
поля

Е
Е

^4 л є 0
Діелектрична
сприйнятливість а 4ла

Електричне
зміщення й g0

4л
Діелектрична
проникність є єє0

Напруженість 
магнітного поля Н

Н
^4 л р 0

Магнітна прони
кність Ц №о

Магнітна індук
ція

В
в і

Ро_
4 л

Відносна діелект
рична проникність є.

є

Потік магнітної 
індукції

Ф • ч
Ро_
4 л

Відносна магніт
на проникність Рг

Р_
Ро

Індуктивність 1 І
4 лє0 Електричний опір В

я
4лєй

Вектор поляри
зації Р Р -^4 лє0 Вектор намагні

чування І /•
І

4 л

Ро



Правила користування цією таблицею. Для того, щоб перевести 
будь-яку формулу записану в СІ у відповідну формулу в системі Гауса 
слід символ, який позначений в колонці «СІ» замінити символом із 
колонки «Система Гауса». Наприклад, рівняння Максвела в СІ

Гг -  д 5  гоШ = )  + —  
ді

переводиться, згідно таблиці, заміною векторів Н  на
Н

£> ■ , у на у ■ ̂ 4 лє0 . 1 тоді маємо:

л/47ГА>
£) на

гоі Н
= ] - л[4Л£~ + -

П-
4 л

ді

В результаті одержуємо рівняння Максвела в системі Гауса:
-  4 я -  1 дЬгоіН  = — у + ------

с с ді

Ще один приклад. Записати формулу В = , що визначає інду-
2 лЯ

кцію магнітного поля довгого провідника зі струмом, в системі Гауса. 
Робимо заміни

В на В - , а / на і -М л є 0 і одержуємо:
V 4л

В- [а Г _  До і-У4яе~
4 л 2 лЯ

2 ір 0 і-^ 4 я є 0 [4л 2і і------
2 лЯ ] р 0 Я ^ Є°М° сЯ

сЯ
Щоб записати рівняння сііиГ) = р  в системі Гауса, густину заряду

р  замінюємо на р  ■ уІ4лє0 , а Ь  на Ь -  ,1—  і одержуємо:
V 4л



Зауваження. Перехід із СІ в систему Гауса, згідно цих правил, 
завжди приводить до вірних результатів. Але інколи при переході від* 
системи Гауса до СІ виникають помилки, якщ о тільки формула в ‘ 
системі Гауса написана для вакууму. Тому перш ніж переводити 
будь-яку формулу із системи Гауса в СІ її слід записати в формі, що 
справедлива для середовища.



Додаток В
Основні формули електродинаміки в системі Гауса та СІ
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Назва формули Система Гауса СІ

Поле Е  в плоскому 
конденсаторі

4лсгЕ =------
є

0  = ̂  
єє0

Зв’язок між Ё  та <р
г _ -

Е = - ’Я(р, (р\ — (Рі — |Есіі
і

Зв’язок між Р та Ё Р = аЁ Р = ссе0Ё
Означення вектора еле
ктричного зміщення О Ь  = Ё + 4лР = еЁ Ь  = е0Ё + Р  = ее0Ё

Зв’язок між о ' ,Р ,Е <т'= Р =аЕп п а ’=Р„ = ає0Е„

Ємність плоского кон
денсатора с - Я -

4 лА А
Густина енергії елект
ромагнітного поля

Ё 5  + ВЙж = ------------
8л-

Ё 5  + ВНи> = ------------
2

Диполь р  в електрич

ному полі Ё
Ё = р ^ , М  = [ р Ё \ \¥  = -р Ё

Закон Біо-Савара сІВ = -^ - \с ІІг \  
с г

$
1

$

II

,£§

Поле В прямого стру
му

в Л . 2±  
с г

в = -^ ~ —
4 л  г

Циркуляція вектора 
намагнічування 7

 ̂
1 

^ 
II

!
5 \1 Іі = Г

і

Означення вектора на
пруженості магнітного 
поля Я

Н = В -  4 я 7
я = - ^ - - 7

Мо

II Ї  = %Н

Індуктивність І сФЪ — "
І і

Індуктивність соленої
д у

і  =  4 л/т2У '1 = ррйпгУ

Енергія магнітного по
ля струму ш Л Л ,

с 2 2
Густина струму змі
щення

1 50  
4л- ді

5 0
5/
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Н и н  формулі С истем і Гауси СІ

Рівняння Максвела в 
середовищі в інтегра
льній формі

с  Зі
= - / ^ о К  

1 1 ді
*Ш 5 = 4тг|/х/Г Іі)сії;=ІрсіУ

®  к
1 с \  )

| М = о { Ш  = 0

Рівняння Максвела в 
середовищі в локаль
ній формі

двго( Е  » ------
ді

дВгоі Е * ------
ді

сіі оЕ> = Акр сіїоІ) = р
-  4 я -  1 дЬгоШ = —  / + ------

с с ді
Р, дЬ  

гоіН = / + —  
Зі

сііоВ = 0 йшВ  = 0

Вектор Пойнтінга $ . £ [ & / ] я - ^ я ]

Густина імпульсу
електромагнітного
поля

* = ї У “ 1

_ _  5  с
V

- £  с £  = —  ,и = - 7 =  
°

Зв'язок між £  та Я  в 
електромагнітній хвилі т[ї:Е = ^ р Н Е ^ щ , = И ^ р р 0

Потужність випромі
нювання диполя

сі№ _ 2  р 2 
Л  ~ 3 с3

сі(У . р л р 2 
<к блс

Умова калібровки 
Лоренца С ЧЙ

ШЫ = 0
. с2 <іі

Формули перетво
рення компонент по
ля

= ^  п

“ М )
Вп = ^ П '

£ , = г ( ^ ' - № )

= * п Лп = ^  п

^  = г [ я  + 7 ^ І

Інваріанти електро
магнітного поля

££  = //IV £В = іт  ї
£2 -  В'1 = іт £ 2 — с2# 2 = іт  Ж
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Додаток Г
Співвідношення між одиницями вимірювання електромагнітних 

величин в системах Гауса та СІ

Величина
Одиниця величини Співвідношення між 

одиницямиСистема
Гауса СІ

Заряд 1 с г с ч Кл ІСГС = 10 = 10 * Кл 
4 с 3

Сила струму 1 сгс , А ІСГС, = 10 = 10' 9 Л 
' с 3

Напруженість електрич
ного поля 1СГСЕ В

м 1СГСЕ = с-1(Г6 — = 3 1 0 4 — 
м м

Потенціал, напруга 1 СГС У В \СГСу = с-10*5 = 3005

Електричний момент \с г с р Клм ІСГС = -10-"  Кл м 
р 3

Вектор поляризації Р 1 СГСр Кл
м 1СГСЯ = -Н Г 5 —  

я 3 м
Вектор електричного 
зміщення £>

1 СГС о Кл
м2

ісГСр Ю5 Кл 10-5 Кл 
4лс м 2 12л- м 2

Опір \ с г с п Ом 1СГО, =с2 \(ҐО м=9 \ІЇ'Ом
Питома електропровід
ність 1 с г с , См

м ІС Г С ,= -1 0 9С м /м  
л 9

Електропровідність 1СГСЕ См 1СГСг = — Ц гС м  
* 9-Ю"

Ємність 1 СГСс Ф ю 9ІСГС с = 1см = —2~Ф
С

Магнітна індукція Гс Тл \Гс=\(ҐТл
Потік магнітної індукції Мкс Вб \Мкс = \0~* Вб

Потік вектора О 1 с г с т Кл .п г г  ш _ к г 5ІСГС т -  Кл Кл 
4 лс 12л

Магнітний момент 1 с г с т А-м2 1СГСЖ - \ 0 3 А м 2

Намагніченість І 1 с г с , •А
м ІСГС, =103 —

м

Вектор Н 1£ А
м . І Е - £ +  

4л м
Індуктивність і 1см Гн 1см = 10’9Ги
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Додаток■

Основні фізичні константи

Величина Позначення і числове значення

Г равітаційна стала 0  = 6.6720 -10-11 Им.
кг

Прискорення вільного 
падіння (нормальне) = 9 .8 0 6 6 5 4с
Нормальний атмос
ферний тиск

р 0 = 101325Яа

Стала Авогадро Уа = 6,022045-1023л/ольч
Молярний об’єм ідеа
льного газу за 
нормальних умов

V -  22.41383 10‘3 М
МОЛЬ

Універсальна газова 
стала

Я = 8.31441 Дж  
моль ■ К

Стала Лошмідта п0 = 2,7-1025лГ3

Стала Больцмана к = 1.38662 -10-23
К

Швидкість світла у 
вакуумі с = 2,99792458 108 —

с

Магнітна стала р 0 = 4л- 10 '7 — = 1,25663706144-10 '6 —
м м

Електрична стала 
♦

єа =0,885418782-10"" — 
м

1 = 9 -109 М 
4яг0 Ф

Маса електрона
[0,91109534101 (Г11 г =  5,4858026104 а.о.м 

те =\
(0,51 \МеВ

Маса протона т-р = 1.6726485 -10‘27к-г =  1,007276470 а.ом

Маса нейтрона т„ =  1.6749543-10“27 кг =  1,008665012а.о.л<

Атомна одиниця маси
1 а .о .м .  =  1,6605655 • 10~27кг 
{ в ід п о в ід а є  • енергії • 931,3 МеВ) |

і
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Величина Позначення і числове значення

Елементарний заряд
|і,6021892-10"19 Лл 

[4,803 -10 ІОСГС£

Відношення заряду 
електрона до його 
маси

—  = 1.7588047 10й —  
те кг

Стала Фарадея Е = 9.648456-104- ^ -  
моль

Стала Планка А = 6,626176-10“34 Д ж с

Стала Стефана -  Бо
льцмана

ст = 5,67032-10~8 В. т .
м К

Стала Віна Ь = 0,00289782л» ■ К

Стала Ридберга /?„= 10973731,77м4

Борівський радіус а0 = 0,52917706-10“10 л/

Деякі позасистемні одиниці

1А = \0~*см

\кст = 4,18 Дж  = 4,1868 • 107 эрг(\Дж  = 0,2388лал) 

Хмм.рт.ст. = 133,ЗЯа = ІЗЗЗдин/смг 

1р/л = 3,1,6-107с 4

• 1 св.рік = 9,5 • 10|7сл<

[і,6-10Ч2£рг

[і,66-10_24г
Ш .О.М. =  <

т \,5 М е В



ЛІТЕРАТУРА

1. Е.Г. Векштейн. Сборник задач по электродинамике. - М.: Высшая 
школа, 1966. - 287 с.

2. А.И. Алексеев. Сборник задач по классической электродинамике. - 
М.: Наука, 1977. - 317с.

, 3. Н.И. Жирнов. Задачник-практикум по электродинамике. - М.: Про-
| свещение, 1970. - 350 с.

4. В.В. Батыгин, И.Н. Топтыгин. Сборник задач по электродинамике. - 
М.: Наука, 1970. - 535 с.

5. И.Е. Иродов. Электромагнетизм. Основные законы. - М.: БИНОМ. 
Лаборатория знаний, 2003. - 320 с.

6. Д.М. Мазуренко, М.М. Алперін. Задачі і вправи з теоретичної фізи
ки. - K.: Вища школа, 1978. - 198 с.

7. И.Е. Иродов. Задачи по общей физике. Учеб. пособие для вузов. 4-е 
изд., исправленное. - М.: Лаборатория Базовых Знаний, 2001. - 432 с.

8. Сборник задач по общему курсу физики. Под ред. В.А. Овчинкина. 
Часть 2. Электричество и магнетизм, оптика. Изд. 2-е, исправленное.
- М.: Изд-во МФТИ, 2000. - 366 с.

9. О.А. Коновал. Задачі з класичної та релятивістської електродинамі
ки. -  Кривий Ріг: КДПУ, 1999. -  38 с.

10. O.A. Коновал. Лекції з класичної та релятивістської електродинамі
ки. -  Кривий Ріг: КДПУ, 2006. -  250 с.

■щ
І 158



Навчальний посібник

КОНОВАЛ Олександр Андрійович

Задачі з класичної та 
релятивістської електродинаміки

Українською мовою

В авторській редакції 
Відповідальний за випуск В.В. Стецюк 

Комп’ютерна верстка та дизайн Н.В. Багірова



Коновал O.A.
К 64 Задачі з класичної та релятивістської електродинаміки. -  Кривий 

Ріг: Видавничий дім, 2006. - 158 с.: іл.

В посібнику наведені методичні вказівки до розв’язку задач та індивідуа
льні завдання для самостійної роботи з курсу "Теоретична фізика", розділ 
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роні явища. Зміст задач також перекликається зі шкільним та загальним курсом 
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Періодична система хімічних елементів Д.І. Менделеева
чо
*5.4>

чссО.

]Г Р У т П А1

С
І II III IV V VI VII VIII

1 1
Н 1 

Гідроген
1,0079 Водень

Не 2 
Гелій

4,0028

Символ
елемента

\

Порядковий
номер

2 2
Ід 3 

Літій
5,941

Ве 4 
Берилій

9,012

В 5
Бор

10,81

С 6 
Карбон

12,011 Вуглець

N 7 
Нітроген

14,067 Азот

О 8 
Оксисен

15,999 Кисень

Б 9 
Флуор

18,998 Фтор

N6 10 
Неон

20,179
*

Н 1 
Гідроген ̂

1,0079 Водень

,  Назва 
елемента

3 3
N3 11 

Натрій
22,990

Mg 12 
Магній

24,305

АІ 13 
Алюміній

26,981

Бі 14 
Силіцій

28,066

Р 15 
Фосфор

30,973

Б 16 
Сульфур 

32,06 Сірка

СІ 17 
Хлор

35,453

Аг 18 
Аргон

39,948

Відносна
атомна
маса

\ Назва
простої
речовини

4
К 19 

Калій
39,098

Са 20 
Кальцій

40,08

21 Бс 
Скандій

44,956

22 Ті 
Титан

47,90

23 V 
Ванадій

50,941

24 Сг 
Хром

51,996

25 Мп 
Манган

54,938

26 Бе 
Ферум
Залізо 55,847

27 Со 
Кобальт

58,933

28 N1 
Нікол
Нікель 58,70

5
29 Си 
Купрум
Мідь 63,546

зо тл
Цинк

65,38

Єа 31 
Галій

69,72

Єє 32 
Германій

72,59

Аз 33 
Арсен

74,921

Бе 34 
Селен

78,96

Вг 35 
Бром

79,904

Кг 36 
Криптон

83,80

5

6
ЯЬ 37 

Рубідій
85,468

Бг 38 
Стронцій

87,62

39 У 
Ітрій

88,906

40 2г 
Цирконій

91,22

41 І9Ь 
Ніобій

92,906

42 Мо 
Молібден

95,94

43 Тс 
Технецій

98,906

44 Ни
Рутеній

101,07

45 Ні» 
Родій

102,905

46 Ра 
Паладій

106,4

7
47 А8 
Аргентум
Срібло 107,868

48 с а  
Кадмій

112,40

Іп 49 
Індій

114,82

Бп 50 
Станум

118,71 Олово

БЬ 51 
Стибій

121,75

Те 52 
Телур

127,60

І 53 
Іод

126,904 Йод

Хе 54 
Ксенон

131,30

8
Са 55 

Цезій
132,91

Ва 56 
Барій

137,33

57 *Іді 
Лантан

138,905

72 ІІГ
Гафній

178,49

73 Та 
Тантал

180,948

74
Вольфрам

183,85

75 Ие 
Реній

186,207

76 (Ь  
Осмій

190,2

77 Іг 
Іридій

192,22

78 Р1 
Платина

195,09

9
79 Ан 
Аурум
Золото 196,967

80
Меркурій
Ртуть 200,59

Ті 81 
Талій

204,37

РЬ 82 
Плюмбум

207,2 Свинець

Ві 83 
Бісмут

208,980

Ро 84 
Полоній

[2091

Аі 85 
Астат

[2101

Ип 86 
Радон

[2221

7 10
Рг 87 

Францій
Г2231

На 88 
Радій

226,025

89 **Ас 
Актиній

[2271

104 ЦЬ 
Дубній

12611

105 Д 
Джоліотій

[262]

106 НГ 
Резерфордій

[2631

107 Вії 
Борій

[2621

108 №  
Гасій

[265]

109 МІ 
Майтнерій
..........  [2661 1

ПО иип 
Унуннілій

[272]
Вищі

оксиди
ИгО КО в2о2 ко2 и2о5 ИО} к2о, ко4

Легкі
гідриди

ІШ4 КНз Н2ІІ НИ

*Лантаноїди
58 Се 59 Рг 60 N(1 61 Р т 62 Бш 63 Еи 64 єа 65 ТЬ 66 Иу 67 Но 68 Ег 69 Тш 70 УЬ 71 їді
140,12 140,908 144,24 [147] 150,4 151,96 157,25 158,925 162,50 164,93 167,26 168,93 173,04 174,97
Церій Празеодим Неодим Прометій Самарій Європій Гадоліній Тербій Диспрозій Гольмій Ербій Тулій Ітербій Лютецій

**АктнноІди
90 ТЬ 91 Ра 92 11 93 ІЧр 94 Ри 95 А т 96 С т 97 Вк 98 СГ 99 Еа 100 Еш іоі ма 102 N0 103 ІД-

232,038 [231] 238,029 [237] [244] [243] [247] [347] [251] [252] [257] [258] [259] [260]
Торій Протактиній Уран Нептуній Плутон Америцій Кюрій Берклій Каліфорній Ейнштейній Фермій Менделевій Нобелій Лоуренсій


