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Деркач А. В., Соловйов В. М
ВИКОРИСТАННЯ СПЕКТРАЛЬНИХ МІР НАДІЙНОСТІ СКЛАДНИХ СИСТЕМ

Складні мереже подібні системи мають високу продуктивність завдяки своїй 
надійності, тобто здатності виживати внаслідок випадкових подій. Наприклад, сучасне 
суспільство залежить від інфраструктурних мереж: зв’язку, електроенергії, залізничних, 
соціальних, фінансових та інших. Через надзвичайну важливість надійність стала 
центральною темою в складних мережах і привертає все більшу увагу.

В залежності від того, за якими параметрами мережі ми робимо висновки щодо 
стабільності, можна умовно розділити міри надійності складних мереж на топологічні 
та спектральні В даній роботі ми розглянемо тільки деякі із спектральних мір 
складності. При цьому будемо використовувати як матрицю суміжності, так і матрицю 
Лапласа.

Матрицею суміжності графа, що складається з п вершин, називається квадратна 
матриця А порядку п, у якої а/у = k , якщо вершини v,- та vy суміжні кратності k і
Ojj = 0, якщо вони несуміжні.

Матриця Лапласа використовується для підрахунку остовних дерев графу 
(матрична теорема про дерева), а також для отримання деяких важливих спектральних 
характеристик графу. Для її знаходження використовують формулу: L=D-A, де D -  
матриця, на головній діагоналі якої ступені вершин графу, а інші -  нулі:

i = j ,  
і  *  У »

(1)
</, -  ступінь відповідної вершини графу [1].
Розглянемо три з найбільш відомих і досліджених мір надійності мережі: 

алгебраїчна зв’язність, ефективний опір, природна зв’язність.
Найменше із додатних власних значень матриці Лапласа 2, називається 

алгебраїчною зв’язністю (algebraic connectivity) графу. Ця величина відображає «силу» 
зв’язності компонент графу та використовується при аналізі надійності та синхронізації 
графу. Більше А, відповідає надійнішій мережі [2].

Граф можна представити у вигляді електричного кола: ребра (/,/) являють собою 
опори Ефективний опір графа R,) є сумою ефективних опорів по всім парам вершин i ,j  
мережі. Доведено, що його можпа записати як функцію ненульових власних значень 
матриці Лапласа ЛДЗ]:

*- 2 *. - "І-
Н і- Іія  1*1 Л} (2)

Мале значення ефективного опору графу вказує на надійну мережу.
На рис. 1 зображена динаміка часових рядів німецького (DAX), британського 

(FTSE) і французького (FCHI) фондових ринків та відповідні ефективні опори. З рис. 1 
видно, що дана міра реагує на флуктуації асиметрично до самого індексу, тобто коли 
Динаміка зростає, міра спадає, і навпаки. Тому міру ефективного опору доцільно 
використовувати для аналізу і прогнозування окремих сегментів часового ряду.

Натуральна зв’язність (natural connectivity) базується на числі замкнутих шляхів у 
вигляді графу і може бути виражена через суму власних значень. Довжина шляху k -  це 
Шл*х по вершинах і ребрах графу, починаючи з і>0, проходячи А:-1 вершин і k ребер і до 

в ut . Якщо и0 = ик, то цей шлях називається замкнутим шляхом. Замкнутий
ЩЛях може містити вершини, які повторюються, тобто довжина може бути 
^скінченною. Замкнуті шляхи пов'язані з підграфами і служать мірою для мереж. Тому 

Ула введена міра, заснована на сумі закритих шляхів.
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б)
Рис. 1. (а) Динаміка фондових індексів Німеччини (DAX), Франції (FCHI), Великої 

Британії (FTSE) та (б) їх ефективні опори

Природна зв’язність обчислюється за формулою [2].
,.х , .

*
де S -  зважена сума чисел замкнутих шляхів, $ „ у*  -

( 3 )

число

замкнутих шляхів довжини к .
Як можемо побачити з рис. 2, природна зв'язність с хорошим індикатором- 

передвісником критичних явиш.

Рис. 2. Графіки, що відповідають динаміці бразильського і японського фондових ринків 
BVSP (а) і N225 та (б) значення міри природної зв’язності (пунктирна лінія)

Отже, ефективніш опір є більш чутливим до флуктуацій динаміки індексів у 
порівнянні з природною зв’язністю, так як остання усереднює незначні коливання 
Тому ефективний опір є чутливим до динамічних властивостей часового ряду, а 
природну зв’язність можна використовувати як індикатор тренду, тоді як природна 
зв’язність більш чутлива до кризових явищ.
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