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ЕКСТРЕМАЛЬНІ ЗАДАЧІ В ШКІЛЬНОМУ КУРСІ ГЕОМЕТРІЇ

П . І. У л ь ш и н , О . М . Ігн а т ч ен к о
У к р а їн а , м . К р и в и й  Р іг , К р и в о р ізь к и й  д е р ж а в н и й  п е д а г о г іч н и й

у н ів е р с и т е т

У  ш к іл ь н о м у  к у р с і г е о м е т р ії  ч а ст о  р о зг л я д а ю т ь ся  за д а ч і н а  з н а х о ­

д ж е н н я  м а к си м а л ь н о г о  а б о  м ін ім а л ь н о г о  зн а ч е н н я , п о в ’я за н і з  в л а с т и в о ­
с т я м и  ф іг у р . В о н и  щ е  н а зи в а ю т ь ся  ек ст р ем а л ь н и м и . П р и в е д е н і н а зв и  
за д а ч  м а ю т ь  с в о є  п о х о д ж е н н я  в ід  л а т и н сь к и х  сл ів : т а х і т и т  -  н а й б іл ь ­
ш е , т і п і т и т  -  н а й м е н ш е , е х і г е т и т  -  к р ай н є.

У  б іл ь ш о с т і с в о їй  т а к і за д а ч і м а ю т ь  п р а к т и ч н е  за с т о су в а н н я . Д о б р е  
в ід о м и й  в и сл ів  Л е о н а р д а  Е й л ер а: « У  с в іт і н е  в ід б у в а є т ь с я  н іч о г о , у  ч о м у  
б  н е  б у л о  в и д н о  з м іс т у  я к о г о -н е б у д ь  м а к с и м у м у  а б о  м ін ім у м у » .
З  д а в н іх -д а в е н  в и н и к а л и  за д а ч і н а  з н а х о д ж е н н я  н а й к о р о т ш о ї в ід с т а н і  
м іж  н а с е л е н и м и  п у н к т а м и , н а  в и г о т о в л е н н я  п о т р іб н и х  в и р о б ів  з  н а й ­

м е н ш о ю  за т р а т о ю  м а т ер іа л у , н а  п о б у д о в у  ф іг у р и , в п и с а н о ї в д а н у  ф іг у ­
р у , з  н а й б іл ь ш о ю  п л о щ е ю  і т .д .

Д о в г и й  ч а с  п р и  р о з в ’я зу в а н н і е к с т р ем а л ь н и х  за д а ч  н е  б у л о  є д и н о г о  
п ід х о д у . ї х  р о з в ’я зу в а л и  м е т о д о м  п р и к л а д а н н я  п л о щ , а б о  м е т о д о м  в и ч е ­
р п у в а н н я , а б о  в и к о р и ст а н н я м  г е о м е т р и ч н и х  н е р ів н о с т е й , як і сп о ч а т к у  
д о в о д и л и , а  п о т ім  в ід ш у к у в а л и  у м о в и , п р и  я к и х  в о н и  п е р е х о д и л и  у  р ів ­
н о с т і.

Є  і т ак і за д а ч і, як і р о з в ’я зу ю т ь с я  за  д о п о м о г о ю  п р и н ц и п у  « к р а й н ь о ­
г о » . Ц е й  п р и н ц и п  п о л я г а є  в т о м у , щ о  ін к о л и  в за д а ч і б у в а є  к о р и с н о  р о з ­
г л я н у т и  п е в н и й  « к р а й н ій »  е л е м е н т , н а  я к о м у  д ея к а  в е л и ч и н а  п р и й м а є  
н а й б іл ь ш е  а б о  н а й м е н ш е  зн а ч ен н я . Т а к и м и  е л е м е н т а м и  м о ж у т ь  бути : 
с т о р о н а  тр и к у т н и к а , к у т , в ід ст а н ь , п л о щ а , м н о г о к у т н и к  -  н а  я к и х  д о с л і­
д ж у є т ь с я  їх  н а й б іл ь ш е  а б о  н а й м е н ш е  зн а ч ен н я .

С е р е д  е к с т р ем а л ь н и х  за д а ч  Д а в н ь о ї Г р е ц ії,  як і м а ю т ь  т е о р е т и ч н и й  і 
п р а к т и ч н и й  ін т е р е с , м о ж н а  в ід м іт и т и  н а с т у п н і.

З а д а ч а  Е в к л ід а  (III ст . д о  н .е .):  « В  д а н и й  т р и к у т н и к  А В С  в п и са т и  
п а р а л е л о г р а м  А Б Е Р  ( Е р | |А В ,  Б Е Ц А С ) н а й б іл ь ш о ї п л о щ і» .П р и  
р о з в ’я зу в а н н і ї ї  в и к о р и ст о в у є т ь ся  м е т о д  п р и к л а д а н н я  п л о щ  і в с т а н о в л ю ­
єть ся , щ о  т о ч к и  Э . Е і Р -  л е ж а т ь  н а  с е р е д и н а х  с т о р ін  т р и к у тн и к а .

З а д а ч а  А р х ім е д а  (II ст . д о  н .е .):  « З н а й т и  к у л ь о в и й  с е г м е н т , щ о  м іс ­
т и ть  н а й б іл ь ш и й  о б ’є м  с е р е д  в с іх  с е г м е н т ів , як і м а ю т ь  за д а н у  п л о щ у  
с ф е р и ч н о ї п о в е р х н і» . Р о з в ’я зу в а н н я  ц іє ї  за д а ч і б а зу є т ь с я  н а  в и к о р и ст а н ­
н і н е с т р о г и х  н е р ів н о с т е й  і в с т а н о в л ю єт ь с я , щ о  с е р е д  в с іх  с ф е р и ч н и х  
с е г м е н т ів , о б м е ж е н и х  р ів н и м и  п о в е р х н я м и , н а й б іл ь ш и й  б у д е  -  п ів к у -
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лею.
Задача Герона (І ст.): «Дано дві точки А і В по одну сторону прямої 

І. Потрібно знайти на І таку точку ^ , щоб сума відстаней А ^+ ^В  була 
найменшою». При розв’язуванні задачі використовуються властивості 
осьової симетрії і сторін трикутника.

В середині XVII ст. видатними вченими П. Ферма, Г. Лейбніцем,
І. Ньютоном й ін. Було встановлено загальний підхід до розв’язування 
екстремальних задач. Спочатку процес, який розглядається в задачі ви­
значається у вигляді неперервної функції у  = Дх). Далі вивчаються влас­
тивості цієї функції за допомогою похідної. Якщо функція неперервна в 
точці х0 і похідна її змінює знак на протилежний при переході через цю 
точку, то х0 -  точка екстремуму функції. При цьому:

1) якщо при х < х0 похідна / '  (х) > 0 , а при х > х0 маємо / '  (х) < 0 , 
то х0 -  точка максимуму;

2 ) якщо / '  (х) < 0 при х < х0, а / '  (х) > 0 при х > х,то х0 -  точка мі­
німуму. Значення функції в цих точках відповідно є максимальним або 
мінімальним.

Задачі на екстремум у геометрії з використанням похідної розгля­
даються в старших класах загальноосвітньої школи, а в молодших кла­
сах при розв’язуванні екстремальних задач використовуються певні вла­
стивості геометричних фігур. Розглянемо приклади розв’язування таких 
задач з використанням різних методів.

Задача 1.
Серед усіх трикутників із даними сторонами АВ = с і АС = Ъ знай­

діть той, у якого більша площа.

Розв’язання:
Відомо, що площу трикутника можна знайти за формулою

8  = — Ъсзіп а  , де а= Р  ВАС. Кут а може змінюватися від 0о до 180о, а зіп
2

а при цьому приймає найбільше значення при а=90о: зіп 90о=1. Отже, 

найбільшу площу має прямокутний трикутник, тобто 8  = 1  Ъс .

Задача 2.
У внутрішній частині випуклого чотирикутника знайдіть точку, су-
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ма відстаней від якої до його вершин була б найменшою.

Розв’язання.
Побудуємо діагоналі АС і В ^  випуклого чотирикутника АВС^. Не­

хай О = АС  П В ^.
Візьмемо будь-яку точку Оі, яка належить внутрішній частині чоти­

рикутника і з’єднаємо її з вершинами його. Запишемо нерівності.
АО1 + О1С > АС = АО + ОС і ВО1 + О ^  > В ^  = ВО + О^.

Якщо з одержаних нерівностей хоч одна строга, то це означає, що 
точка О1=О, сума відстаней від якої до вершин чотирикутника є най­
меншою.

Задача 3.
Всередині гострого кута ВАС дано точку М. Знайти на сторонах ВА

і АС точки К  і Ь такі, щоб периметр трикутника КЬМ був найменшим.

Розв’язання.
Побудуємо точки Мі і М2, симетричні до точки М відносно прямих 

(АВ) і (АС), відповідно у точках К  і ^. Побудуємо трикутник КЬМ.
Доведемо, що А КЬМ має найменший периметр серед периметрів 

інших трикутників із вершинами в точці М і точках, які лежать на пря­
мих (АВ) і (АС). Будемо доводити методом від супротивного. Припус­
тимо, що існують точки К 1 є (АВ) і ^ 1 є (АВ), відмінні від точок К  і ^, 
для яких А К ^ М  має менший периметр ніж периметр трикутника 
КЬМ. Побудуємо відрізок К 1М 1 і ^ 1М2. Оскільки А К 1М 1М і А ̂ 1М2М -  
рівнобедрені за побудовою, то периметр А К ^ М  дорівнює довжині 
ламаної М ^ ^ М 2.З другого боку периметр А КЬМ дорівнює довжині 
відрізка М 1М2, бо КМ = КМ1 і ^М  = ^М 2. Маємо многокутник 
М ^ ^ К ь  Оскільки в будь-якому многокутнику довжина однієї сторо-
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ни менша від суми довжин усіх інших його сторін, то 
М1М2<М1К 1+ ^ 1М2. Звідси випливає, що припущення було невірним, і 
залишається вірним твердження, що периметр А КЬМ є найменшим.

Задача 4.
Потрібно виготовити відкритий жерстяний бак з квадратним дном і 

об’ємом Ко. При яких розмірах такого баку буде затрачено найменше 
матеріалу?

Розв’язання:
Бак має форму прямокутного паралелепіпеда АВС^А1В1С1̂ 1. По­

значимо сторону основи АВ=х і висоту АА1=у.
Площа поверхні баку запишеться так 8=x2+4xу. Оскільки об’єм ба-

2 Vку Ко=х у, то у  = —2. Тому площу поверхні можна представити у вигляді
X

4V
функції одного змінного: 8  = х +------ .

X
4V

Дослідимо цю функцію на екстремум: 8 ' = 2x----- 2г = о . Звідси ма-
X

ємо X,, = \[2 Уо .

Оскільки мають місце нерівності: < < і похідна 8 '

при переході через точку хо зліва направо змінює знак з «-» на «+», то 
X, = Ф к  -  є точкою мінімуму, а значення функції 8  в цій точці є міні­

. . . . V  .мальним. Точці хо відповідає і значення уо = . Легко підрахувати,

Xо Ф К  2 2що —  = .—  = 2 , звідки x0 = 2 уо.
Уо , Ко

і----  VВідповідь: Xо = у2Ко , Уо =  , Xо = 2Уо .

Задача 5.
В кулю радіуса К вписати циліндр з найбільшою бічною поверхнею.
Розв’язання:
Площа бічної поверхні вписаного циліндра визначається за форму­

лою 8  = 2ж Н , де х = АО -  радіус основи, Н  = ВС -  висота циліндра. Із 
А АВС ( Р  В=9оо), за теоремою Піфагора 4К2 = 4X2 + Н 2, звідки 

Н  = 2V К 2 -  X2 .
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Площу бічної поверхні вписаного циліндра тепер можна записати у
вигляді функції від змінної х : 8  = 4лх л] К 2 -  х 2 . Дослідимо цю функцію

К 2 — 2 х2 К
на екстремум: 8 ' = 4ях .—  = 0. Критична точка: х0 = —:=. Запи-

л/К2 -  х2 л/2
к  к  Ж к  Ц

шемо нерівності — < ~^= < К  і знаходимо: 8 'І — І > 0, 8 '(К) > 0 .

Оскільки знак похідної при переході через критичну точку зліва на-
Кправо змінюється з «+» на «-», то х0 = —;= -  є точкою максимуму, а фу-

л/2
нкція 8 в цій точці приймає найбільше (максимальне) значення 8=2лК2.

Відповідь: х0 = -К , Н  = л [іК і 8=2лК2. 
л/2

Екстремальні задачі виникали з практичної діяльності людей і зав­
жди вимагали застосування ефективних методів їх розв’язування. В 
зв’язку з цим у навчальному процесі їм приділяється важливе значення. 
Вони сприяють розвитку розумової діяльності учнів, розширюють кру­
гозір та збагачують їх знання новими методами.
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