
ВІСНИК
МІЖНАРОДНОГО

ДОСЛІДНОГО
ЦЕНТРУ

“ЛЮ ДИНА: МОВА, 
КУЛЬТУРА, П ІЗН АН Н Я’

Т О М  4 2  
2 0 1 8



С.С. ГАБ, B.B. КОРОЛЬСЬКИЙ

39

УДК 517.521:514.172.4

ЧИСЛОВІ РЯДИ, ЯКІ ПОВ’ЯЗАНІ З ПАРАМЕТРАМИ 
ДОДЕКАЕДРА

У статті розглядається одержання «сігма-моделей» числового 
знакододатного ряду за допомогою нескінченої послідовності вписаних 
додекаедрів в додекаедр зі стороною а = 1. Одержані ряди мають різ
ні види їх геометричної інтерпретації, що дає можливість ефектив
ної реалізації дидактичного принципа наочності при вивченні одного із 
основних розділів математичного аналізу « Числові ряди».

Ключові слова: числовий ряд, «сігма-модель» числового ряду, 
геометрична інтерпретація членів ряду, додекаедр.

The article deals with the obtaining o f  "sigma-models" o f  the 
numerical log-coded series by means o f  an infinite sequence o f  inserted 
dodecaheders in the dodecahedron with the side a = 1. The resulting series 
have different types o f  their geometric interpretation, which makes it 
possible to effectively implement the didactic principle o f  visibility when 
studying one o f  the main sections o f  the mathematical analysis "Numerals".

Keywords: numerical series, "sigma-model" o f  a numerical series, 
geometric interpretation o f  members o f  a series, dodecahedron.

Постановка проблеми. В сучасних підручниках теорія 
числових рядів базується на використанні знакових м оделей  чи 
слових  рядів. Знакові м оделі і їх  застосування при вивченні м а
тем атичного  аналізу  м ож уть бути б ільш  доступним и для ви
вчення числових рядів за допом огою  геом етричної інтерпретації 
членів ряда.

Аналіз актуальних досліджень. В існую чих підручниках 
і посібниках з м атем атичного аналізу, де одним  з розд іл ів  є «Ря
ди», а  також  в окрем и х дж ерелах, п ов’язаних з числовим и ряда
ми не спостерігається використання в ізуалізац ії членів рядів за 
допом огою  їх  геом етри чної інтерпретації. Д ослідж ення зв ’язку 
«сігм а-м оделей» числових рядів і їх  геом етричної інтерпретації 
продем онстрован і в роботах  [1].
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Мета статті — показати приклад одержання числового ря- 
да і його «сігма-моделі» за допомогою геометричної інтерпрета
ції членів ряда, побудованої з використанням параметрів нескін
ченної кількості додекаедрів вписаних в додекаедр зі стороною 
а = 1.

Виклад основного матеріалу. Розглянемо додекаедр зі 
стороною а = 1 (рис.1). Для того, щоб отримати множину вписа
них додекаедрів виконаємо послідовність наступних дій:

1) проведемо до кожної сторони серединні перпендикуля
ри;

2) якщо середини відрізків сполучити одержимо наступний 
додекаедр який вписаний в заданий (рис.2);

3) на подальших кроках побудови, по аналогії, потрібно 
провести серединні перпендикуляри до кожної сторони попере
дньо вписаного додекаедра, та сполучити їх, отримаємо послідо
вність вписаних додекаедрів (рис.З).



На першому кроці досліджень має місце додекаедр сторо
на якого Нійі = 1 см. Для того, щоб одержати вписаний додека
едр в даний, розглянемо д  О-, 1 0 :1 * 0  -  серединний перпендику

ляр, тому д £ 1 Ш  =  90ї;£ 1і  =  і Я 1,Оі =  * ;Ш)1 = = Я 1П1 =  1
2 2

(оскільки навколо правильного шестикутника можна описати 
коло, радіус якого дорівнює довжині сторони вписаного шести
кутника, (Юі -  радіус описаного кола) (рис.4).

Рис.4

За теоремою Піфагора знайдемо довжину відрізка

Відрізок Ю  як радіус описаного кола для вписаного доде
каедра дорівнює його довжині, таким чином при п = 2 отримано
додекаедр зі стороною: 1 0 =  Ш  = — (см).у

По аналогії до попередніх обчислень знайдемо довжини 
сторін для декількох подальших вписаних шестикутників.

З д  ЬМО: N О -  серединний перпендикуляр, тому:

ZLЛ'0 -  00е; N1 -  г ІН  -  Ч!'3; 01 = ЬН =  У3. За теоремою
2 4 2

Піфагора знайдемо довжину відрізка N 0
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NO =  tJLO2 — NL2 = H y
VäV

4
4

3 3
4 _ 16

1 2 - 3
16

( c m ).- Г ■• |̂ 1 6  4

З д  NSO: SO -  серединний перпендикуляр, тому: 

z NSO =  90' :  SN = -  : NO =  2SN  =  -  . За теоремою Піфагора
8 4

знайдемо довжину відрізка SO

SO = s]N02 -  SN2 (ї)
3 \ Г

116 64
3 6 - 9

64

127  
6 4

(см).

З д  5 В г0: В/О -  серединний перпендикуляр, тому:

z5B,б? =  90'; ЗО =  — : ЗВ, = — . За теоремою Піфагора
1 8 16

знайдемо довжину відрізка ТО:

SO2 -  SB,
Ш 3 \

V 8
зуз
U

27 27
6 4 ~  256

1 0 8 - 2 7
256

=  -  (см).

З д  в  5хО: -  серединний перпендикуляр, тому:

д а д О  =  90°; ЯаО =  — ; =  А  За теоРемою Піфагора26 32
знайдемо довжину відрізка .ТО:

і'і » - № - Ш  - J i
9_\ _  ТО г _  _£1 _  _ Ц  _  _ Ц  _  ї ї  (см).

Отже сторони вписаних додекаедрів відповідно мають до
вжини:

1 _ уз. З _ ЗуЗ _ _9_ _ 9уЗ _
'  2 ’ 4 '  8 '  1 6 ' 32 '

тому можемо записати ряд для вписаних шестикутників в насту
пному вигляді:

СЮ -----------

м'3п 

~2"І
п=0



який є прикладом  ряду нескінченно спадної геом етричної про
гресії, знам енник якої:

т/о-ї ___
Ьк ~утг 2П-1- і/З" 2п -2~1-л/Зп ^

(уп-1 тп . ^з п - і  р« • • (УЗ)-1 2

І

2п-і
О скільки перим етр це сум а всіх  сторін  м ногокутника, то 

му в даном у разі периметри для всіх вписаних ш естикутників 
м ож на представити у вигляді:

СО ,  __

У З '1
2 п 

п=0
Відомо, що площ а правильного ш естикутника обчислю 

ється за ф ормулою :

5  =
2

тоді ряд для площ  отрим аних вписаних додекаедрів має вид:

— . . З 1 150 »— СС________ _
\  ’ V 2” )  \  3"  ■ З УЗ \  ’ з п+1 - у з
/—к 2 _  2-і 22я-2 ~  1-і 22”11п=0 п=о тг=и

Д ослідим о отрим ані ряди на збіж ність. За допом огою  
ознаки Д ’лам бера отрим аєм о [2, с. 20]:

,/3П + 1
П У  Г а п + і V  уУ + Г  2л УЗге+1 УзV1;- 1,щ -2 -1 =  1іш-а7 - - =  І1Г П -—= =  — < 1п~-ь-зо п ПІ-1Л ‘*уТ\

п-П

у3П+1
(2): Ііггі ^  =  і і т  = І іт  ^  =  ^  <  1

ряд збіжний;

- ряд збіж ний;

(3): “■ » -  = ?  -  £ »  Ш 1 - Й »  -  ; < 1
22П + 1

-  ряд збіжний; 
У загальню ю чи вищ е зазначене м ож на зробити висновки:
1. В икористання різних геом етричних о б ’єктів мож е бути 

використано для одерж ання «сігм а-м оделей» числових рядів, що 
дає м ож ливість реалізац ії дидактичного принципа «наочності» 
при вивченні розділу м атем атичного аналізу  «Числові ряди»;
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2. О держ ання «сігм а-м оделей» числових рядів мож е бути 
тем ою  курсови х рядів з м атем атики при п ідготовці м айбутн іх  
вчителів математики;

3. О держ ання зв ’язку  «сігм а-м оделей» числових рядів і 
геом етри чної інтерпретац ії їх  членів може бути використано в 
якості завдань для лабораторн и х  робіт при вивченні студентам и 
спеціальностей  «М атем атика»  та «Інф орм атика» м етодів набли
ж ен их  обчислень, а також  як завдань для засвоєння студентам и 
елем ентів ком п ’ю терної граф іки і дизайна.

Н аведем о приклади  вправ для практичних занять з м ате
м атичного аналізу  при вивченні розділу «Ч ислові ряди» та  для 
лабораторни х  занять при вивченні ком п’ю терни х технологій .

Завдання Г еом ет рична  інт ерпрет ація
1. Знайти суму периметрів впи

саних правильних 
п’ятикутників (а=  1).

2. Знайти суму сторін вписаних 
правильних п’ятикутників.

3. Знайти суму площ вписаних 
правильних п’ятикутників.

4. Знайти суму радіусів вписа
них/описаних кіл.

5. Знайти суму площ вписа
них/описаних кіл.

® ® #
© © ©

• ©

• ©Ш

® ® т

1. Знайти суму периметрів впи
саних квадратів (а = 1).

2. Знайти суму сторін вписаних 
вписаних квадратів.

3. Знайти суму площ вписаних 
квадратів.

4. Знайти суму радіусів вписа
них/описаних кіл.

5. Знайти суму площ вписа
них/описаних кіл.

0 # # 

щ ш щ 

® ® ‘ ■ * @ # 

ф ш ш



45

Завдання Геометрична інтерпретація

1.

2 .

1. Знайти суму площ трикут
ників, вписаних в рівносто- 
ронній трикутник зі сторо
ною а = 1.

2. Знайти суму площ кіл діа
метри яких є висотами тра
пецій.

3. Знайти суму значень серед
ніх ліній вписаних трикут
ників.
Знайти суму радіусів впи
саних/описаних кіл.
Знайти суму площ вписа
них/описаних кіл.
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