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Ф. к. косик
ПОБУДУВАННЯ ФУНКЦІЇ ГРІНА ДЛЯ ОПЕРАТОРІВ 

ВИЩИХ ПОРЯДКІВ

Багато різних проблем математичної фізики і техніки приво
дяться до краєвих задач, що полягають у відшуканні розв’язка 
диференціальної системи, яка складається з диференціального 
рівняння і граничних умов, абож у відшуканні розв’язка відпо
відного інтегрального рівняння, яке замінює диференціальну 
систему (І, 2, 3, 4).

Кращим засобом дослідження таких задач математичного 
природознавства є функція Гріна, вивчення якої було пред
метом робіт багатьох математиків (5, б, 7). У цій статті ми розгля
немо кілька побудувань функції Гріна в порівняно зручній 
у багатьох випадках формі.

Як відомо, функція Гріна К ( х , з )  оператора Ь ( и )  відповідає 
граничним умовам:

/?,(«) =  0 ( / = 1 , 2 , 3 , . . . , « )
де

(п) (п-1)
^  («) =  Ро (х )« (х) +  Рі  (х) и (X) - ( - . . .  +  Р„ (х) и (х)

Рі (х ) — неперервні на \а,Ь] функції,
Р 0(х) — крім того, відмінна від нуля для всіх х на [а,Ь], 

/?3(и) =  /?л(и) +  /?з2(и),

п -  1 (Г)
(М) ~  2 <*зги(а),

т =  0

я - 1 (О
/?у2( и ) =  £ М ( « ) >

г= 0

цілком визначається такими чотирма властивостями:
1. К (х , я) і її похідні по х до (п —  2)го порядку включно 

є неперервні функції для всіх х с  [а, Ь].
2. Похідна (п— 1/о порядку в точці х — 8 для вс :(а ,Ь )  має

розрив, при чому стрибок дорівнює ■



3. К (х ,  Б) при будьякому в с ( а ,  Ь) задовольняє граничні

УМ0ВИ: /?, («) =  0 (/ =  1 , 2 , 3 , . . . ,  л).

4. На [а, в) і (5, &] функція К  (х, я), як функція х, задовольняє 
диференціальне рівняння /-(и) =  0 при будьякому з а  (а, Ь).

Коли и ^ х ) ,  и2 ( х ) , . . . ,  ип (х) є фундаментальна система роз
в ’язків рівняння 1 ( и )  =  0, то оскільки функція К(х ,  я) на [а, в) 
і (я, £>] задовольняє це рівняння, вона може бути предста
влена так:

К (х, 5) =
£ ^ а ги/(х) для Х < 5 ,

Для визначення коефіциентів о,- та використавши перші 
три властивості функції Гріна, складемо систему рівнянь:

( С )

( £ . № і — о , ) и ‘” > ( 5 ) - 0  ( т  = 0 ,  І ,  2 ............ ( п  - 2 ) ]

І ,  <*■— •> 
п

(к) =  (^  («0 +  ЬД,2 (и,)] =  0 (/ =  1,2,..., «).

Детермінант цієї системи Д(5) можна представити в такому 
вигляді:

Д (в )  =  Д  • и> (5 ),

де:

д  = • • • • •
• /?1 (і1п)

• • • • • , IV (5 ) =

и г (5) . . . и п (8) 

»1 ( « ) • . .  Ип'  (5)

К п ( Ч і ) ■ • К п  (і іп)
. . .  и / " - ‘) (5 )

Через те, що их (х), и2(х ) , . . . ,  и„(х) линійно незалежні роз- 
в язки диференціального рівняння /-(и) =  0, то вронскіан IV (5) ф 0  
для всіх « с М ]  і, вважаючи Д ф  0, матимемо, що детермінант 

д системи (С) відмінний від нуля для всіх 5 с  [о, &]. 
ле при Умові: Д ( х ) ф 0  існує одна і тільки одна система

’ ° л’- х'г. 2’ ‘ - ' ’ Ь" розв’язків системи (С ) ;  виходить, що 
«снує функція Гріна К ( х , 5) і при цьому єдина.



Вважаючи, як і раніше их(х), иг(х) , . . . ,  и„(х) фундаменталь
ною системою розв’язків диференціального рівняння Ь (и )  — 0
і детермінант А ф  0, побудуємо ядро:

(Ф0 К  (х, s) =

де:

S  Ci'ku , ( x )V h (s) для Х < 5, 
І, k =  і

/І

І, k =  і

■'ik :
1

і колонка

• R i t ( U h )  ■ ■ R i ( и п)

а
R n ( U i ) . ■ • R n 2 (Uft) ■ • R n  ( u n)

'ik
1 f f i ( u , ) - - • R u  ( u f c )  • • R i ( u n )

A

Rn( Ui )  . • Rni  ( u/ t ) . • Rn(Un)

у .  (s ) —  1 W'/ife (^)
P 0 (s) w (s )  ’

де: ivnft алгебричне доповнення к-го елемента останнього рядка 
вронскіана w (s), і доведемо, що K ( x , s ) є функція Гріна для 
диференціальної системи:

L(u) =  0
/?,(«) =  0 (/ =  1 , 2 , 3 , . . . ,  л).

1. Доведемо, що K (x ,s )  має першу і другу властивості, необ
хідні для функції Гріна.

Через те, що и 1(х), иг ( х ) , . . . .  ип{х) разом із своїми пер
шими похідними є неперервні функції для х с . [ а , ь ] і К то(х, s)

[т =  0, 1, 2 , . . . ,  (/7 — 1)]

для x j r s ,  як сума скінченого числа таких неперервних функцій 
є функція неперервна, де:

^  , ч V + *K(x ,s )
К р д  (х, S)  д х р д 9

Щоб показати, що для x = s  функції К то (x,s) [ m = 0 , l , . • ■ (п—2)] 
неперервні, а К л- і ,0(х, s) — розривна, при чому стрибок дорів
нює

Po(s)'



складемо різницю:
/ С т о  ( 5  " І "  0 ;  5 )  —  / С т о ( 5  0 ;  5 ) :

/Сто (5 +  0; в) — /Сто (5 — 0; 5) =  2  (С« — С/*) и /от) («) У*($)./, Л =  1

Але, додавши детермінанти, що входять у чисельники вира
зів для С,й і С/й, матимемо:

Г" Г ' ( 0  і ф к  
С * - С Л =  j j  /  =  А>

то:

/ С т о  ( 5  + О ,  Я )  ~ / С т о  ( 5  —  0 ,  в )  =  £  и / т ' ( в )  V ,  ( і )
і  =  1

або, представивши суму у вигляді детермінанта, матимемо:

« ! ( « )  • • •  « « (в )

/Cmo(s +  0; s) — /Сто(5 — 0; s): 1

Po(s) Ui(" - 2)( s ) . . .  u„(4- 2)(s)  

u1(m) ( s ) . . .  «„<m> (s)
через те, що детермінант:

« і  0 0  • . Un (s)

и1(п~ ’>> ( s ) . . Un(* -V ( s ) =

« ! (m) (S) . . U„<m> (s)

О для ш =  0,1, . . .  (л — 2) 

w (s) „ т =  п — 1

то:

/Ст0 (s +  0; s) — /Сто (s — 0; s) =
0 для т  = 0 ,1 ,  . . . ,  (л — 2)
1 .  гп — п — 1,

Pois)
що й доводить наше твердження, 
п А ̂  ^  також задовольняє граничні у м о в и :
/?, («) =  0 (/' =  1 , 2 , . . . ,  л). СправдіГ

/?,(/С) =  /?Л (/С) +  /?,2( /0 .

У праву частину цієї тотожності вирази для 
для ’х > П̂ ІгодіМУ В ПЄ̂ ШІЙ доданок — вираз для х  < 5 ,  у другий—

/?, (/С) =  /?Л [ ^ Д 1 Сі’ьЩ (X) Ук (5) |  +  /?;21  ̂ ( с ; « г (X) V* (5)]



і, через лінійність і однорідність операторів та Р „  відносно 
и  (х )  і її  похідних, можна написати

Ру (К) =  £ СІкУк (з) Р п (иі) -|- II (^) Р 32 ( ііі)
і, к =  і і, к =  1

або

Р ,(К )  =  £ ^ ( 5 ) {  2 С»/?Л ( ц , ) + Е  Са/?й (и,)1.
* =  1 > 1 = 1  і = і J

Розглянемо вираз, що в фігурних дужках, який позначимо 
через Т*г-

=  2  СікЯі і  (і і і) -}~ 2  С/Д.р,2 (^ і)
1 =  1 і =  1

Додамо і віднімемо у правій частині цієї рівності вираз
П

2 с,;р,-2(и,);
і =  і

Т О ДІ

(•) т* ,=  2  С*Р,(и,) +  2  ( с ї  — с ;) /? й ( и , ) .  
і =  1 і = 1

Доведемо, що всі
7л> =  0 ( * =  1, 2 , . . . ,  п).

Для цього розкладемо в чисельнику виразу С/* детермінант 
за елементами і-ої колонки. Матимемо:

С'ік= — ~  2 Р Є2(Ик)АЄі 
л  « =  і ’

де А « — алгебричне доповнення, що відповідає елементові Р е(«,) 
в детермінанті А. Отже, перший доданок у правій частині спів
відношення (*) можна представити в такому вигляді:

2 С*/?,(и,) =  — 4 -  ^  Я** («О £ Ае,Яі(и,).і =  1 А < =  і «= і

Але на підставі відомої властивості детермінантів:

1 =  / 0 для е ф  /
.  е =  і  

і тому

£  А „ Р ; («,•) =  ( 
і = і І

2  С « Р , ( и , )  =  — Я А ( и* ) .
1 =  1



Другий доданок дорівнює /?;2 («*); 
через те, що

' 0 для і Ф к

то
Сік с ' * - { 1  „ і = к ,

2  { С і к ----Сій)  К}2 ( Ч і )  —  ( и а)-
/ =  1

Отже, всі 

Таким чином

Тл. =  °  (к =  1,2, . . . , п )

Я і іЮ  =  ї  Ї*,П(5) =  0 ( / = 1 , 2 , . . . ,  л).
Я =  1

3. Лишається перевірити, що /<(х, я) має четверту властивість, 
тобто Ь(К )  =  0 для х  зсередини [а, я) та («,&].

Що це має місце, видно з рівностей:

Ц К )  =  Л  Е С,*л, (х) V,  (з)
І і, Іг= і .

п
=  2 С ' / Л  ( « )£ (“ ;) для х с [й, і )/, Л = 1

Ь ( К )  =  Ь І  =
і, к =  1

=  2  С"(АКЛ (« )! (« ;)  для х с ( ї ,  6]
і, й =  1

і через те, що И;(х), ц, ( х ) , . .  ,,ил (х) — розв’язки диференціаль
ного рівняння, то

І(Ц ,) =  0 ( І = 1 ,  2 , . . . ,  л).

Отже, Ь ( К )  =  0 для х зсередини [а, я) та (я, &].
Перетворивши, як і раніше, С',* до вигляду

У =  1

т п а^ ^ ^ ЄДСТаВ^ ? ІИ У вигляді детермінантів суми по і і по к,
лля ^  ЗЗХ АЛЯ (Х> ПРИ х ^  5> *> зробивши те саме з К  (х, 5) 
для х > 5 ,  матимемо функцію Гріна в такій формі:
8



д ^ ’/ )=  Рв (з)Ап>(з) 2  /

(Ф.)

» = 1 /
І рядок

К (X, 5) =
э 0 (в) Ли» (5) 2 /

, = 1 /
7 рядок

Я, (иО : . . і?! («„) 

Ііі (X) . . . ип (X) 

Я„ (и,).../?„(ив) 

Яг («і) • • • #г («„) 

их(х).. . ия (X)

Я „(ні) . . .Я „  («„)

иі(в). . .ия (5) 
“'і (*)•••«',,(*)

Чіп 2(«)- . . и пп~'г($) 
Яу2 (иі) • • • Я;-2 (и„)

Чі ( ї) . . .  ы„ (ї) 
и'г (5) . . . ;;'п(5)

Ц^"-2^ )  ...Ил(Л_2)('5) 
(«і) • . • и„)

Позначимо через у,(х) детермінант

;  рядок

Я і(и і) . • Яі (ііп)

Цу(х). ■ Чп(х)

/?п (ііі) . . .Я »  (Ця)
і доведемо, що уі, у2, . . у„ є фундаментальна система розв’язків 
диференціального рівняння: Ь(и)  =  0.

Через те, що и1(х), «2( х ) , ип (х) є розв’язки диферен
ціального рівняння Ь  (ц) =  0, то

£ ( у , )  =  Ь 

Виходить, що

І  А, ііі і (х)
і =  1

Е А цЦ Ц і) =  0.
/ =  і

У і(х ) ,  у2( х ) , . . . ,  у* (ж)

є розв’язки рівняння Ц и )  =  0 і, крім того, є система лінійно 
незалежних розв’язків рівняння Ь(и)  =  0, бо

№ (У2. У*, • • Уп) =  А п~ Щ  ( н ь  ц 2, .. .,  и„),

що легко перевірити перемноженням рядка на рядок детермі
нантів

А ц . . .  А 1П
А" - і _

Ащ • • ■ А п
та

Н '(иь  и2, и„) =

и ^ - ' Ц х ) . . .  >(х)
і користуючись позначенням у,(х).

“ і(х) • • •
М х ) . . .

«я (X) 
И'л (X)



Але «1( и2, . . . , и п лінійно незалежні розв’язки рівняння 
L(u)  =  0. Тому VV^Uj, u2, «я) ф  0 для всіх х на [а, b].

І через те, що А ф  0, то й А п~1 ф  0; виходить, W  (уь  у 2, . . у„), 
як добуток А п~ 1 на W (ии и2, . . ип) теж не рівен нулю для всіх х 
на [а, Ь], а тому у ІУ у 2, . . уп лінійно незалежні функції.

Отже, система у и у 2, Уп є фундаментальна система роз
в’язків диференціального рівняння L (u )  — 0.

Окремим випадком розглянутої вище функції Гріна є функ
ція Гріна оператора L(u) ,  яка відповідає граничним умовам 
ш т у р м о в о г о  типу:

{ Rji  (и) — 0 ( /  — 1, 2, . . . .  р)
\ Rj2 («) =  0 (j =  p +  1, p -f-2 ,  . . . ,  п).

Вираз функції Гріна, що відповідає цим граничним умовам, 
можна дістати з виразів (Ф ^ та (Ф2).

Поклавши в них

Г /?,(и) =  /?,і(и) +  0 для / = 1 ,  2, . . . ,  р 
1 =  .  j  =  p +  \, р +  2, п,

тобто
R n (и) =  0 для /  =  р +  1, р - \ -2 ,  ..., п 
^•2(«) =  0 „ /  =  1 ,2 ,  . . . , р

у виразі (Фх) матимемо

(<р)х К  (х s) =
S  C'ikUi(x)Vk (s) для x < s  

і, k =  і
П

S  C/ftU,(x)Kft(s) „ Х > 5 ,
і. k = 1

де и,(х) та ^ ( s )  представляють те ж, що й вище

• R n  (U i) . . . ^11 ( Цл)

А = Rpi ( иі) • • • (Ия)

R p+ і,2(щ ) • ■ Rp +  1,2 (Ил)

Rn2 ( Ul)  • • • Rn2 (Un)
J0



' ik  :

i колонка
Я ц ( « і ) . . . 0  . . . # 1 1  ( U i )

1 P p i  ( u i )  • • • 0 . . . R p i  ( u „ )

A • f tp  +  l , 2 (Uf t )  . • R p  +  1. 2 ( u n)

R n i ( U , )  . . . /?Л2 (Uft) . . . Rno ( U n )

Cih =

i колонка
R u  ( u i ) • ■ ■ P u  ( u k) • • R (U n)

1 R p i  ( u i )  • • • Rp i  (Uk) • •  R p i  ( u n)
A Rp + l , 2 ( U l )  ■ . 0 . . . Rp + 1,2 ( Un )

R n i  (« l) . . . 0 ... Rnz ( Un )

A з виразу (Ф2) одержимо:

K(x, s ) = - 1
P 0(s)A • iv (s)

J—/Н-і

] рядок

R n (U i) - - R l \ ( un)

R Pl ( u i ) - Ri(u„)

Rp+i, 2(Ul)"-Rp+l, 2(un)

u^x)...

Rni(.ui)~ • ^ u j-un)

U^S) . . .  

Ut ' (S) . . .

un(S) 

un'(s)

ы /л 2)(s)...« n (n 2)(s)

K (x, s)
•ï s

1
P ( s ) A • iv(s)

j' =  i

рядок

R M - Я П(И„)

Uj Cx ) . . .

Rp1Im J . . . RPl(u„)

R p + i ,  2 (« i) - - R p + U 2 (.un)

Rnt ^ n )

u„(s)

ыя («)••• «n'(s)

(л-2) ,“l' / (5)-- Ыл(Л-2) (s)

11
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Ф. К.  Косик -  ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Р е з ю м е

В статье дается построение функции Грина для оператора: 

Ц и )  =  Р0 (х) и ^  +  Р ,  (х)и{п- 1) +  . . .  +  Рп (х) и (х), 

соответствующей граничным условиям:

Я/(и)  =  Я*1(и) +  Ял (ы) =  0 ( / =  1 , 2 , 3 , . . .  ,п )
где: П I

=0 
л-1

Я л  ( “ ) =  2  М
в виде:

г=О
(г)
(*)

К ( Х , 5 ) :
Б С',*и,(х)1М5) 

», 6=1

£ С 'а Н|(х)К*(в)
/,

Х > 5 .

где и, (х) (/ __ 1 , 2 , . . п )—фундаментальная система решений ди- 
ференциального уравнения Ь(и)  =  О
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XV ($) — вронскиан системы функций и^х) , и2( х ) , . . и „ ( х ) ,
И’яй (5) — алгебраическое дополнение к-го элемента последней 

строки детерминанта ш (5 )̂.
/-ая колонка

C'ik =  —

tk

или в виде

К  (X, s) =

где:

1
/ ? l ( U i ) . ■ ■ R 12 (Uft)  • ■ ■Ri(Un)

A
Rn ( u i ) ■ • /?Л2 ( « h )  • . . R n (un)

1
P i  ( « l )

і-ая колонка
. .  R lx ( и » , ) . . .  R 1 (un)

. 4
R n ( u 1). • • Rn 1 (Uh) . . R n ( u n)

• • Ri  (un)
=

/?л (Uj). • • Rn (un)
Ї 0

1
P0( s ) - A - w ( s )  &

1

Р„ (s) • А • w (s)

R l ( U l ) -  • - ^ 1  ( и л) 

* • • • • • • •

М х ) . . .  u„(x)

UJ2 (s) =

R n ( U i ) . • • Rn(l in)  

Ux ( s ) . . .  Un (s)  
U j ( s ) . . .  u'n(s)

( л - 2)  < n - 2)

u 1(î ) • • ' “ (il

t f , l  ( « ! )  • • * » ( “ »)

u; (s) ... u„(s)
u’i (s ) ...  u'„(s)

li (л_2) u<4~2)Ul(5) • * • V )
RjziUi ) -  • -Rn(Un)

- / -a*  стро: a.
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F. K .  Koss ik- D I E  AUFSTELLUNG DER FUNKTION GREENS FÜR DER 
OPERATOR DER HÖHEREN ORDNUNG

R e s ü m e e

Iu dem Artikel gibt man uns die Aufstellung der funktion Green 
für den Operator:

L(u)  =  P„(x)agj +  P l{x)u(n~\) +  . . .  +  Pn(x)u(x) 

die den Randbedingungen entspricht:

Rj(u) =  Rn (u) +  R j2(u) =  0 (/ =  1, 2, 3 , . . n),

wo:

n - l  (r)
R n (u) =  E a u (a),

r=  0

n—i (r)

in Form

K(x, s)
2 C M x W ^ s )  x < s

i, h=1
n
s  Cift"Ui(x)Fft(s) x > s

wo Uj(x) (/' =  1, 2 , . . . ,  «)—das fundamentale Systemder Auflösungen
der Differentialgleichung L(u) =  0.

_  Wnfefo)  
h( ’ W(s)

W(s) — Wronskian des Systems der Funktionen 
« i(x ) , . . . ,  un{ x ) , u n(x),

WnÄ(s)— die algebraische Ergänzung des K =  ten 
Elements der letz ten Zeile des Deter
minants.
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C'„ =

C" _C lA —

oder in Form

K(x, s)

WO

* = t e  Kolonne

Pi(U i).. .  R12(uk) . . .  

Pn(«i)-.. Rn2(uh) . . .  R n(un)

i  =  te Kolonne

R M . . .  R ^ U » )

/ ? „ ( U i ) . . .  /? „ (u „ )

1 "

P 0( s M W (s )

1 n
P0(s)iW(s) (J,

y , ( x )  = U ^ X )  . . . U « ( x ) ■«---- y =  ste Zelle

P n ( « l )  . . ■ # „ ( « » )

® J l ( * ) =

«x(s) . . . «n (s)
U'^S) . . . «'«00

«(T 2)(s). • • « V m
Ra(tti).. • Ril(Un)

Ui(s) . . . un(s)
u \ ( s ) . . . *n(s)

« V V s).
Rj2(Ul) ■ • • '?/!(«.)
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