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м Черкаси, Черкаський національний університет іме-

ні Богдана Хмельницького 
 
1. Вступ 
Останнім часом все частіше вчені з різних наукових на-

прямів звертаються до теорії складних систем [1-6]. У недавніх 
роботах нами були розглянуті деякі з кількісних мір складності 
– алгоритмічні [7], фрактальні [8], рекурентні [9], хаос-
динамічні [10] – та була продемонстрована можливість їх ви-
користання для моніторингу і попередження критичних явищ 
на фінансових ринках. 

Подана робота продовжує серію робіт, де було проведено 
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аналіз порівняно нового інструментарію теорії складних сис-
тем, пов’язаного з їх неадитивними чи неекстенсивними влас-
тивостями. 

Неекстенсивність (неадитивність) є однією з найцікавіших 
характеристик в складних системах. Таким системам прита-
манна дуже тонка властивість: вони порушують основну гіпо-
тезу статистики Больцмана-Гіббса – ергодичність. На підставі 
концепції мультифрактальності бразильський фізик Константі-
но Тсалліс у 1988 р. [11] запропонував узагальнену статистич-
ну поведінку Больцмана-Гіббса, що включає системи, які по-
рушують ергодичність, тобто, системи, мікроскопічні конфігу-
рації яких не можуть розглядатися як повністю чи майже неза-
лежні. Це узагальнення базується на неаддитивній ентропії, що 
дістала назву ентропії Тсалліса. 

Економічні системи (зокрема, фінансові ринки) є одним з 
найяскравіших прикладів динаміки складних систем [13]. Ши-
рокий спектр внутрішніх взаємодій робить їх характерним 
прикладом складної динаміки. 

Показник неекстенсивності вже досліджувався на прикладі 
економічних систем і показав, що у більшості випадків такі 
системи добре описуються з його допомогою [14-16]. Проте, 
продовжує викликати великий інтерес детальне дослідження 
поведінки характеристики неекстенсивності економічних сис-
тем з точки зору визначення кризових явищ або патернів, що 
передують кризовим явищам. Таке дослідження може допомо-
гти як просунутися в розумінні розвитку і протікання економі-
чних криз, так і в спробах визначення критичних явищ, що на-
ближаються [16]. 

2. Ентропія Тсалліса та показник неекстенсивності 
Один з підходів до дослідження складних систем полягає в 

аналізі їх показників ентропії. Дискретність початкових даних 
для економічних систем дозволяє отримати розподіл кількості 
їх станів (або ж режимів), що переходять один в інший, на під-
ставі якого розраховується показник ентропії. 

Найбільш відомим видом ентропії є ентропія Шеннона як 
міра інформативності ( SS ) 

     
 

     







 dxxfxfdx

xf
xfxfSS ln

1
ln , (1) 
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чи в дискретному випадку 
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де ni ,...,1  – стани, ip  – ймовірність i -го стану, а загальна 

кількість станів рівна n . Таким чином, ентропія є сумою добу-
тку ймовірності певного стану на логарифм оберненого зна-
чення ймовірності. 

Варто також зауважити, що якщо є два незалежних один 
від одного стани A  і B , тобто,      BpApBAp  , то SS  є 

аддитивною (чи інтенсивною) величиною, 
     BSASBAS SSS  . Ентропія Тсалліса, у свою чергу, є 

узагальненням до неаддитивної (чи екстенсивної) міри, 
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де q  – міра неадитивності (екстенсивності), така що 

           BSASqBSASBAS qqqqq  1 . 

Великі значення q  відповідають довгочасовим залежнос-

тям між станами системи і можуть розглядатись як параметр 
довгої пам’яті. Ентропія Тсалліса зводиться до ентропії Шено-
на у випадку, коли 1q , так що Sq

q
SS 

1
lim . 

Принцип максимуму ентропії для qS  за умов 
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 (4) 

відповідає функції щільності розподілу, що називається q -

Гаусіаном, 
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В (5) q  і Z  залежать від q , а  xqexp  є q -експоненційною 

функцією, що визначається як 
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Для 1q  q -гаусіан відповідає звичайному розподілу Га-

уса. 
Випадки 1q  і 1q  відповідають субекстенсивності та 

суперекстенсивності. Сам показник можна q  розглядати як 

пороговий параметр: 1q  показує перевагу рідкісних явищ, 

тоді як 1q  відповідає перевазі явищ, що повторюються [12]. 

У роботі [16] робиться припущення, що показник q  сам по 

собі є не мірою складності системи, а мірою її неекстенсивнос-
ті. При дослідженні динаміки ентропії Тсалліса qS  також спос-

терігаються зміни її значення з часом для даного q , що свід-

чить про зміну складності системи з часом. Менше значення 

qS  відповідає сигналу з меншою складністю. 

3. Процедура розрахунку параметра q 
Параметр q  розраховується з функції кумулятивного роз-

поділу 

     q

kq
k

xq
xXP










 


1

1

,

1
1 , (7) 

де k  визначає обмеження, а q  – міру неекстенсивності. Проте, 

використання математичних і чисельних методів розрахунку 
параметра призводить до системи нелінійних рівнянь, 
розв’язок якої визначається з дуже великою похибкою (при 
значеннях q  порядка 1.5 отримана похибка становить 

5.03.0  ), тому для знаходження значення необхідний інший 
підхід, що мінімізує похибку розрахунку. 

Такий підхід запропонований в роботі [17] і використовує 
для оцінки значення параметра метод максимальної правдопо-
дібності з попереднім приведенням функції розподілу до роз-
поділу Парето. Вказаний метод включає: 

1) репараметризацію початкового розподілу; 
2) виведення оцінок для методу максимальної правдопо-

дібності(ММП); 
3) реалізацію ММП з виведеним розподілом і оцінками; 
4) повернення до початкових параметрів. 
3.1. Репараметризація вихідного розподілу 
Визначимо нові параметри: 
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q


1

1
 , k  , 

для яких відновлення початкових буде здійснюватись за фор-
мулами 

 


1
1q , 




k . (8) 

В системі нових параметрів функція кумулятивного розпо-
ділу набуде наступного вигляду: 

  











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




x
xXP 1, . (9) 

Тому щільність ймовірності в такій системі параметрів 
може бути записана таким чином: 

  
1

, 1
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Випадкова величина Y  буде відповідати розподілу Парето 
з масштабним коефіцієнтом   та відсіканням 0y  у випадку, 

якщо   0yp  при 0yy  , і  
1

0

















y

y
yp  у протилежному 

випадку. Тому, якщо випадкова величина X  має q -розподіл, 

то величина 


x
1  буде мати розподіл Парето з відсіканням 1 і 

масштабним коефіцієнтом  . Згідно з класифікацією розподі-
лів Парето [18], отриманий розподіл належить до 2-го типу 
узагальнених розподілів Парето, стандартна форма якого має 

вигляд  














 


x
xXP 1 . При 0  та    буде отри-

мано початковий розподіл Парето, якщо взяти 0x  та   . 

Оцінка параметрів розподілу може бути отримана за допомо-
гою процедури ММП [17, 18]. Тому подальші викладення є 
особливим випадком такої процедури, отриманим для цього 
виду розподілів [17]. 

3.2. Параметри процедури ММП для випадку q-гаусіана 
Для моделі q -гаусіана з параметрами   і   функція лог- 

розподілу для послідовності незалежних рівномірно розподіле-
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них значень 11 xX  , 22 xX  ,…, nn xX   (скорочено nn xX 11  ) 

матиме вигляд 

 
     
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n x
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1, 1log1logloglog

  ,l , 

(11) 

де в (11) позначено логарифм правдоподібності комбінації па-
раметрів   та  . 

Для знаходження параметрів оцінки ММП знайдемо час-
тинні похідні логарифма правдоподібності за параметрами і 
прирівняємо їх до 0: 
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Аналогічно для масштабного параметра  : 
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Рівняння (13) і (15) дають оцінку ММП для   та   відпо-
відно у разі, якщо відомі інші параметри. Значення   може 
бути розраховане безпосередньо, оскільки відомо, що в розпо-

ділі Парето  



n

i

xxn
1

0log̂ , тоді як інше значення розрахо-

вується за допомогою розв’язку відповідного рівняння. Безпо-
середньо визначені критерії ММП на зразок отриманих вияв-
ляються в деяких узагальнених експоненціальних розподілах, 
наприклад, таких, як широко відомі у фізиці «розтягнуті екс-
поненти» або «розподіли Вейбулла». 

У випадку, якщо жодне зі значень,   чи  , невідоме (тоб-
то, не можна знайти q  і k  в початковому розподілі), тоді пос-

лідовний розв’язок рівнянь (13) і (15) дає об’єднану оцінку 
правдоподібності. Підставляючи значення з одного рівняння в 
інше, одержимо оцінку ̂  і рівняння наступного виду: 
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Таке рівняння може бути розв’язане з використанням чи-
сельних методів. Підставляючи розв’язок отриманого рівняння 

в (13), знаходимо ̂ , після чого формули (8) дають значення q̂  

і k̂ . 
3.3. Дослідження часових рядів і процедура рухомого вікна 
Реалізація розрахунків q  і qS  для послідовності спостере-

жень ix , Ti ,...,1 , включає наступні кроки. 

Визначимо рухоме вікно W  з K  спостереженнями, 

 KkxW ki ,...,1,1   , для розрахунку дискретного розподілу 

ймовірності шляхом розбиття W  на n  станів, nxxx  ...10 . 

Тут  Wx min0  ,  Wxn max . Введемо множину інтервалів, 

що не перекриваються,   nixxI iii ,...,1,,1    так, щоб 


n

i

iID
1

 , де 0xxD n   – це діапазон вікна W . 

Ймовірність ip  того, що деяке значення it Ix  , розрахову-

ється як відношення кількості спостережень, що належать да-
ному інтервалу iI , до загальної кількості спостережень K . 

Потім, застосовуючи формулу 
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при 1k  і знайденому, як описано в пп. 3.1-3.2, значенні q , 

отримаємо шукане значення ентропії qS . При постійному змі-

щенні вікна по ряду спостережень знайдемо залежність розра-
ховуваного значення q  чи qS  від часу. 

На розрахунок динаміки значень істотно впливають насту-
пні умови: 

1. Кількість станів. При надто малій чи надто великій кі-
лькості станів (інтервалів) розподіл ймовірності отримується 
недостатньо точним або вироджується, тому для розрахунків 
використовувалася кількість інтервалів рівна 10% від загальної 

кількості спостережень у вікні, тобто  Kn 1.0 . 
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2. Метод розбиття. Існує два методи для розбиття вікна 
на інтервали iI : (a) фіксоване розбиття, коли уся множина спо-

стережень один раз розбивається на необхідну кількість станів, 
і (b) адаптивне розбиття, коли розподіл ймовірності будується 
окремо для кожного вікна. Адаптивне розбиття адекватніше 
описує зміни в сигналі (часовому ряді) і більше відповідає 
процедурі дослідження. 

3. Оцінка q . Для оцінки використовувалася процедура, 

описана в пп. 3.1-3.2, і відповідна функція, реалізована в сере-
довищі MatLab [17]. Для нормальної роботи реалізованого ме-
тоду потрібна наявність мінімально достатньої кількості спос-
тережень у вікні; для досліджуваних рядів експериментально 
було встановлено значення 500K . 

4. Крок зміщення вікна  . Для дослідження тонкої струк-
тури динаміки показників, що розраховуються, встановлювався 
крок  =1. Для складання загального уявлення про динаміку 
вибирався крок  =5 або  =10. 

4. Результати розрахунку та їх аналіз 
Аналіз описаних у роботі характеристик проводився на 

спостереженнях показників фінансового ринку, а саме, змінах 
індексів Standard&Poor's 500 (SP, США), Deutscher Aktienindex 
(DAX, Німеччина) та Української біржі (UX). Досліджувалися 
ряди щоденних значень індексів за період часу з 
03.10.1997 року по 26.03.2013 рік (всього 3788 днів). 

Для проведення дослідження початкові ряди перетворюва-
лися у прибутковості,   iiiiii xxxxxR 11lnln   , які потім 

нормувалися,   RRii Rr  . Оскільки для тестування даних 

спочатку використовувалися і перемішані ряди, розрахунок 
прибутковостей був дещо змінений, а саме, використовувалася 

формула 
  21

1










ii

ii
i

xx

xx
R , тобто, базою виступало не значення 

поточного дня, а середнє арифметичне для використовуваних 
значень. Такий розрахунок дозволив для перемішаних рядів 
(що є аналогами випадкових внаслідок втрати усіх коротко- та 
довгочасових зв’язків) отримати очікувані прибутковості. 

На рис. 1 співставляються розподіли: 

 розподіл щільності ймовірності для значень ряду індекса 
DAX; 
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 q-гаусіан для уточненого показника q; 

 функція Гауса із стандартними параметрами. 
Простежується заниження значення, отриманого процедурою 
[17], а також відповідність уточненого значення q результатам 
робіт [11, 14, 17]. 

Перевірка ряду шляхом перемішування (рис. 2) показує 
дійсно втрату інформації, що призводить до зменшення показ-
ника q, який наближається до одиниці. Схожі результати було 
отримано для всіх досліджуваних рядів, зокрема, для часового 
ряду індекса UX (рис. 3). Це підтверджує думку про складність 
економічних систем та можливість використання показника 
неекстенсивності q і ентропії Тсалліса для дослідження цієї 
складності. 

 
Рис. 1. Функції розподілу щільності ймовірності для індекса DAX з 
розрахованим за допомогою функції [17] значенням q, q-гаусіана для 
розрахованого уточненого значення q та стандартного гаусіана з па-

раметрами 0  и 12   
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Рис. 2. Функції розподілу щільності ймовірності для перемішаних 
значень індекса DAX з розрахованим за допомогою функції [17] зна-
ченням q, q-гаусіана для розрахованого уточненого значення q та 

стандартного гаусіана з параметрами 0  и 12   

 

 
Рис. 3. Функції розподілу щільності ймовірності для значень індекса 
UX з відображеним значенням q, розрахованим за допомогою функції 
[17], q-гаусіана для розрахованого уточненого значення q та стандар-

тного гаусіана з параметрами 0  і 12   

 
На рис. 4-5 відображено відповідно ряди SP та UX, які спі-

вставлень з рядами динаміки показника неекстенсивності q та 
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ентропії Тсалліса. Як в одному, так і в іншому випадку можна 
бачити ріст показника q під час кризи та падіння його у період 
релаксації (додатково значення показника коливаються біля 
якої-небудь точки у випадку малої мінливості часового ряду). 
Якщо розглядати показник q як показник складності системи, 
тоді перед кризою зростання показника означає наближення 
внутрішнього функціонування системи до хаотичного виду, що 
може бути пояснено навіть за допомогою логічних міркувань 
про динаміку роботи системи.  

 

 
Рис. 4. Динаміка значень індекса SP, показника q та ентропії Тсаллі-
са; використано процедуру рухомого вікна при K=500 та  =5 

 
Рис. 5. Динаміка значень індекса UX, показника q та ентропії Тсаллі-
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са; K=500 та  =5 
 
Разом з тим у післякризовий період економічна система 

поступово переходить від хаотичної динаміки до більш органі-
зованої діяльності, що теж добре відображує коефіцієнт q. 

 

 
Рис. 6. Динаміка значень індекса SP, показника q та ентропії Тсалліса, 
отриманих для масштабу s=5 при дослідженні багатомасштабної ди-
намічної ентропії; використано процедуру рухомого вікна при K=500 
та  =5 
 

 
Рис. 7. Динаміка значень індекса UX, показника q та ентропії Тсаллі-
са; s=5, K=500 та  =5 
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Натомість дослідження динаміки ентропії Тсалліса не до-

зволяє зробити подібних висновків за кількох причин. 
По-перше, загальні тренди графіків динаміки ентропії 

Тсалліса та динаміки значень початкового ряду часто співпа-
дають, а тому графік ентропії Тсалліса практично ніякої нової 
інформації не несе. По-друге, при розрахунку значення ентро-
пії суттєвим може бути навіть єдине значення із розподілу, а 
тому такий результат не може нести інформацію про узагаль-
нену поведінку складної системи. Додатково було проведене 
дослідження поведінки показника неекстенсивності q та зна-
чення ентропії при використанні багатомасштабної процедури. 
Узагальнимо результати дослідження: 

1) багатомасштабна процедура не несе нової інформації 
про часовий ряд; більше того, значення ентропії Тсалліса на 
різних масштабах ведуть себе інваріантно; 

2) збільшення масштабу призводить до зменшення чутли-
вості показника неекстенсивності q, внаслідок чого можна спо-
стерігати на більших масштабах лише за великими змінами у 
тренді ряду. 

Таким чином, багатомасштабна ентропія Тсалліса не надає 
ніякої додаткової інформації до тієї, що може бути отримана за 
допомогою звичайної процедури розрахунку ентропії та про-
цедури рухомого вікна для дослідження динаміки ентропії. 
При розрахунку ентропії Тсалліса всю інформацію несе показ-
ник неекстенсивності q, а не показник ентропії. Окрім того, 
суттєвим є поведінка динаміки показника неекстенсивності q. 

5. Висновки 
У роботі досліджувалась динаміка показника неекстенсив-

ності q та ентропії Тсалліса qS , їх зв’язок з динамікою почат-

кового часового ряду та їх зв’язок з мультимасштабністю. 
На основі проведених досліджень зроблено наступні осно-

вні висновки: (1) мірою складності системи служить показник 
неекстенсивності q, ентропія Тсалліса сама по собі ніякої нової 
інформації не несе; (2) дослідження динаміки показника неекс-
тенсивності q виявляє його можливість бути передвісником 
критичних явищ в економічній системі; (3) використання бага-
томасштабної процедури показує «укрупнення» інформації при 
зростанні масштабу та реакцію системи на все більш яскраво 
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виражені тренди порівняно з малими масштабами (зокрема, 
наприклад, з масштабом 1); (4) при використанні процедури 
рухомого вікна необхідно дуже ретельно підбирати ширину 
вікна, оскільки занадто велике вікно призведе до втрати чутли-
вості процедури до критичних та кризових явищ, натомість 
надто мале вікно приведе до надзвичайного збільшення похиб-
ки обчислень і абсолютної недовіри до результатів. 

В подальшому планується провести порівняльний аналіз 
неекстенсивної міри складності з іншими мірами з метою ви-
роблення критеріїв для використання в системі моніторингу та 
попередження кризових явищ. 
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