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В результате расстановки меток в построенной сети Петри по данным таблицы 3 
«сработал» первый из возможных вариантов логистической цепи, т. е. требуемые 
материальные ресурсы закупаются напрямую у предприятия-производителя и доставляются 
силами производителя. Данная цепь поставок представлена двумя звеньями: производитель 
материальных ресурсов и фокусная организация, при этом обязательства по транспортировке 
продукции берет на себя производитель ресурсов. Предложенный вариант является наиболее 
оптимальным для организации с учетом ее внутренних возможностей и состояния внешней 
экономической среды. Поскольку рассматриваемое предприятие является крупным 
производителем химической продукции в регионе, то имеет финансовые возможности, а так 
же потребность закупать сырье крупными партиями непосредственно у производителя 
сырья, а его статус крупного предприятия химической отрасли дает возможность 
осуществлять поставку без участия аутсорсинговых компаний. 

Таким образом, разработанная методика моделирования позволяет: 
- выбрать из множества вариаций оптимальное с точки зрения скорости и стоимости 

доставки, а также надежности для конкретного материального потока и конкретного 
предприятия химической отрасли сочетание звеньев цепи поставок; 

- распределить обязанности по доставке и сопровождению груза между звеньями цепи 
наиболее выгодным для фокусной организации образом; 

- выявить «узкие места» в закупке сырья и дистрибуции продукции за счет 
интегрированного подхода к процессу моделирования всей логистической цепи. 
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ДИНАМІКА ЕНТРОПІЇ СПЕКТРУ ГРАФА В УМОВАХ ФІНАНСОВИХ КРИЗ 
 

The application of graph analysis methods to the topological organization of complex systems has been a 
useful tool in the characterization of complexity natures. We applied the concept of graph spectral entropy to quantify 
the complexity in the organization of financial networks. In this study, we used the graph's entropy measure to identify 
differences in the complexities of networks. We illustrate the usefulness and applicability of the proposed approach by 
comparing the complexity of stock markets networks between typical time periods and crisis contains time series data. 
Our approach offers deeper understanding of complex networked systems from observable data and has potential 
applications in predicting and controlling collective dynamics of stock markets in financial crisis. 

Keywords: Complex networks, graph spectral entropy, complexity measures, stock market, spectral gap, 
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Застосування методів аналізу графа до топологічної структури складних систем є сучасним 

інструментом при визначенні характеристик складності природи. Ми застосували концепцію ентропії 
спектру графа для кількісної характеристики складності фінансових мереж. У цьому дослідженні ми 
використовували ентропію спектру графа, щоб визначити відмінності в складності мереж. Проілюстровано 
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корисність і придатність запропонованого підходу шляхом порівняння складності мереж фондових ринків у 
типових умовах і в періоди криз. Такий підхід сприяє більш глибокому розумінню складних мережних систем і 
може застосовуватися при передбаченні та контролі колективної динаміки фондових ринків в періоди 
фінансових криз 

Ключові слова: Складні мережі, ентропія спектру графа, міри складності, фондовий ринок, 
спектральний розрив, ентропія Шеннона 

 

1. Вступ. Останнім часом все більшої популярності набуває синергетичний 
міждисциплінарний напрям дослідження складних систем, який отримав назву теорії 
складних мереж (complex networks) [1-6]. Він вивчає характеристики мереж, враховуючи не 
тільки їх топологію, але й статистичні властивості, розподіл ваг окремих вузлів і ребер, 
ефекти розповсюдження інформації, стійкість і т.п. До складних мереж відносяться 
електричні, транспортні, інформаційні, соціальні, економічні, біологічні, нейронні та інші 
мережі [1-10]. Мережна парадигма стала домінуючою при дослідженні складних систем 
оскільки дозволяє ввести не існуючі для часового ряду нові кількісні міри складності.  

Раніше нами було введено різні кількісні міри складності для окремих часових рядів, 
зокрема: алгоритмічні [11], фрактальні [12], хаос-динамічні [13],  рекурентні [14], 
неекстенсивні [15], нереверсивні [16] та ін.  

Суттєвою перевагою введених мір є їх динамічність, тобто можливість відстежувати у 
часі зміну обраної міри та порівнювати з відповідною динамікою вихідного часового ряду. 
Це дозволило нам співставити критичні зміни динаміки системи, що описується часовим 
рядом, з характерними змінами конкретних мір складності. Виявилось, що кількісні міри 
складності реагують на критичні зміни в динаміці складної системи, що дозволяє 
використовувати їх в процесі діагностики та прогнозування майбутніх змін [16].  

У даній роботі ми введемо ентропійні мережні міри складності і адаптуємо їх з метою 
дослідження системної динаміки.  

Останнім часом, багато в чому завдяки розвитку саме теорії складних систем, значно 
зросла наукова активність в області дискретної математики, що переживає період 
інтенсивного розвитку та проникнення в різні області знання. Найбільш яскраво це 
проявилося в одному із її застосувань - теорії графів, значні можливості якої обумовлені 
теоретико-множинними, комбінаторними та топологічними аспектами, що складають основу 
поняття самого графу. Успіх застосування теорії графів можна пояснити також тим, що вона 
є зручною мовою для формулювання задач, які можна віднести до широкого кола наукових 
проблем, та зручним інструментом для їх вирішення.  

В даній роботі предметом дослідження є складні системи, зокрема часові ряди 
фондових індексів. Окремим значенням фондових індексів можна поставити у відповідність 
бінарні зв’язки і представити у вигляді складної мережі або графу з нетривіальними 
топологічними властивостями. Топологія вивчає модальні співвідношення просторових 
образів, закони зв’язності, взаємного розташування і слідування точок, ліній та їх 
сукупностей незалежно від мір їх величин. 

У теорії складних мереж розвинені спеціальні методи для вирішення конкретних 
задач, але недостатньо загальних методів, що дозволяють алгоритмічно розв’язувати цілі 
класи задач. В якості джерел створення таких достатньо загальних методів можна розглядати 
теорію графів та інші області математики. Результатом застосування лінійної алгебри у 
теорії графів став новий напрямок - спектральна теорія графів, що базується на алгебраїчних 
інваріантах графу - його спектрах. Хоча основні методи цієї теорії на даний час не можуть 
дати відповіді на всі питання, пов’язані з конкретними характеристиками графу, але вони 
продукують досить цікаві результати, які неможливо отримати іншими методами [17].  

2. Перетворення часового ряду в граф. Запропоновано кілька підходів до 
перетворення часових послідовностей у складні мережеподібні відображення. Ці підходи 
можна умовно поділити на два класи [18]. Перший базується на дослідженні опуклості 
послідовних значень часового ряду і отримав назву графів видимості (visibility graph) [19]. 
Певна модифікація, яка фіксує точку спостереження видимості, одержала назву 
горизонтального графу видимості [20]. Другий аналізує взаємну наближеність різних 
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сегментів часової послідовності і використовує техніку рекурентного аналізу [14, 18]. 
Нарешті, якщо в основу формування зв’язків елементів графа покласти кореляційні зв’язки 
між ними, отримаємо кореляційний граф [18]. Головне призначення таких методів полягає у 
тому, щоб точно відтворити інформацію, яка зберігається у часовому ряді, в альтернативній 
математичній структурі. 

В даній роботі нами будуть використані результати, які отримані шляхом 
перетворення часового ряду в мережу завдяки алгоритмам видимості, хоча одержані 
результати носять універсальний характер незалежно від методу перетворення часового ряду 
в мережу.  

   a)       b) 
Рис. 1. Ілюстрація перетворення часового ряду у мережу за допомогою алгоритму графу 

видимості (a) або горизонтального графу видимості (b) 
 

Сімейство алгоритмів видимості являє собою набір методів, які перетворюють 
часовий ряд у мережу відповідно до специфічного геометричного критерію [19, 20]. Головне 
призначення таких методів у тому, щоб точно перетворювати інформацію, що зберігається у 
вигляді часового ряду, в альтернативну математичну структуру, так, що потужні інструменти 
теорії графів в кінцевому підсумку можна було б використати для характеристики часових 
рядів з іншої точки зору, з метою подолання розриву між нелінійним аналізом часових рядів, 
динамічними системами і теорією графів.  

Візьмемо часовий ряд ],...,,[)( ,21 nyyytY   довжини N . Кожну точку даних 

часового ряду можна розглядати як вершину в асоційованій мережі, а ребро буде з'єднувати 
дві вершини, якщо дві відповідні точки даних можуть «бачити» один одного з вертикального 
бару часового ряду.  

Схема алгоритму видимості представлена на рис. 1. У верхній частині рисунку 
зображені перші 10 значень часового ряду за допомогою вертикальних смуг (барів). 
Розглядаючи таке зображення як певний «ландшафт», ми зв’язуємо кожен бар (кожну точку 
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часового ряду) з усіма тими точками, які є видимими з обраної вершини (штрихові лінії). 
Отримуємо відповідний графік, зображений на середній частині рисунка. На цьому графіку 
кожен вузол відповідає (в тому ж порядку) даним часового ряду, а два вузли з'єднані, якщо 
існує видимість між відповідними даними, тобто, якщо є пряма лінія, яка з'єднує значення 
ряду даних, за умови, що ця «лінія видимості» не перетинає будь-який проміжний бар. 
Нарешті, на нижній частині рисунку зображено власне отриману мережу.  

Формально два значення ряду ay  (на момент часу at ) і by  (на момент часу bt ) 

пов'язані, якщо для будь-якого іншого значення ( cc ty , ), яке розміщене між ними (тобто, 

bca ttt  ), задовольняється умова: 

ab

ac
abac tt

tt
yyyy




 )( . 

У випадку горизонтального графа видимості два вузли з’єднані, якщо існує 
горизонтальна пряма, що не перетинає вертикальних барів (рис. 1b).  

Алгоритми графа видимості легко програмується і працює відносно швидко навіть 
для великих наборів даних. Одержані мережі потім аналізуються з використанням 
стандартних методів, які включають розрахунок відповідних мір і показників.  

3. Спектральний аналіз графів. Формально мережа являє собою граф ),( ENG , у 

якому },...,2,1{ nN   - скінчена множина вершин (агентів) і E  - множина ребер, що 

відображають взаємодію агентів. При аналізі складних мереж, як і в теорії графів, 
використовують параметри окремих вузлів, параметри мережі в цілому та мережні 
підструктури.  

Спектром графу G називається множина власних значень матриці, що відповідає 
даному графу. Відомі декілька підходів встановлення зв’язку між графом G та його 
спектром. Для випадку регулярних графів можна показати [17], що різні види спектрів 
еквівалентні, тобто містять однакову кількість інформації про структуру спектру G. 

Перший вид спектру графа часового ряду пов’язаний із матрицею суміжності А графа 
G. Для мережі з N вузлів A  є квадратною матрицею NN  . Значення її елементів ija  

дорівнюють 1, якщо вузли i  та j  з’єднані між собою, та 0, якщо ці вузли не з’єднані. Для 

ненаправлених мереж jiij aa   та 0iia . 

Характеристичний многочлен AI   матриці А графа G називається 

характеристичним многочленом графа  GP . Власні значення матриці А (нулі многочлена 

AI  ) і спектр матриці А (множина власних значень) називаються відповідно власними 

значеннями і спектром  GS p  графа G.  

Ще одним важливим видом спектру графу G є спектр, отриманий із матриці Лапласа 
L . Властивості матриці Лапласа значно інформативніші, ніж розглянуті вище для матриці 
суміжності.  

Матриця Лапласа використовується для підрахунку остівних дерев графу (матрична 
теорема про дерева), а також для отримання деяких важливих спектральних характеристик 
графу. Матриця Лапласа ADL  , де D  ― діагональна матриця порядку n: 









,       ,0

,  ,

ji

jid
d i

ij
 

де id  ― ступінь відповідної вершини графу. Отже, 
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Спектр  GS pL  матриці L   є коренями характеристичного рівняння 
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0 ADILI  . 

Порівнюючи спектри 
Lpp SS , легко встановити, що: 
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де r1 . 
Виходячи із власних значень і спектру, можна ввести певну кількість спектральних 

інваріантів, які можуть служити мірами складності: спектральний радіус, центральність 
власного вектора (вектор-центральність), спектральні моменти та ін. [21].   

Важливою спектральною характеристикою, яку ми в подальшому використаємо, є 
величина спектрального розриву (щілини – spectral gap). Спектральна щілина описує, як 
швидко динамічний процес в мережі буде сходитися до стійкого стану. Вона дорівнює 
різниці між двома найбільшими власними значеннями матриці суміжності.  

4. Ентропія Шеннона спектру графа. В даній роботі ми розглянемо динаміку такої 
міри складності, як ентропія спектру графа. Відомо, що спектральна щільність відповідної 
матриці графа має тісну відповідність з його структурою. Тоді ентропія Шеннона спектру 
графа є мірою його невизначеності. 

Нехай )(  є функцією щільності розподілу власних значень відповідної матриці. 
Тоді спектральна граф-ентропія )(H  визначається співвідношенням [22]: 

 dH )(log)()( 




 . 

При цьому постулюється, що 00log0  . Зрозуміло, що чим вище значення ентропії, 
тим більш невизначеним є граф. 

В якості прикладу розглянемо властивості щоденних значень фондових індексів [23], 
динаміка яких об’єктивно фіксує особливості макроекономічної динаміки. В даній роботі для 
аналізу і порівняння зупинимось на головних мірах для двох фондових індексів: виділені 
фрагменти індексу «блакитних фішок» американського фондового ринку DJIA (Dow Jones 
Industrial Average), що містять відомі кризи 1929, 1987 та 2008 рр., і німецького –  індекс  
DAX за період з 02.01.1900 по 31.12.2014 рр.  

Розрахунки проводились за алгоритмом ковзного вікна. Обиралось вікно, розміром у 
500 днів (приблизно 2 торгівельні роки), у ньому розраховувались спектри для обох матриць, 
топологічні і спектральні міри (measures), потім вікно зміщувалось вздовж ряду з кроком 5 
днів (один торгівельний тиждень), розрахунки повторювались і так аж до вичерпання 
часового ряду. Порівнюючи динаміку вихідного ряду з відповідними мірами, можна 
аналізувати системні зміни на фондовому ринку, робити прогнозні висновки.  

На рисунку 2а) представлено типову динаміку спектру матриці суміжності для 
глобальної фінансової кризи 2008 року. Звернемо увагу, по-перше, на ширину спектру, яка 
сягає величини порядку 80 одиниць, і, по-друге, на помітні спектральні «сплески» на 
«хвостах» розподілів. 

З рис.2 видно, що у передкризовий період, коли спектр є широким, а спектральна 
щілина великою, ентропія Шеннона, яка є мірою хаотичності часового ряду (в даному 
випадку – спектру), має низькі значення. З наближенням до точки початку кризи, спектр 
хаотизується, звужується майже втричі, а ентропія помітно зростає. Вихід із кризи 
призводить до відновлення ширини спектру та зменшення ентропії. При цьому зростання 
ентропії спектру починається задовго до кризи, що може бути використано для побудови 
індикаторів-передвісників криз. Розрахунки показали, що цей факт є загальним принаймні 
для розглянутих криз.  Одержані результати дають нам змогу припустити, що криза руйнує 
колективний, самоорганізований  складний організм, яким є фондовий ринок. Система 
спрощується, а ентропія Шеннона зростає. 
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    а)      b) 

Рис. 2. а) Спектри графів матриці суміжності віконних фрагментів часового ряду 
індексу DJIA, який містить кризу 2008 року; b) індекс DJIA з кризою 2008 року, 

шеннонівська ентропія (ShennonEntropy) спектрів графів та спектральний розрив 
(gap). Точка початку кризи (15 вересня 2008р.) відмічена стрілкою 

 

Підтвердженням цієї гіпотези є дані, представлені на рисунку 3. Окремо відображені 
ентропія (а) та спектральний розрив (b) для вихідного та перемішаного (shuffled) часових 
рядів, що містять кризу 2008 р.  

 
   a)         b) 

Рис. 3. Ентропія (а) та спектральний розрив (b) вихідного та перемішаного рядів. 
Розглядається випадок кризи 2008 р. 

 

Очевидно, випадкове перемішування (хаотизація) часового ряду призводить до 
зростання ентропії Шеннона, вирівнюванню її значень. Спектральний розрив навпаки 
зменшується в десятки разів і також стає практично незмінним.   

Додатковим свідченням нашої гіпотези є і дані рисунку 4. Як і у випадку на рисунку 1, 
представлені спектри графів та ентропія Шеннона разом із спектральним розривом для більш 
довгого часового ряду, який включає 4 відомі кризи: валютну 1998 р., кризу «нових економік 
- dotcom» 2001, глобальну кризу 2008 р. та її другу хвилю 2011 р. До спектру вихідного ряду 
для порівняння додано спектр перемішаного. Видно, гіпотеза справджується і у випадку 
фондового ринку Німеччини, а також для інших за природою кризових епізодів. 
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 а)       b) 

Рис. 4. a) Спектри вихідного і перемішаного рядів індексу DAX. Штриховою лінією 
відмічено границі спектру для перемішаного ряду.  

b) Ентропія Шеннона і спектральний розрив для індексу DAX 
 

5. Висновки. Таким чином, методи теорії складних мережеподібних систем 
дозволяють проводити всебічний аналіз динамічних систем, відображаючи їх в 
альтернативну мережну структуру. Завдяки множині топологічних і спектральних 
характеристик мережі, з’являється набір нових інструментів для аналізу та прогнозування 
динаміки системи. Зокрема, ентропія спектру графа поводить себе універсальним чином, 
попереджуючи своїм зростанням наближення більш хаотичного стану ринку, яким є 
кризовий стан, що дає можливість використовувати дану міру складності у якості одного з 
індикаторів-передвісників кризових явищ на фондових ринках.  

Зрозуміло, що ентропія Шеннона не вичерпує список можливих не тільки 
спектральних та топологічних мір, а навіть і ентропійних. Так, на часі дослідження ентропій 
шаблонів, подібності, перестановок, Тсалліса спектральних і топологічних властивостей 
фінансово-економічних систем.  
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ВІДМІННОСТІ ВПЛИВУ ПОЗИТИВНИХ І НЕГАТИВНИХ ШОКІВ НА ПОКАЗНИКИ 
РИНКУ ПРАЦІ   

The nonlinear econometric analysis of dynamic changes in employment, unemployment rate, real GDP, 
productivity and economic activity in Ukraine has been investigated. Using the nonlinear asymmetric threshold TDMA 
model asymmetric responses to positive and negative macroeconomic shocks has been evaluated. 

Key words: labour market, unemployment, asymmetries, shocks, times series. 
 

Проведено нелінійний економетричний аналіз динамічних змін у зайнятості, рівні безробіття, 
реальному валовому продукті, продуктивності праці й економічній активності населення в Україні. 
Використовуючи нелінійні асиметричні порогові TDMA  моделі, оцінено асиметричні відгуки на позитивні та 
негативні макроекономічні шоки. 

Ключові слова:   ринок праці, безробіття, асиметричність, шоки, часові ряди. 
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