
Глава 8. Рух тіла в полі сили тяжіння
В цій главі йтиметься про одне із самих далекосяжних узагалі, 

нень, зроблених будь-коли людським розумом, а саме про закон т  е» 
світнього тяжіння:

Відкриття закону належить видатному англійському фізику 
І. Ньютону (1666 р.). Якщо до цього додати, що всяке тіло під дії ІО 
прикладеної до нього сили набуває в напрямку цієї сили прискори м 
ня, величина якого пропорційна силі і обернено пропорційна м.н і 
тіла (другий закон Ньютона),

а = ~ ,  (2 )
т

то, як говорять фахівці, досвідченому математику цих відомостеи 
цілком вистачить для отримання всіх наступних наслідків. Не прете­
ндуючи на таке високе звання, ми зупинимося лише на деяких з них, 
щоб побачити і зрозуміти дещо більше, ніж у шкільному підручнику 
фізики.

Насамперед зазначимо, що вирази (1) і (2) являють собою мате­
матичну модель руху під дією сили тяжіння у найбільш загальному 
вигляді. Чи не найцікавішим при вивченні таких рухів є питання про 
форми їхніх траєкторій у залежності від початкових умов. Для 
вивчення цього питання скористаємося можливостями комп’ютер­
ного моделювання (обчислювального експерименту).

При цьому спочатку ми розглянемо прості приклади -  рух штуч­
ного супутника навколо планети (або рух планети навколо Сонця). В 
цих прикладах можна нехтувати масою тіла-супутника і розглядати 
тільки його рух відносно центрального тіла.

Далі дослідимо рухи системи тіл “планета -  природний супут­
ник” (на прикладі системи “Земля -  Місяць”). Оскільки масою супу­
тника в таких випадках, взагалі кажучи, нехтувати не можна, необ­
хідно буде розглянути рухи обох тіл навколо спільного центра мас. 
Змінюючи умови задачі (а саме -  маси тіл і відстані між ними), ми 
зможемо зазирнути в деякі подробиці з “життя” подвійних зірок.

Ряд результатів, пов’язаних із законами руху планет, встановле­
ними на початку XVII ст. видатним математиком і астрономом 
И. Кеплером, ми одержимо як наслідки закону всесвітнього тяжіння.
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Далі з’ясуємо, якими були б рухи тіл, якби в законі тяжіння по- 
...... .. степеня к для відстані г між тілами мав би значення не 2, а

_ _ т. ■ т2
мі нке інше, тобто якби закон мав вигляд Р  — &---- -— .

І, насамкінець, розглянемо рухи кількох тіл (планет) у різних 
■поемах відліку -  геліоцентричній (пов’язаній із Сонцем) та геоцен- 
Iріпній (пов’язаній із Землею).

н 1. Рух штучного супутника планети
8.1.1. Постановка задачі
Формула (1), як і формули всіх фізичних законів, має границі

і.к госовності. Вона справджується
а) для матеріальних точок;
б) у випадках, коли одне з тіл є матеріальною точкою, а інше -  

однорідною кулею;
в) обидва тіла -  однорідні кулі.
У двох останніх випадках г -  відстань між центрами тіл (куль). 

Нираз “границі застосовності” означає, що результат, отриманий 
розрахунком за формулою, даватиме тим кращий збіг з реальним 
(дійсним, спостережуваним) результатом, чим краще виконуються 
іазначені умови.

Припущення 1. Враховуючи, що відстань між центрами планети і 
штучного супутника значно перевищує розміри супутника, і розгля­
даючи планету як однорідну кулю, вважатимемо, що забезпечено 
умови застосовності закону всесвітнього тяжіння (1).

Припущення 2. Будемо вважати (і не без підстав) масу супутника 
набагато меншою за масу планети: тсупутн«  т„л. Це дозволить не 
розглядати рух самої планети, оскільки прискорення, що їх надають 
одне одному два тіла під час взаємодії, обернено пропорційні їхнім 
масам.

Припущення 3. Знехтуємо опором середовища, адже реально 
штучні супутники рухаються у надзвичайно розріджених шарах пла­
нетних атмосфер. В такому разі на супутник діятиме єдина сила -  
сила всесвітнього тяжіння.

Рух штучного супутника відбувається в площині, в якій лежать 
вектор швидкості «супутника і центр планети. В цій площині лежить 
і вектор Р  сили тяжіння. Для опису такого руху потрібні дві коорди­
натні вісі. Початок координат помістимо в центрі планети (рис. 8.1).
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Тут РХ\ Р У-  складові вектора сили тяжіння Р;
М , т -  маси планети і супутника відповідно.

Положення супутника визначається двома координатами х та у\ 
проекції рх і Ру мають знаки, протилежні координатам.

Нехай початковий момент «спостереження» відповідає перетину 
орбіти супутника з віссю абсцис, як це показано на рис. 8.1.

З подібності трикутників витікає:

і — £  И  —  У
И "  '  И "  г '

що разом з (1) дає

р  = -СМ т  4  ; Р =  -СМ т  4  ■г з у г З
Проекції прискорення знайдемо з виразу (2):

ах = - С М 4 ;  0>= - С м 4 _  (3)
г г

Відстань г між тілами будемо визначати за теоремою Піфагора:
г = ^ х 2+ у г .

Система рівнянь (3) є математичною моделлю руху штучного 
супутника.

Якщо в напрямку, перпендикулярному до лінії дії сили, в почат­
ковий момент орбітального руху супутника надати йому першої кос-

Рис. 8.1
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Нічної швидкості Уік = СМ/г, то його орбіта буде коловою.

8.1.2. Алгоритм роботи з моделлю
І Створити таблицю за зразком:

А в П  с  “ 0 £ .....1.. с н
1 ау V, V, X Дано: ШСЗ
2 О=
3 М=
4 М=
5 т-
6 г=
7 »Л0)=
8
9 40)=
10 Х0)=

2. Заповнити Ключові комірки таблиці таким умістом:

комірки формули / числа примітки
Н7 =0 14(0)
Н8 = (Н 2 *Н 4 /Н 6 )Л0,5 ЩО)
Н9 =Н 6 х(0)

Н10 =0 №
А2 = -$Н $ 2*$Н $ 4*Е 2 /((Е 2 )л2+(Р2)л2)л 1,5 копіювати в АЗ і А4
В2 =-$Н $2*$Н $4*Р 2 /((Е 2 )л2+(Р2)л2)л1,5 копіювати в В3 і В4
С2 =$Н$7
Б2 =$Н$8
Е2 =$Н$9

■м ІЛЧ 1 АР2 =$Н$10
СЗ =С 2+А 2*$Н $3*0 ,5
0 3 = 02+ В 2 *$ Н $3 *0 ,5
ЕЗ =Е2+С 3*$н$3 копіювати в Е4
РЗ =Р 2+03*$Н $3 копіювати в Р4
С4 =С З +А 3*$н$3
0 4 =оз+вз*$н$з

8.1.3. Обчислювальний експеримент
Конкретизуємо умову для штучного супутника Землі (ШСЗ) 

масою т = 1000 кг, що рухається коловою орбітою на висоті Н = 300 
км від земної поверхні.

Маса супутника не входить до виразу (3), але її значення забез­
печує виконання умови тсупутн«  Мт. Для Землі М= 5,976-1024 кг.

Відстань між тілами г = К3 + И = 0,3 106 м + 6,4-106 м = 6,7-106 м.
Відомо, що період обертання штучного супутника Землі поблизу 

поверхні планети становить близько 100 хв. Таким і оберемо час
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моделювання. Будемо фіксувати значення всіх кінематичних харак 
теристик руху супутника (а, V, х, у ) через малі (у порівнянні з пері 
одом обертання) однакові проміжки часу А і = 1 хв. = 60 с.

Тепер проведемо звичну процедуру підготовки таблиці до обчи 
слювального експерименту: заповнимо комірки Н2-Н6 (“Дано:”) і 
решту комірок згідно наведеної вище таблиці. Всі формули четверто­
го рядка (від А4 по Р4) скопіюємо в наступні 100 рядків.

Нагадуємо, що вміст комірки Н8 відповідає виразу для першої 
космічної швидкості: уу(0) = иІК.

Відповідна таблиця має вигляд, поданий на рис. 8.2.
Маючи заповнену таблицю, будуємо траєкторію руху у  = у(х) -  

графік залежності між даними зі стовпців Е та Р. На цьому ж рисунку 
показана колова траєкторія руху.

А В С 0 і Є Р О н
1 ах Чг ’ X У Дано: ш сз

2 -8,88 0,00 0 7714 6,70Е+06 0,00Е+00
у-і

■ о 6,672Е-11
•5

-8,86 -0,61 -266 7710 6,68Е+06 4,63Е+05 Д * « 60
■■і Л 
4 -8,80 -1,22 -798 7673 6,64Е+06 9,23Е+05 м - 5,976Е+24

5 -8,69 -1,83 -1326 7600 6,56Е+06 1,38Е+06 т  - 1.СХЮЕ+03

6 -8,54 -2,42 -1847 7490 6,45Е+06 1.83Е+06 Г  “ 6.700Е+06

-8,36 -3,01 -2360 7345 6,ЗОЕ+О6 2,27Е+06 14(0) = 0

-8,13 -3,58 -2862 7164 6ДЗЕ+06 2,70Е+06 ц,(0) ■- 7,710Е+03

-7,86 -4,13 -3349 6950 5,93Е+06 3,12Е+06 40) = 6,700Е+06

...

-7,56 -4,66 -3821 6702 5,70Е+06 3,52Е+06 Я  о) = 0

8.0Е+06 

/  4,0Е+06

//
1 1 * ІДІ

-1,0Е-Ю7 коЕ-Юб 0,01 

\ Ч 0 Е + 0 6

-8.0Е+06

+00 5,0Е+0о 1,0Е+07

Рис. 8.2
Якщо в момент виходу на орбіту швидкість супутника иу(0)
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їм ІОНОЛЬНЯТИМ е нерівності 1)\к <Уу(0) <ЛІ2 ■ 1)\к, то, як відомо з курсу 
фі піки (астрономії), він рухатиметься еліптичною орбітою.

Продовжимо обчислювальний експеримент і збільшимо попере­
ки шачення початкової швидкості иу(0) у 1,2 рази. Щоб не викону­
єш! зайвої роботи, відредагуємо формулу, введену в комірку Н8:

= (Н2*Н4/Н6УЧ).5*1.2.
Результат показаний на рис. 8.3.

А В С 0 Е Р <3 н

1 ах ау V, ">. X У Дано: шсз
2 -8,88 0,00 0 9257 6.70Е+06 0.00Е+00 С «

т

3 -8,83 -0,73 -266 9260 6,68Е+06 5,55Е+05 Д і- 60

4 -8,69 -1,45 -796 9216 6,64Е+06 1,11 Е+06 5.976Е+24

5 -8,45 -2,13 -1318 9129 6,56Е+06 1,66Е+06 ■ т І.ОООЕ+ОЗ

6 -8,13 -2,77 -1825 9001 6,45Е+06 2.20Е+06 6.700Е+06
-7,75 -3,35 -2313 8835 6,31Е+06 2,73 Е+06 0

9,2,68+03 

6,700Е+06

8 -7,31 -3,86 -2778 8634 6,14Е+06 3,24Е+06 щ п-
9 -6,82 -4,30 -3216 8402 5,95Е+06 3,75Е+06 х(0)=

10 -6,31 -4,67 -3626 8144 5,73Е+06 4.24Е+06 >(0)= 0

Рис. 8.3

Надаючи, нарешті, початковій швидкості значення уу(0)=-^2 у]К, 
тобто вводячи до Н8 нового множника \І2 , одержуємо параболічну 
(розімкнену) траєкторію (рис. 8.4):
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» г А В С О Е Р 6 Н
1 я* щ Vx ------ X У Дано: ШСЗ
2 0° 00 00 0,00 0 10800 6.70Е+06 0.00Е+00 С= 6.672Е-11
3 -8,80 -0,86 -266 10910 6,68Е+06 6,48Е+05 60
4 -8,55 -1,68 -794 10858 6,64Е+06 1.29Е+06 А/- 5.976Е+24
5 -8,16 -2,43 -1307 10757 6,56Е+06 1,93 Е+06 /я= 1.000Е+03
6 -7,66 -3,07 -1797 10611 6,45 Е+06 2.56Е+06 г= 6,700Е+06
7 -7,08 -3,60 -2257 10427 6,31Е+06 3,18Е+06 »М= 0

8 -6,45 -4,01 -2682 10211 6,15 Е+06 3.79Е+06 Ц<0)= 1.08Е+04
9 -5,80 -4,30 -3068 9970 5,97Е+06 4.38Е+06 х(0)= 6 ,-піц -()(>
10 -5,16 -4,48 -3417 9712 5,76Е+06 4,96Е+06 у(0)= 0

. ..

ШСЗ

4,5Е+07

----- -~^_3,0Е +07

1,5Е+&Тч

і------------------1-------------- О.ОЕ+ОО —  і
-5,0Е+07 -3,0Е+07 -1,0ЕЮ7 1,0Е-Н)7

Рис. 8.4
Завдання
1. Траєкторія може бути й гіперболічною. З’ясуйте, за якої умови 

це стає можливим, а потім перевірте свою відповідь на моделі.
2. Закон тяжіння не відрізняє штучний супутник від природного. 

Планети Сонячної системи є природними супутниками Сонця, і при 
цьому добре виконується умова т„шнети «  МСонця• Враховуючи цей 
факт, змоделюйте рух Землі навколо Сонця, змінивши в уже побудо­
ваній моделі потрібним чином вміст деяких комірок стовпця Н.

Висновки
1. Траєкторією руху тіла, на яке діє сила всесвітнього тяжіння, 

може бути одна з кривих другого порядку -  коло, еліпс, парабола чи 
гіпербола в залежності від початкових умов.

2. Всі розглянуті моделі можна об’єднати в одну групу за спіль­
ною ознакою тсу„утн«  Мцттр тиш. Усвідомлення цього факту є логіч­
ною умовою переходу до наступного етапу роботи.
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І  і  Рух природного супутника планети 
та рух компонентів системи “подвійна зірка”

8.2.1. Постановка задачі
І Іриродні супутники планет мають маси, якими не завжди можна 

Ні і гувати в порівнянні з масами самих планет, тому моделювання 
|іу ч у таких супутників є більш складною задачею.

Знов почнемо аналіз із найбільш простого випадку -  руху вздовж 
/цінових орбіт.

Рис. 8.5

1. Обидва ці тіла -  центральне т, і супутник т2 -  обертаються 
навколо нерухомої точки С -  їхнього спільного центра мас. При цьо­
му вони весь час знаходяться на одній прямій, що сполучає тіла і 
проходить через точку С. Ця точка ділить відстань Я між тілами на 
відрізки г\ і гг у відношенні

звідки маємо:
К К



Переходячи до проекцій, маємо для моменту часу І = 0:

х\ (0) —----- ; х 2 (0) = — ——- , (5)
1 + ^ -  1 + '*  

т2 тх
де Х\, х2 -  координати тіл у системі відліку, пов’язаній зі спільним 

центром мас.
2. Певних уточнень вимагають також вирази для прискорень.
Сила тяжіння надає прискорень обом тілам:

Ст.т. . Ст7 Ст.
- - ^ г - - / и 2а2, звідки а, а2 = ~ ^ г -

Для моменту часу І = 0 отримуємо:

% ( 0 ) = ^ Д 2 ) ; І
XV XV

(6)

В загальному випадку (для будь-якого моменту часу) з ураху­
ванням можливої зміни відстані між тілами (наприклад, при русі тіл 
еліптичними траєкторіями) вирази (6) набувають вигляду: 

а Ст2(х2- хі) а Ст2{у2- у {)

[уі(х2 ~ х ]У + ( у 2- Уі)2)  У (лІ(х2- Хі)2 + (у2- Уі)2)  

а От](х2 -дг,) ^ С т ,(у г ->>,)

(уі(х2- х{У + (у , - уУ )  (у/(*2-* і )2+ (у2-> 'і)2}
де (хі, _уі), (х2, 7г) -  відповідно координати першого і другого тіла, а 
Я = д/(х2 - х ,) 2 + (_у2 -> '1)2 -  відстань між тілами.

В задачі про штучний супутник ми вже бачили, що вигляд трає­
кторій руху тіл визначається початковими умовами, і зокрема, почат­
ковими швидкостями Уі/0) і ^2,(0). Оскільки тут розглядається рух

двох тіл уздовж колових орбіт, то У2у (0) = ■ Виразимо 1^,(0)

через Уц,(0) з наступних міркувань.
Знаходячись весь час на одній прямій, обидва тіла мають одна­

кові періоди обертання Т\= Т2:
Іти-, . „  2яг, . у, г.



V^у(0) х (0)
що для І = 0 в проекціях дає — ------ = ----------.

и 2у(0) х 2(0)
Остаточно маємо:

*,(0) 
х2 (0)М ° ) = М ° )

8.2.2. Обговорення алгоритму
Оскільки тепер розглядається рух двох тіл, то виникає необхід­

ність збільшити удвічі кількості змінних (а отже, й стовпців таблиці). 
Розподілимо їх у такий спосіб:

А В С 0 Е Р Є н 1 К 1 м N
1 0\х а \у а 2х а 2 у У\у Щ у Х\ >1 * 2 >2 Дано: Значення
2 0  =
3 А і  =
4 т{ =
5 т2 —
6 К  =
7 У.^0)=
8 у,у(0 )=
9 іЬА0)=
10 1>2у(0) =
11 х т =
12 У.(0)=
13 х2(0 )=
14 >2(0)=

Вміст комірок нової таблиці:

комірки формули / числа коментарі
N7 0
N8 = М 0 *Ш Ш 1 3
N9 0
N10 =(ш*м*шз)ло,5тб
N11 =-К6/(1+И4/К5)
N12 0
N13 =N6/(1+N5^4)
N14 0
А2 =$ад2*$т5*(К2-І2)/((І2-К2)л2+(І2-ІЛ)л2)л1,5 копіювати в АЗ, А4
В2 =$М2*$Н$5*(Ь2-І2)/((І2-К.2)Л2+(І2-Ь2)Л2)Л1,5 копіювати в ВЗ, В4
С2 =$№2*$Н$4*(І2-К2)/((І2-К2)Л2+(І2-Ь2)Л2)Л1,5 копіювати в СЗ, С4
02 =$т2*$ад4*(І2-Ь2)/((І2-К2)л2+(.Г2-Ь2)л2)л 1,5 копіювати в 03, 04
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ком ірки формули / числа коментарі

Е2 =$N$7

Р2 =$N$8
02 =$N$9

Н2 =$N$10

12 =$N$11

п =$N$12

К2 =$N$13

12 =$N$14

ЕЗ =Е2+А2*$тЗ*0,5

РЗ =Р2+В2*$тЗ*0,5
СЗ =02+С2*$тз*0,5
НЗ =Н2+02*$ЩЗ*0,5

ІЗ =І2+Е3*$тз копіювати в 14
ІЗ , = п + р з * $ т з копіювати в
КЗ =К2+С3*$тз копіювати в К4
ьз =ь2+ н з * $ т з копіювати в Ь4
Е4 =ЕЗ+АЗ*$тЗ
Р4 =рз+в з *$м з

С4 = о з + с з * $ т з
Н4 = н з + о з * $ т з

8.2.3. Алгоритм роботи
1. Добавити до таблиці нові стовпці.
2. Заповнити комірки N 2 ^ 6  у відповідності з даними задачі.
3. Заповнити комірки за наведеною вище таблицею.
4. Всі формули 4-го рядка копіювати у наступні 100.
5. Побудувати графіки, користуючись парами даних зі стовпців

І, ЦдгьД'Ота К, Ь{х2, у 2).
Увага\ Виконання цього пункту виявиться успішним, якщо пра­

вильно відкоригувати ряди даних. Опишемо це більш докладно.
У всіх попередніх графічних побудовах нам доводилось мати 

справу з випадками, коли були потрібні один або декілька графіків 
залежності від одного й того самого аргументу (часто, але не завжди 
таким аргументом виявлявся час і). Зараз виникла потреба в побудові 
іншого характеру: згідно з п. 5 на одній координатній площині потрі­
бні два графіки залежностей у\ = у\(х{) та у2 = у2(х2), тобто залежнос­
тей від різних аргументів. Якщо на початку побудови виділити чоти­
ри стовпці І (леї), І (уі), К (х 2) ,  Ь (у2), то програма Мастер диаграмм за 
замовчанням сприйме в якості аргументу стовпець І — перший з виді­
лених стовпців, -  і побудує три графіки для функцій одного аргумен­
ту х,: уі = _уі(хі), у2 = у2{х\), уз = уг(х\). Саме з цієї причини виникає 
потреба в редагуванні рядів даних.
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Подальша робота передбачає таке: поставити покажчик миші 
и Область дираммьі там вивести контекстне меню (права кнопка 
миші), в якому обрати Исходньїе данньїе, там відкрити вкладку Ряд, а 
далі керуватись фрагментами вікна Исходньїе данньїе, зображеними 
нижче.

шмбанимнц Имя: |=Лист1 !$^$1

г Значення X: = Лист 1! $І$2; $І$302

і Значення V: |=Лист1!$3$2:$3$302 і ]
Добавить ( Удалить |

Насамперед у вікні Ряд слід видалити х2.
Для ряду уі зміни не потрібні, оскільки значення у, розміщені 

саме в стовпці І.

Ряд

к ________________ 4 Имя: =Лист1!$І_$1

Значеннях: |=Лист1!$К$2:$К$302

Л І Значений V: |=Лист1!$І.$2:$І.$302

Добавить| Удалить |

Для ряду у2 змін потребує рядок Значення X. Адже аргумен­
тами для значень у2 зі стовпця Ь є числа зі стовпця К.

8.2.4. Обчислювальний експеримент
Задача 1. Відомо, що маса Місяця (т2) у 81 раз менша за масу 

Землі (ті). Прийнявши відстань Я між центрами цих тіл рівною 
380 тис. км (3,8-Ю8 м), змоделюємо рух системи Земля -  Місяць.

Розв ’язання.
1. Уведемо дані до комірок таблиці:

N4 (ш,) 5,98-1024; N5 (т2) -+ 5,98-1024/81; N6 (Я) -> 3,8Е+08;
N3 (Аі) —> 8,64Е+04 (тривалість однієї доби в секундах).

2. Побудуємо траєкторії руху кожного з тіл (рис. 8.6), якими є 
графіки уі = >>,(.*,) і у г = У2(х2).

Жирна “точка” в центрі рис. 8.6 в дійсності є маленьким колом. 
Це орбіта Землі.
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Завдання. Переконайтесь, що дана модель містить у собі попере 
дню (про рух штучного супутника) за попередніх умов.

4.0Е+08 

/  2.0&-08

__ Земля-Місяць

\

-4,(№08 -2.0Е+08 0,01 

\  -2.0Е+08

-4^0Е+0В-

+00 2.0Е+08 4.0Е+08

Рис. 8.6

Задача 2. Якби на місці Місяця знаходилась планета з масою, 
утричі меншою за масу Землі, то який вигляд мали б орбіти цих тіл?

Результат зображений на рис. 8.7. При побудові цього рисунку 
час моделювання був обмежений так, щоб обидва тіла не виконали й 
одного повного оберту. Тоді довжина штрихового відрізку прямої, 
що сполучає точки траєкторій в останній момент руху, дорівнює ста­
лій відстані Я між тілами, як про це йшлося вище. Крім того, стають 
зрозумілими напрямки руху кожного з тіл.

Рис. 8.7

Тут ми безпосередньо підійшли до моделювання руху компонен-
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11м у системах, що звуться фізично подвійними зірками. Вони скла­
дної ься з двох зірок, об’єднаних силами тяжіння, і обертаються по
.......ичних орбітах навколо спільного центра мас. Зрозуміло, що
ін іпння модель передбачає такі об’єкти. Проте ми вважаємо корис­
ним перехід від одиниць СІ до інших, які є широко вживаними в аст­
рофізиці:

1) одиницею маси є маса Сонця, 1 Мс = 1,99Т 030 кг;
2) час вимірюють у земних роках, 1 рік = 3,15Т07 с;
3) одиницю довжини обирають в залежності від задачі, нею мо­

їх є бути:
-  астрономічна одиниця (середній радіус земної орбіти),

1 А.О. = 1,5-10“ м;
-  світловий рік (відстань, що її долає світло протягом 1 року),

1 св. рік =  9,5* 10і5 м ;

-  парсек (відстань, з якої радіус земної орбіти видно під ку­
том 1"),

Іпк = 3,1-Ю16 м.
Відстані до зірок найчастіше подають у світлових роках або в 

парсеках, а відстані між компонентами систем зірок -  у астрономіч­
них одиницях.

Згаданий перехід фактично стосується визначення числового 
шачення розмірного коефіцієнта С у законі всесвітнього тяжіння. 
Гака вправа без сумніву є корисною, оскільки розкриває зміст часто 
вживаної фрази: “Числове значення цього коефіцієнта залежить від 
вибору системи одиниць”.

Пригадайте, у який спосіб виконують подібні операції.
В разі утруднення скористайтеся допомогою: 

<7=6,67: КГ11
м 3

кг- с 2

= 6,67-10_11 •
1,5 10й

\ 3

А.О.1

1
1,99 1030

Л (  1 М с
\ 3,15 107

рік2

А.О.3
Остаточно отримуємо С  = -39-----——- .

М с ■ рік
Завдання
1. Якими в даній системі одиниць є одиниці швидкості, приско­
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рення?
2. Яких значень набуватиме стала всесвітнього тяжіння (7, якшн 

відстань вимірювати в парсеках або у світлових роках?
3. Встановіть співвідношення між зазначеними вище одиниішмн 

довжини.

Після виконання наведених перетворень розв’яжіть задачу.
Задача 3. Побудувати орбіти компонентів системи подвійної іій  

ки, до складу якої входять зірки з масами 1 Мс та 4 Мс, відстань мі* 
якими становить 20 А. О.

Розв ’язання.
Насамперед вимагає збільшення хоча б до 300 кількість рядиш, 

тому що помітно зростають періоди обертання компонентів системи, 
а просте збільшення інтервалу А і при попередніх 100 рядках таблиці 
вже не забезпечує необхідної точності обчислень. У зв’язку з цим т і 
формули 4-го рядка слід копіювати у наступні 300.

Заповнимо комірки N2-146:
N2 (О) -  39; N3 (А?) -  0,15; N4 (ш,) -  4; N5 (т2) -  1; N6 (Я) -  20.
За умови, що і^ДО) -  вміст комірки N10 -  дорівнює числовому 

значенню швидкості, яка забезпечує рух по коловій орбіті і для ш і \ 
чних супутників має назву “перша космічна”, отримаємо вже знаііо 
мий результат з коловими орбітами (рис. 8.8), а у випадку її збіль 
шення, наприклад, у 1,17 рази з одночасною зміною А( (комірка N1) 
до 0,3 орбіти обох компонентів будуть еліптичними (рис. 8.9).

ЗО

/  10 - 
( (

} )-40 \з0 -20 -1 0 ,^
V

а—ло/  20

-зо

За астрономічними даними в нашій Галактиці від 50 до 70% 
зірок входять до складу подвійних систем, а 10% є компонентами
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■мини систем, які містять у своєму складі від 3 до 10 зірок.
І підручників фізики відомо, що в межах Сонячної системи 

К»пм исесвітнього тяжіння і решта законів Ньютона є правильними. 
К'і'Н саме на основі цих законів свого часу були відкрити дві до того 
нин мімі планети, що одержали назви Нептун (1846 р.) і Плутон

ЕІМО р.). У наш час ці закони кладуть в основу розрахунків траєкто- 
Іі і< немічних апаратів, і вони підтверджуються усім досвідом прак-

...ні космонавтики. Принагідно зазначимо, що польоти американ-
ні \ космічних апаратів до Місяця з наступним поверненням на 

|#мпю здійснювалися за найбільш економічною схемою, що її в 
І1» ' / р. обґрунтував і розрахував невизнаний за радянських часів та-
.....питий український вчений Юрій Кондратюк. Відповідну траєк-
Кцию американські вчені називають «траєкторією Кондратюка».

Чи можна стверджувати, що на міжзоряних відстанях, значно 
Піпмішх за розміри Сонячної системи, ці закони також справджують- 
і и' І Іозитивну відповідь астрономи знаходять, фотографуючи далекі 
і ні і с м и  подвійних зірок. На рис. 8.10 подана широко відома фото- 
І|шфія, отримана в результаті тривалих спостережень за відносними 
ІІІІІИЦІЯМИ компонентів подвійної зірки Сиріус.

Як говорять, коментарі зайві. Подібну картину руху можна оде-
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ржати, якщо в таблиці, що відповідає рис. 8.9, реалізувати умоиу 
т2 « т \  і узгодити масштаби на координатних осях.

Вправи
1. Скільки років тривали спостереження згідно рис. 8.9?
2. З’ясуйте за підручниками астрономії, чому початок коордип.м 

на фотографії (рис. 8.10) не знаходиться на великій вісі еліпса?

У сучасній астрофізиці закон тяжіння відіграє важливу роль мри 
описі процесів, що відбуваються на різних стадіях еволюції зірок.

Висновки
1. З рис. 8.9 та 8.10 гарно видно, що обидва тіла обертаються м

один бік відносно центра мас вздовж геометрично подібних траєкго*
рій, які відрізняються тільки розмірами. Ці розміри обернено пропо

. - г\ Щрціині масам тіл: — = —- .
гг ш,

2. Відрізок прямої, що сполучає тіла під час руху, завжди прохо­
дить через спільний центр мас (центр мас системи).

3. Насправді відміна §2 від §1 не є принциповою. Виконання 
умови тСуПутнша« т центр тіла тільки полегшує задачу. Головне ж поля­
гає в тому, що ми розглядаємо так звану задачу двох тіл про рухи тіл 
у створюваному ними полі тяжіння. Якщо ж тіл не два, а, наприклад, 
три, то ускладнення стає настільки значним, що розв’язок взагалі не 
може бути виражений у вигляді відомих елементарних або спеціаль­
них функцій. В загальному випадку така задача зветься задачею п тіл 
і розв’язується виключно чисельними методами.

8.3. Закони Кеплера як наслідки закону всесвітнього  
т яжіння

Закони руху планет були експериментально відкриті видатним 
австрійським математиком і астрономом Йоганном Кеплером на 
основі вивчення результатів тривалих спостережень за положеннями 
(координатами) планет (зокрема, Марсу) на небесній сфері і наступ­
ним поданням цих координат в системі відліку, пов’язаній із Сонцем. 
Ці спостереження раніше виконав учитель Кеплера -  голландський 
астроном Тіхо Браге.

Як зазначають історики науки, для встановлення цих законів 
Кеплеру довелося виконати багато обчислень. Кожне обчислення -  
три сторінки великого формату, а для запобігання помилок воно 
повторювалося 70 разів. Збереглося 900 аркушів таких обчислень,
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(«повнених дрібним кеплерівським почерком. На ці розрахунки та на 
і" мислення їх результатів учений витратив вісімнадцять (!) років.

Закон всесвітнього тяжіння був встановлений Ньютоном поміт­
им пізніше, ніж закони Кеплера, і, як відомо, виявився їх теоретич­
ним уточненням і узагальненням. Закони Кеплера були сформульо- 
ішні автором тільки для планет, тобто для випадків, коли маса тіла- 
суиутника (планети) набагато менша за масу центрального тіла (Со­
нця). Вони передбачають тільки еліптичні орбіти.

Закон всесвітнього тяжіння описує гравітаційні взаємодії будь- 
иких пар тіл. Саме тому при перевірці законів Кеплера на основі 
і,ікону всесвітнього тяжіння можна скористатись однією з уже роз­
глянутих моделей з еліптичними траєкторіями, наприклад, моделлю 
руху штучного супутника навколо планети з §8.1.

8.3.1. Перший закон Кеплера
Планети рухаються по еліпсах, в одному з фокусів яких знахо­

диться Сонце.
Означення. Еліпс -  це геометричне місце точок, сума відстаней 

яких до двох заданих точок (фокусів) є сталою.
На рис. 8.11 зображений еліпс. Тут показані: Р\, Р2 ~  фокуси елі­

пса; 2а -  велика вісь; 2Ь -  мала вісь, С -  центр симетрії.
Внаслідок симетрії Р2С  = Р\Н.
Окремим випадком еліпса є коло (фокуси співпадають і утво­

рюють центр кола).
Можна довести, що г\ + г2 = 2а = сот і (доведіть!).

Рис. 8.11

Суть пропонованого нижче підходу відтворює наступну ідею: 
якщо стверджується, що траєкторією руху є одна з кривих другого 
порядку, то всі її точки мають задовольняти означенню даної кривої.
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На наш погляд, це надійний спосіб відрізнити еліпс від овалу чи 
параболу від гіперболи, адже на око вони можуть бути схожими.

Те, що орбіта є еліпсом, зазвичай сприймається школярами нл 
віру. Проте застосування комп’ютера дозволяє організувати дослі 
дження, спрямоване на з ’ясування форми траєкторії. Якщо траєкто­
рія дійсно є еліпсом, а центральне тіло знаходиться у фокусі Р\, то 
для всіх точок такої траєкторії повинна виконуватись щойно згаданії 
рівність

г\ + г2 — 2а = соті.
Цей факт і буде перевірений у обчислювальному експерименті.
Повернемось до таблиці, що відображує рух штучного супутни­

ка Землі (рис. 8.3).
Нагадаємо, що тут на основі закону тяжіння ми розрахували 

координати точок орбіти, що відповідають послідовним однаковим 
проміжкам часу Аі, і за цими координатами саму орбіту.

Відрізки г\ і г2 будемо визначати через координати х, у  довільної 
точки М  орбіти та координати фокусів Р\ і Р2:

гі = уі(х м - Х гУ  + {ум ~ У е- У ; 

гі = УІІХМ - Хг2} + [Ум ~ У

У відповідності до рис. 8.11 конкретизуємо значення деяких 
змінних:

хп  — 0, ур\ = 0;
Хп. -  СН — Р \ Н -  Р2С = 2а -  2Р\Н= (|хтаг| + \хтіп\) -  2\хтіп\ =

І^тагІ І-^тадгІ “  |^0 І,

Уп ~ 0.
Після перетворень попередніх формул для Г\ і г2 шляхом підста­

новки в них щойно встановлених значень отримуємо вирази, придат­
ні для розрахунків:

гх = ^ хм + у і  ; 

Г2 =^{ХМ -(|^|-К|))2 + У І  •

Алгоритм роботи
1. Дописати до умови (у стовпці С та Н) значення параметрів 

Хтахі Хтіпч та х-координат фокусів х^і) та Х(п) майбутнього еліпса.
2. Добавити до таблиці три нові стовпці І, І, К; у них розмістити 

результати розрахунків значень змінних гь г2, та Г|+ г2. Довжини від­
різків г\ та г2 обчислювати за координатами їхніх початків та кінців.
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3. Уміст комірок таблиці має бути таким:
комірка формули / числа коментарі

Н10 =МАКС(Е2:Е250) х-координата точки О
Н11 =МИН(Е2:Е250) х-координата точки Н
Н12 =0,5*АВЗ(Н10-Н11) х-координата точки О
Н13 0,00 х-координата точки Р\
Н14 =Н11+Н10 х-координата точки Рг
13 =((Е2)Л2+(Р2)Л2)Л0,5/1000000 довжина відрізку Г\
ІЗ =(($Н$ 14-Е2)л2+(Р2)л2)л0,5/1000000 довжина відрізку г2
КЗ =13+13

4. Формули комірок ІЗ, ІЗ та КЗ копіювати до самого низу таб- 
пиці (кожну у своєму стовпці), так що фактично переглядом охоп­
люються всі точки, за якими була побудована траєкторія.

На рис. 8.12 наведені результати дослідження.
Такі гарні результати завжди повинні викликати сумніви, однак 

у даному випадку приводи для сумнівів відсутні: точність кінцевого 
результату (гі + г2) має бути не набагато гіршою за точність обчис­
лення координат точок орбіти, тому що розрахунки значень гх і г2 
ведуться саме за цими точками.

Таким чином, при русі тіла під дією сили тяжіння траєкторія, 
якщо вона обмежена в просторі (фінітна) і замкнута, виявляється 
еліпсом, у  одному з фокусів якого знаходиться центральне тіло.

------
---Е— "—

----------------- е н" Г Т і  І к
и X У Дано: ШСЗ Перший закон Кеплера

2 6,70Е+06 0,00Е+00 6.672Е-11 п п Гі+п
А 6,68Е+06 5,55Е+05 м~ 60 6,70 17,27 23,97
4 6,64Е+06 1,11 Е+06 м= 5.976Е+24 6,71 17,26 23,97
5 6.56Е+06 1.66Е+06 г= 6.700Б+06 6,73 17,24 23,97
б 6,45Е+06 2,20Е+06 іл(0)= 0 6,76 17,20 23,97
7 6,31 Е+06 2,73Е+06 ц(0)“ 9.26Е+03 6,81 17,15 23,97

О 6,14Е+06 3.24Е+06 4 °» 6.700Е+06 6,87 17,09 23,97
в 5.95Е+06 3,75 Е+06 Я0)= 0 6,95 17,02 23,97
10 5,73Е+06 4.24Е+06 6.70Е+06 7,03 16,94 23,97
и 5.49Е+06 4,71 Е+06 Хтіп~ -1.73Е+07 7,13 16,84 23,97
12 5.23Е+06 5,16Е+06 1Д0Е+07 7,23 16,73 23,97
13 4.95Е+06 5.60Е+06 і *£!)* 0,00 7,35 16,62 23,97
14 4,65Е+06 6,01 Е+06 Х(П)Ж -І.06Е+07 7,47 16,49 23,97
...

Рис. 8.12

8.3.2. Другий закон Кеплера
Напрямлений відрізок, що сполучає Сонце й планету (радіус- 

вектор планети) за однакові проміжки часу описує {замітає) рівні
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площі (рис. 8.13).

Рис. 8.13 Рис. 8.14

Експериментальна перевірка другого закону Кеплера є не менш 
цікавою та корисною, ніж попередня.

На рис. 8.14 показані два радіуси-вектори г, і г,+1, що відповіда­
ють початку і кінцю /-го проміжку часу Ді. Дугу, що стягує їхні кінці, 
з достатнім наближенням можна замінити хордою сІі+\. Шукану пло­
щу знайдемо за трьома сторонами г„ Д>і (за формулою Герона):

$  = т І р ( р - а \ р - Ь І у р - с ) , 
д ер  = Уг (г, + г,+1 + сІі+1) -  напівпериметр трикутника.

Завдання
1. Як можна обчислити г„ гі+і та 4+і?

Алгоритм роботи
Добавимо до таблиці п’ять нових стовпців Ь, М, М, О, Р. У них 

будуть заноситися результати обчислення сторін трикутника г„ гі+ь 
сІі+1, півпериметрар, та площі 5,.

Довжини всіх відрізків, як і раніше, обчислюємо за координата­
ми їхніх початків та кінців. Уміст комірок таблиці має бути таким:

комірка формули / числа
ЬЗ =((Е2)Л2+(Р2)Л2)Л0,5/1000000
МЗ =((ЕЗ)Л2+(РЗ)Л2)Л0,5/1000000

N3 =((ЕЗ-Е2)Л2+(РЗ-Р2)Л2)Л0,5/1000000
03 =0,5*(ЬЗ+МЗ+Ю)

РЗ =(03*(03-Ь3)*(03-М3)*(03-Ю))л0,5

Дільник 1000000 спрощує виведення результатів у таблиці.
На рис. 8.15 подано відповідний фрагмент доповненої таблиці:
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.... 1 1 м Т  N І о Г р "
1 Другий закон Кеплера
2 п Гін Рі 5,

6,70 6,71 0,56 6,98 1,86
6,71 6,73 0,55 7,00 1,86
6,73 6,76 0,55 7,02 1,86

£ 6,76 6,81 0,55 7,06 1,86
7 6,81 6,87 0,55 7,12 1,86

Рис. 8.15
Отже, перевірка другого закону Кеплера засобами обчислюваль­

н і н о експерименту підтверджує його справедливість.
Завдання. Поверніться до рис. 8.10. У якому з років -  1896 чи 

їм/4 компонент меншої маси (тіло-супутник) рухався з більшою
ІМНИДКІСТЮ?

8.3.3. Третій закон Кеплера
Нагадаємо, що закони руху планет були встановлені Й. Кепле- 

I п і м на основі опрацювання даних із спостережень. На відміну від 
диох перших законів, де йдеться про особливості руху тіла- 
і умутника (планети) відносно центрального тіла (Сонця), в третьому 
шконі розглядаються дві довільні пари тіл, в кожній з яких тіла взає­
модіють із силою всесвітнього тяжіння. У формулюванні Кеплера 
(дня планет) квадрати періодів обертання будь-яких двох планет 
підносяться як куби їх середніх відстаней від Сонця:

п  К  '

Середньою відстанню Я тіла-супутника від центрального тіла є 
половина великої осі орбіти -  так звана велика піввісь.

Перевірку закону можна здійснити, маючи таблицю, побудовану 
для двох пар тіл (“Сонце -  планетаї” і “Сонце -  планета2”), або оде­
ржати його як теоретичний наслідок закону всесвітнього тяжіння, 
що ми й виконаємо для найбільш простого випадку -  колових орбіт.

Як було зазначено раніше, сила тяжіння надає прискорень обом 
Ст1т1тілам:

Я2
, ЗВІДКИ

Ст,

З іншого боку, а = -

Я 2
ґ 2 л г ^ 2

Стх 
’ ~ЯГ  

4 я 2 г

(7)

■, так що
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“> =-^рГ-’ а*=~ Р~  ( )Л ■'2

4 7ггг. 4 тг2г,

Поєднуючи відповідні вирази із (7) та (8), отримуємо 
Ст2 4/г2г, СтІ 4 л гг2
Я 2 Т 2 ’ Я2 Т 2

(9)

Додамо обидва рівняння з (9), і, оскільки Т\ = Т2, будемо мати 
С(ш, + т2) _ 4 л 1 (г, + г2)

Я 2 ~ Т 2
або

С(ш1 + т2) _ 4ягК
Я2 Т 2 ’

що можна записати у вигляді
, Т 2 _ 4 к 2 
Я* ~ О

(т + М )——:

Тут гп\, т2 -  маси тіл, що взаємодіють.
Переходячи до пари “планета-Сонце”, одержимо

,Г 2 4л-2
Я 3 ~ С

Для двох будь-яких пар тіл, в кожній з яких між тілами діють 
сили всесвітнього тяжіння, зазвичай записують

Т 2 т .+ М ,  Я,3
—Ц-— 1-------(10)
Т 2 т2 + М 2 я 2г

Вираз (10) є уточненням третього закону Кеплера, зробленим 
Ньютоном на основі закону всесвітнього тяжіння:

Квадрати періодів обертання тіл-супутників навколо центра­
льних тіл, помножені на суму мас відповідної пари тіл, відносяться 
як куби великих півосей орбіт.

Цей вираз дає надійний спосіб для порівняння мас небесних тіл.
Ще раз наголошуємо, що всі закони Кеплера описують поведінку 

будь-якої пари тіл, між якими діє сила всесвітнього тяжіння. Прикла­
дами таких пар є Сонце -  планета, Сонце -  комета, планета -  приро­
дний (або штучний) супутник тощо. Дуже цікавими небесними 
об’єктами є комети, що мають вигляд хвостатої зірки або просто 
туманної плями, яка переміщується на фоні зоряного неба.

Мабуть, самою знаменитою періодичною кометою є комета Гал- 
лея. Записи про її появи вдалося прослідкувати аж до 239 р. до н.е. Її 
назвали на честь англійського вченого Едмунда Галлея, котрий у
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1705 р. першим припустив, що комети, які спостерігалися в 1456, 
1531, 1607 та 1682 рр., були повторними поверненнями одного й того 
самого об’єкта. Він висловив передбачення, що комета знову повер­
неться в 1758 р., і її повернення в 1758 р., вже після смерті вченого, 
довело, що вона є членом сонячної системи. Коли комета Галлея по- 
нернулася в 1910р., Земля пройшла крізь її хвіст, що на той час стало 
джерелом надзвичайно сильного хвилювання серед населення, хоч 
проходження комети не спричинило в природі ніяких наслідків. У 
1986 р. спостерігалася чергова поява комети Галлея. Це було її сьоме 
і поки що останнє повернення з подорожі навколо Сонця, якщо вести 
рахунок від тих днів 1456 р., коли перелякані люди возносили моли­
тви, благаючи захистити їх від “диявола, турка і комети”.

Задача. Відомо, що під час сьомого проходження комети через 
перигелій була визначена відстань між нею й Сонцем, яка виявилась 
рівною 0,6 А. О. (астрономічних одиниць).

1. Змоделюйте рух комети Галлея й оцініть за моделлю відстань, 
на яку відходить комета від Сонця в афелії.

2. Результат перевірте розрахунком. Прийняти період обертання 
комети Т — 75,5 років, а її масу т = 10м кг.

Примітка. Для розрахунку слід скористатись виразом третього 
закону згідно формулювання, даного Кеплером. Його зручно записа­
ти для двох пар тіл: “Сонце -  комета” і “Сонце -  Земля”. Одиницею 
відстані взяти 1 А.О., а одиницею часу -  1 земний рік.

3. Яким стане розрахунок, якщо другою парою тіл буде не “Сон­
це -  Земля”, а “штучний супутник -  Земля”?

8.4. Узагальнення закону тяжіння на випадок довільного  
показника степеня к  для в ідст ані г між т ілами

8.4.1. Постановка проблеми. План роботи
Далі йдеться про узагальнення закону всесвітнього тяжіння на 

випадок довільного значення показника степеня к для відстані г між 
тілами:

Поставлену проблему можна сформулювати і так: як би рухалися 
тіла Сонячної системи, якби гравітаційна взаємодія відбувалася за 
законом (7) при довільному &?

Така постановка проблеми виходить за межі шкільних курсів 
фізики й математики і є об’єктом курсу теоретичної фізики. Тому 
дослідження комп’ютерної моделі виявляється єдиним методом, що 
дозволяє усунути ускладнення, пов’язані з обмеженим математичним
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апаратом школярів.
Спочатку розглянемо згаданий вище простий випадок, коли 

гПсуп>т« т„ечтр:тіло і відстань між центрами тіл значно перевищує їхні 
розміри (вважаємо тіла матеріальними точками), будемо також нех­
тувати впливом на них інших тіл Сонячної системи і опором середо­
вища. Тоді на тіло-супутник діятиме тільки одна сила всесвітнього 
тяжіння (рис. 6.1). її проекції на вісі х, у  відповідно дорівнюватимуть 

с  _ СМтх ^  _ СМту 
х ~ г к+' ’ у ~ 1 ’

а проекції прискорення за аналогією з (3) будуть
СМтх СМту

ах =.— — ; ау = ~ — г -  (8)

Відстань г між тілами, як і раніше, будемо визначати за теоре­
мою Піфагора: г = у]х2 + у 1 . Тому

ах ~СМх(х2 + у 2) 2 ; а у = СМу(х2 + у 2) ~  . (9)
Система рівнянь (9) є математичною моделлю руху тіла-супутника.

Знов дослідимо рух Землі навколо Сонця, але вже за новим, 
модифікованим законом. Пригадаємо, що тіло стає супутником і 
рухається коловою Орбітою, якщо у початковий момент орбітального 
руху йому надати першої космічної швидкості і\к, значення якої зви­
чайно знаходять за умови, що сила тяжіння забезпечує необхідне до­
центрове (нормальне) прискорення:

СМт т и1
г к

звідки

8.4.2. Обчислювальний експеримент
У зв’язку з появою ще однієї змінної величини -  показника сте­

пеня к -  деяких змін має зазнати зовнішній вигляд таблиці:
Не повторюючи всіх подробиць, зазначимо тільки головне.
1. Обчислення координат х, у  точок орбіти будемо виконувати 

за циклічною схемою прискорення —* швидкість —> координата.
2. Початкові значення змінних 1^(0), иу(0), лг(0) та _у(0) будемо 

зберігати в комірках, розташованих під умовою, причому значення 
Уу(0) обчислюватиметься автоматично за модифікованою формулою 
(10), яку необхідно буде створити в Н9.
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А В с 0 Е Р 6 н
1 а і х а2у 1% *2 Уг Дано:
2 о=
3 А і=
4 ет,=
5 тг=
6 г=
7 *=■=
8
9 1^(0)=
10 * 2(0)=
11 Л(0)=
. . .

Зазначимо вхідні дані та початкові (І = 0) умови:
М=  2-Ю30 кг, т = 6-Ю24 кг, г = 1,5-108 м, лг,(0) = 0 ,^ (0 )  = 0, лг2(0) = г, 

у 2(0) = 0, иь (0) = 0, 1̂ ( 0) = 0, и]у(0) = 0, и2у(0) = у,к.
І знов індекси 1 віднесемо до центрального тіла (Сонця), а індек­

си 2 -  до тіла-супутника (Землі).
Крок зміни часу АІ будемо добирати експериментально.
Ключові комірки цієї таблиці мають такий уміст:

комірка формули / числа примітки
Н7 =2 значення к
Н8 =0
Н9 =(Н2*Н4/Н6А(Н7-1))Л0,5 V їх— перша космічна
Н10 =Н6
Н11 =0 копіювати в АЗ і А4
А2 =-$Н$2*$Н$4*Е2/((КОРЕНЬ((Е2)л2+(Р2)л2))л($Н$7+1)) копіювати в ВЗ і В4
В2 =-$Н$2*$Н$4*Р2/((КОРЕНЬ((Е2)л2+(Р2)л2))л($Щ 7+1))
С2 =$Н$7
02 =$Н$8
Е2 =$Н$9
Р2 =$Н$10
СЗ =С2+А2*$Н$3*0,5
03 =02+В2*$Н$3*0,5 копіювати в Е4
ЕЗ =Е2+СЗ*$ШЗ копіювати в Р4
РЗ =Р2+03*$Н$3
С4 =СЗ+А3*$н$3
04 =03+В3*$н$3 І

Порядок роботи
1. Заповнити комірки Н2-Н7.
2. Заповнити комірки згідно наведеної вище таблиці.
3. Всі формули 4-го рядка (від А4 по Р4) копіювати в наступні

200 рядків.
4. За даними стовпців Е та Р побудувати траєкторію руху.
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Враховуючи, що в досліджуваній моделі формули для 
при.скорень ах і ау та для першої космічної швидкості і\к модифіко­
вані, маємо розглядати рис. 8.16 як тест на перевірку нових формул 
при звичайному значенні к = 2,0.

А В с  "Г ь ЕЕ
...... ,, ,

1- 6
1 а-ь Г  Л; і Дано:
2 -5931 0 0 943186 1,50Е+08 0,00Е+00 • О = 6.67Е-11

3 -5927 -205 -16309 943186 1.50Е+08 5Д9Е+06 Д1 » 5,5
-5916 -410 -48908 942058 1,50Е+08 1.04Е+07 2.0Е+30

О -5899 -614 -81449 939803 1,49Е+08 1,55Е+07 6,0Е+24
6 -5874 -818 -113892 936424 1,49Е+08 2.07Е+07 Г  “ 1.5Е+08
7 -5842 -1021 -146199 931926 1,48Е+08 2.58Е+07 к  » 2,0
8 -5803 -1222 -178331 926312 1,47Е+08 3,09Е+07 <^г(0) = 0
9 -5758 -1422 -210249 919591 1.46Е+08 3.60Е+07 Ч2у(0)= 9,43Е+05

-5705 -1620 -241916 911770 1,44Е+08 4,10Е+07 *,(0)= 1.5Е+08
11 -5645 -1817 -273293 902859 1.43Е+08 4,59Е+07 л(0)= 0

2.0Е+08 і

Рис. 8.16
Поклявши к = 1,5 і Аг = 0,05 с, отримуємо схожий результат.
Можна переконатися в тому, що формально колова траєкторія 

існує для будь-яких значень к. Зокрема, при к = 1 слід було б узяти 
ДІ ~ 0,0005 с, а при к = 2,2 інтервал Аі * 50 і т.д. Висновок про існу­
вання колових траєкторій є дійсно формальним. Якщо простежити за 
тим, яких значень набуває ц К в описаних експериментах (комірка 
Н9), то виявляється, що в міру зменшення к відбувається швидке 
зростання орбітальної швидкості аж до с = 3-Ю8 м/с і більше, а це
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принципово неможливо.
Таким чином, модель перестає адекватно описувати досліджува­

не явище. Такі занадто великі значення і\к ми маємо сприймати лише 
як результати обчислень за наведеною формулою і ні в якому разі не 
приписувати об’єкту властивості неадекватної моделі.

Знов виконаємо тестування. Показник степеня залишимо з попе­
реднім значенням к = 2, проте збільшимо орбітальну швидкість тіла- 
супутника Уу2(0) так, щоб задовольнялась умова замкнутої траєкторії 
і>іК < иу(0) <уі2 ц к. Орбіта має набути еліптичної форми. Нагадаємо, 
що тут щ к = 4 і  и\к -  друга космічна швидкість.

То ж збільшимо попереднє значення иу(0), наприклад, в 1,25 
рази. Для цього, як і раніше, відредагуємо формулу в комірці Н9. А
саме:

=ГН2*Н4/Н6АГН7-1 ї>л0.5 * 1.25. (11)
>езультат показаний на рис. 8.17.

А В С г  р ....Е....  ’ Р е н

1 02Х Уг Дано:
2 -5931 0 0 1178983 1.50Е+08 О.ООЕ+ОО О = 6.672Е-11

3 -5806 -920 -59307 1178983 1,49Е+08 2,36Е+07 А/ = 20

4 -5451 -1755 -175418 1160585 1.45Е+08 4.68Е+07 « і- 2,оое+зо

5 -4920 -2442 -284431 1125480 1.40Е+08 6.93Е+07 ^00Е+24.__

6 -4283 -2948 -382824 1076641 1,32Е+08 9,08 Е+07 г = 1,50Е+08

7 -3609 -3273 -468482 1017680 1.23Е+08 1Д1Е+08 к » .2.00

8 -2951 -3438 -540652 952223 1,12Е+08 1,30Е+08 Уіх(0)= 0

9 -2345 -3475 -599664 883468 9,98Е+07 1.48Е+08 І^(0)= 1.18Е+06

10 -1809 -3419 -646555 813966 8,69Е+07 1,64Е+08

II

О«мК

1,500Е+08

11 -1349 -3300 -682729 745585 7.32Е+07 1.79Е+08 Н  о)=
0

Рис. 8.17
Якщо початковій швидкості надати значення иу(0) = V ік, тоб-
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то ввести до Н9 нового множника =(Н2* Н4/Н6Л(Н7-1 ))А0.5 *2Л0.5. 
одержуємо параболічну траєкторію (рис. 8.18).

А В С О Є Р 6 н
1 ац а 2у __ *2 Уг Дано:
2 -5931 0 0 1330000 1.50Е+08 О.ООЕ+ОО С т 6,672В-11

3 -5919 -263 -14827 1330000 1.50Е+08 6.67Е+06 м = 5

4 -5884 -523 -44422 1328687 1,50Е+08 1.33Е+07 т і = 2.00Е+30
5. -5827 -777 -73844 1326075 1.49Е+08 2,00Е-Ю7 т 2 = 6.00Е-24

6 -5749 -1025 -102981 1322187 1,49Е+08 2.66Е+07 г "= 1,50Е+08
1 -5650 -1263 -131725 1317062 1.48Е+08 3,32Е+07 к ~ 2,00
8 -5533 -1490 -159975 1310747 1.47Е+08 3,98Е+07 ^ (0 )= 0

9 -5398 -1703 -187638 1303299 1.46Е+08 4,63Е+07 V2V(0) = 1.33Е+06

10 -5249 -1902 -214631 1294784 1,45Е+08 5,28Е+07 Х2(0)- 1,500Е+08

П -5087 -2086 -240877 1285275 1.44Е+08 5,93Е+07 у2(0)= 0

Рис. 8.18

Отже, можна вважати, що модель з модифікованими формулами 
(1), (4), (5) пройшла тестування, оскільки зазначені формули при 
к = 2 приводять до заздалегідь відомих результатів.

Перейдемо, нарешті, до експериментів з к *2.
Нехай Аг =1.8, і ,̂(0) = 1.25цК відповідно до (11) і нехай Аі = 3 с.
Результати моделювання наведені на рис. 8.19 (а -  г)
Рис. 8.19а показує, що тіло-супутник, виконавши один оберт 

уздовж еліпса, не потрапляє у початкову точку, оскільки велика вісь 
еліпса за цей час повертається на деякий кут А(р відносно централь­
ного тіла -  точки (0; 0).

172



-4.0Е+08 
а) Аі = 3 с

-4.0Е+08 -

б) Аі = 5 с

6 . 0 Е + 0 8  ,

____  -8.0Є+08
в) Аі = 15 с г) А( = 17 с

Рис. 8.19
Саме за такими траєкторіями мали б рухатись планети навко­

ло Сонця або штучні супутники навколо планет.
Якщо область допустимої зміни г обмежена лише однією умо­

вою г>гтах то траєкторія приходить із нескінченості і йде на нескін­
ченість.

Якщо область зміни г має дві границі гтіп і гтах, то траєкторія ціл­
ком лежить всередині кільця, обмеженого колами г -  гтах і г = гт,„ 
(рухи вздовж таких обмежених у просторі траєкторій називають 
фінітними). Це, однак, не означає, що траєкторія неодмінно є 
замкнутою кривою. За час, протягом якого г змінюється від гтах до 
гтіп і потім знову до гтах, радіус-вектор повертається на кут А ер.
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Рис. 8.20

Умова замкнутості траєкторії полягає в тому, щоб цей кут дорів­

нював раціональній частині від 2к, тобто мав вигляд А ер = 2л  — , де
п

т, п -  цілі числа. Тоді через п повторень цього проміжку часу радіус - 
вектор точки, виконавши т повних обертів, співпаде зі своїм почат­
ковим значенням, тобто траєкторія замкнеться.

Однак такі випадки виняткові, і при довільному значенні кут А<р 
не є раціональною частиною від 2 л. Тому в загальному випадку трає­
кторія фінітного руху не замкнута. Вона нескінчену кількість разів 
проходить через мінімальну і максимальну відстань (як, наприклад, 
на рис. 8.20) і за нескінчений час заповнює все кільце між двома гра­
ничними колами.

Існують лише два типи центральних полів, у яких всі траєкторії 
рухів замкнені. Це поля, в яких потенціальна енергія частинки про­
порційна Мг або г2. Перший з цих випадків відповідає к = 2 (світ, у 
якому ми живемо).

Висновки
1. Якщо тіло рухається під дією сили всесвітнього тяжіння, то 

траєкторією його руху в залежності від початкових умов є одна з
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к р и в и х  другого порядку -  еліпс, гіпербола чи парабола.
2. Закон всесвітнього тяжіння не тільки узагальнив, але й багато 

н чому уточнив Закони Кеплера, що описують рухи планет. Тут і 
розмаїття орбіт, і поняття про космічні швидкості, і залежність пері­
оду обертання космічного об’єкту від суми мас обох тіл -  централь­
ного і супутника тощо.

3. Засобами обчислювального експерименту та вивчення фото- 
і рафій ми впевнились у тому, що це закон дійсно всесвітнього зна­
чення, оскільки його дія охоплює широкий діапазон рухів -  від шту­
чних супутників планет і аж до галактичних об’єктів.

8.5. Моделювання абсолют них та в ідносних рухів планет
Пригадаємо, що при вивченні криволінійних рухів значний інте­

рес становить питання про вигляд траєкторії, тому основною метою 
чергового дослідження поставимо задачу побудови траєкторій пла­
нет у двох системах відліку: в системі, пов’язаній із Сонцем (геліо­
центричній), та в системі, пов’язаній із Землею (геоцентричній), тоб­
то в другому випадку дослідимо питання про вигляд планетних трає­
кторій з точки зору земного спостерігача.

85.1. Геліоцентрична система відліку
Як і на початку глави розглянемо випадок руху планети навколо 

Сонця на основі вже згаданих раніше припущень.
Побудуємо в одній координатній площині траєкторії руху Землі

1 Марсу навколо Сонця. Необхідні дані про планети візьмемо з від­
повідних довідників.

Для розміщення даних про Землю й Марс змінимо структуру 
таблиці (кількість стовпців зростає внаслідок розгляду двох планет).

Нехай для визначеності індекси 1 відповідають Землі, а індекси
2 -  Марсу.

Вибір у якості початкових швидкостей і>\у(0), 1^.(0), розрахова-
............................................  . [ с м  .

них за виразом для першої космічної швидкості Уі* = -І------, забез­

печує колові траєкторії руху планет. Це є' спрощенням їх реального 
руху (особливо це стосується Марсу), оскільки в дійсності планетні 
орбіти є еліпсами. При моделюванні для перетворення колових орбіт 
на еліптичні, як ми вже бачили, треба вираз для і>ік помножити на 
деяке число Ь, що задовольняє умові 1 > Ь > лІ2 . З астрономії відомо, 
що для Землі потрібний коефіцієнт має становити 1 ,020204 , а для
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Марсу -  1,094442 (комірки N10, N12). Розраховані значення поча ї 
кових швидкостей відповідають найближчій до Сонця (фокуса) точці 
траєкторії -  афелію.

А в с 0 Е Р 6 н 1 Л к 1 м N
1 Ді ї «IV ЙГ2ї а2у »\х ІЬл Хі Хі У2 Дано: (С І)
2 0 « 6,672Е-П
3 ■ Л /= 172800
4 .і м~ ! .990Е+30
5 і\ї У ■:«.- А ■ Ч\= 5.976Е+24
6 6,429Е+23
7 Г\~ І.4 9 6 Е + ІІ
‘8і п= 2,279Е +11
9
10

У ії(0 )= 0
У ,„(0)= 2,98Е+04

11 1^(0) = 0
12 Ь*2у(0) = 2,41Е+04
13 * і ( 0 )= 1,496Е+11
14 у,(0)= 0
15 х2(0)= 2,279Е+11
16 У2(0) = 0

Ключові комірки цієї таблиці мають такий уміст:

комірка формули / числа примітки
N9 =0 відповідно до рис. 1
N10 = ^ 2 * М Ш )Л0,5* 1,020204 1>1 к для Землі
N11 =0 відповідно до рис. 1
N12 = (Ш * М /т)л0,5* 1,094442 Уік для Марсу
N13 =N7
N14 =0
N15 =N8
N16 =0
А2 =-$т2*$т4*І2/((І2)л2+(.І2)л2)л1,5 копіювати в АЗ, А4
В2 =-$М2*$Ш4*.Г2/((І2)л2+(.12)л2)л1,5 копіювати в ВЗ, В4
С2 = -$ т2 * $ т4 *  К2/((К2)Л2+(Е2)Л2)Л1,5 копіювати в СЗ, С4
В2 =-$т2*$М4*Ь2/((К2)л2+(Ь2)л2)л1,5 копіювати в 03, 04
Е2 =N9
Р2 =N10
02 =0
Н2 =N12
12 =N13
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п =N 14
К.2 =N 8
VI =0
ЕЗ = Е 2+ А 2*$И $3 *0 ,5
РЗ =Р2+В2*$1Ч$3*0,5
сз = С 2+ С 2*$И $3*0 ,5
нз = Н 2 + 0 2 * $ т З * 0 ,5
ІЗ = І2 + Е З *$Ш З
33 =.І2+Р3*$ім$3
к з = К 2 + С З * $ т З
ьз = Ь 2+Н З *$Ш З
Е4 = Е З + А З *$ т З
Р4 =РЗ+ВЗ*$N$3
0 4 = о з + с з *$ т з
Н 4 = н з + о з *$ т з

копіювати в 14 
копіювати в М 
копіювати в К4 
копіювати в Ь4

Порядок роботи
1. Заповнити комірки К2-И8.
2. Заповнити комірки згідно наведеної вище таблиці.
3. Всі формули 4-го рядка копіювати в наступні 365 рядків.
4. За даними стовпців ІД та К,Ь побудувати орбіти планет -  графі­

ки залежності у\ від х\ та у 2 від х2 (рис. 8.21).

4,0Е+11 -] 

З.ОЕ+11 - 

2.0Е+11 - 

/  >№ +іі

1

-4,0Е+ \5,0Е+ -2,ОЕ+уі,ОЕ+ 0,0 
11 \і1  11 \Ц№+11 '

\  -2.0Е+11

-З.ОЕ+11

-4.0Е+11

;+0 1,0Еу 2.0Е/1 З.ОЕ+1
і У  /  і

Рис. 8.21
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Перехід від геліоцентричної системи відліку Х8У  до геоцентрич­
ної системи Х*ЕУ* виконаємо паралельним перенесенням початку 
координат із центру Сонця у центр Землі, як це показано на рис. 8.22.

8.5.2. Геоцентрична система відліку

Рис. 8.22

Тут уведені такі позначення:
-  5  -  Сонце, Е  -  Земля, М -  Марс;
-  г\ ,гг~  відстані від Сонця до Землі і до Марсу відповідно;
-  х\, у и х2, у 2 -  координати Землі та Марсу відповідно в геліо­

центричній системі відліку Х5У;
* *

-  х 2 , у 2 -  координати Марсу в геоцентричній системі відліку.
Оскільки вигляд траєкторії залежить від вибору системи відліку, 

то, перейшовши до нової системи, ми маємо отримати нову траєкто­
рію. Щоб скласти уявлення про її вигляд з позиції земного спостері­
гача, внесемо наступні зміни до таблиці: перед стовпцем “Дано” 
вставимо три нові стовпці, які позначимо де*, у*  -  відносні координа­
ти Марсу в системі відліку “Земля” та г\2 — відстань між планетами. З 
рис. 8.22 видно, що де* = Хг-Х]-у* = у 2- у і

комірка Формули Примітки
М2 =К2-І2 копіювати в М3-М366
N2 =Ь2-І2 копіювати в Ш -Ю 66
02 =(М2Л2+№ )Л0,5 копіювати в 03 -0366
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Рис. 8.23 відображує видиму з Землі траєкторію руху Марсу на 
небесній сфері. Зверніть увагу на той факт, що поява петлеподібних 
траєкторій є не динамічним ефектом, а є ефектом суто кінематичним, 
обумовленим переходом до іншої системи відліку. Саме такі петле- 
подібні рухи планет спостерігали ще давні астрономи Шумеру, Єги­
пту, Китаю, Давньої Греції.

Рис. 8.23

Систематизацію таких рухів дав Клавдій Птолемей (100-165 рр. 
н.е.), який створив теорію видимо­
го руху Сонця, Місяця і планет. На 
основі каталогу Гіппарха, власних 
спостережень та фізики Аристоте- 
ля він розробив найбільш доклад­
ну й популярну геоцентричну сис­
тему світу, яка визначала космоло­
гічні уявлення вчених на протязі 
наступних 1500 років. Праця Пто- 
лемея “Велика математична побу­
дова астрономії” (в арабському

X  Епіцикл

Рис. 8.24
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перекладі “Альмагест”) у тринадцяти книгах стала науковою астро­
номічною енциклопедією давнини та Середньовіччя.

За теорією Птолемея Земля нерухома та знаходиться в центрі 
світу, а всі решта планети разом із Сонцем і Місяцем рівномірно обе­
ртаються навколо Землі по коловим орбітам. Для пояснення руху 
планет Птолемей застосував систему гармонічних епіциклів та дефе­
рентів (рис. 8.24).

Епіциклічна система Птолемея була простою, універсальною, 
економною і, незважаючи на свою принципову хибність, дозволяла 
прогнозувати астрономічні явища з будь-якою необхідною точністю. 
З її допомогою можна розв’язувати деякі задачі й сучасної астромет­
рії, небесної механіки та космонавтики.

Одним із засновників нової астрономії і нового наукового світо­
гляду став Микола Копернік (1473-1543). У своїй праці «Про обер­
тання небесних сфер» він виклав геліоцентричну теорію, яка висуну­
ла найважливіший принцип будови Всесвіту -  його рухомість. Пла- 
нетарність Землі усувала давні уявлення про унікальність її як центра 
обертання Всесвіту. Цікаво дізнатись, що розрахунки руху планет за 
теорією М. Коперніка давали меншу точність у передбаченні поло­
жень планет, ніж розрахунки «за теорією Птолемея». Справа в тому, 
що в теорії М. Коперніка планети мали рухатись рівномірно по ідеа­
льним круговим орбітам. Насправді ж, як пізніше встановив Й. Кеп- 
лер, орбіти планет мають форму еліпса, а швидкості їхнього руху 
періодично змінюються.

Сам Птолемей з честю справжнього вченого визнавав виключно 
прикладний характер свої системи і відмовлявся розглядати її як 
космологічну (вчення про всесвіт у цілому) за браком переконливих 
доказів на користь гео- чи геліоцентричної теорій світу.

Повертаючись до результатів моделювання, зазначимо, що за 
даними зі стовпця г ]2 можна визначити відстань між планетами під 
час протистоянь. І хоч якісна картина відносного руху Марсу є ціл­
ком задовільною, та через уведені до моделі спрощення (рівномірний 
рух планет по коловим орбітам) кількісні результати відрізняються 
від відомих із спостережень. Зокрема, відстань між Землею та Мар­
сом під час великого протистояння має бути -56 млн. км, тоді як за 
таблицею отримуємо суттєво менше значення.

Завдання
1. Чому відкриття М. Коперніка вважається науковим подвигом?
2. Підготуйте декілька коротких повідомлень з історії станов-
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лсння наукового світогляду в природознавстві (Птолемей, Копернік, 
Кеплер, Ньютон).

3. Марс відносять до зовнішніх планет Сонячної системи, орбіти 
яких розташовані поза орбітою Землі. Змоделюйте рух Венери (внут­
рішньої планети) в системі відліку, пов’язаній із Землею.

Висновок
Постановка проблеми дослідження не є традиційною і виходить 

іа межі шкільних курсів фізики й астрономії. Проте сам процес її 
нирішення й отримані результати мають не лише пізнавальне, а й 
велике світоглядне значення: вони дають можливість безпосередньо 
познайомитися з геоцентричною моделлю (за Птолемеєм) і зрозуміти 
ідею переходу від геліоцентричної до геоцентричної моделі світу для 
побудови траєкторій відносного руху тіл.
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Глава 9. Задана про політ паперового літачка
9.1. Рух т іла п ід  д ією  декількох сил: загальні зауваження

Задача про політ паперового літачка є окремим найпростішим 
випадком більш загальної задачі про некерований політ безмоторно­
го літального апарату. Ця задача вперше була сформульована і 
розв’язана видатним російським вченим, засновником аеродинаміки 
М.Є. Жуковським (1847-1921). Тут ми розглянемо лише той її варі­
ант, який сам Жуковський назвав “задачею про планер”.

Починаючи дослідження, насамперед уточнимо визначений у 
попередній главі

9.1.1. План майбутньої роботи
1. Спочатку дослідимо рух тіла під дією лише однієї сили -  сили 

тяжіння. Такий рух вивчається в шкільному курсі фізики, і це дослі­
дження має на меті здійснити тестування моделі, тобто з’ясувати, чи 
даватиме модель заздалегідь відомі результати.

2. Далі розглянемо рух під дією двох сил -  сили тяжіння й сили 
опору середовища. Стосовно сили опору в шкільному підручнику 
наведені деякі загальні міркування й одна з можливих формул для її 
обчислення.

3. Нарешті, включимо до розгляду третю силу -  піднімальну.

9.1.2. Постановка задачі. Створення концептуальної 
моделі

Отже, нехай у повітряному середовищі рухається симетричний 
планер, тобто планер з розподілом мас, симетричним відносно вер­
тикальної площини, що проходить через його центр мас. У цій самій 
площині лежить і вектор швидкості.

Метою дослідження будемо вважати розв’язання головної задачі 
механіки:

як із плином часу змінюються координати тіла і вектор його
миттєвої швидкості (за модулем та напрямком)?
При цьому результатами дослідження мають бути значення всіх 

кінематичних характеристик рухомого тіла у довільні моменти часу:
-  координат х,у;
-  проекцій швидкості их, иу;
-  модуля швидкості V та кута а  його нахилу до горизонту;
-  проекцій прискорення ах, ау.
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Крім того, значна увага буде приділена аналізу графічної інтер­
претації залежностей між основними характеристиками процесу.

Таким чином, ми ставимо перед собою типову задачу прогнозу­
вання поведінки об’єкту з плином часу, тобто маємо створити дина­
мічну модель об’єкту (процесу).

9.1.3. Математична модель
Нагадаємо, що метод моделювання передбачає прийняття певних 

спрощуючих припущень, які мають бути обґрунтованими. Тому, 
обираючи з багатьох діючих на тіло сил лише декілька, ми 
зобов’язані визначити, за яких умов такий вибір є виправданим. 
Адже, насамперед, необхідно, щоб одержані результати задовільно 
узгоджувалися з експериментальними даними. У зв'язку з цим відмі­
тимо, що найбільш суттєву дію на тіло чинять Земля та навколишнє 
середовище (повітря), в якому це тіло рухається. Отже силами, що 
суттєво діють на тіло, є

-  сила тяжіння Рт, напрямлена вертикально вниз;
-  аеродинамічна сила, що проявляє себе через свої складові — 

силу лобового опору Роп, напрямлену проти вектора швидкості V, та 
піднімальну силу Р„, напрямлену перпендикулярно до вектора швид­
кості;

-  архімедова (виштовхувальна) сила РА, що напрямлена верти­
кально вгору.

Якщо густина речовини тіла значно перевищує густину середо­
вища, як це має місце в даному випадку, то дією архімедової сили в 
порівнянні з іншими силами можна знехтувати.

Будемо розглядати всі три згадані сили Рт, Роп та Р„ прикладе­
ними до центру мас, що знаходиться в площині симетрії планера.

Прискорення, що його надає тілу рівнодійна всіх сил, будемо 
визначати за другим законом Ньютона:

т
На рис. 9.1 зображене рухоме тіло і сили, що діють на нього, а 

також відповідні прискорення.
Сила тяжіння Рт, як відомо, надає всім тілам незалежно від 

їхньої маси однакового прискорення §, середнє значення якого 
поблизу земної поверхні становить приблизно 9,81 м/с2:

Рт = ГП£
Згідно з теоремою Жуковського обидві складові аеродинамічної
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сили пропорційні квадратові швидкості:
Роп=кі?, Рп=Ьг/, 

де к і Ь -  постійні коефіцієнти, що визначаються геометрією тіла (йо­
го формою та розмірами) і фізичними властивостями середовища.

У проекціях на вісі координат одержимо:
а -  ро ^ +І?п, ~Роп соза -  Рп зіпа 

т т
і остаточно

к і Ь 2 ■их - -----V с о к а ------V зт а  .
т т

Так само
_ рту + Рипу + Ряу -  т §  -  к у 2 кіп а  + Ььг со з а  ау — — -

т т
і, нарешті,

 ̂ 2 & 2 ---V 8 1 П О Н -- V  С О $а .
т т

Вводячи позначення Я = к/т і <2 = Ь/т, будемо мати
ах = -  V 2(Я соза + (З зіпа) (1)
ау = -  £  + V 2(£) соза -  Я зіпа) (2)
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9.1.4. Попереднє обговорення алгоритму роботи 
з моделлю

З виразів (1) і (2) видно, що величина прискорення не є постій­
ною, оскільки залежить від швидкості V та кута а, які, у свою чергу, 
змінюються з плином часу. При вивченні механічних коливань ми 
вже бачили, що в межах шкільного курсу математики задачі з таким 
складним типом залежностей між змінними аналітично не розв’язу­
ються. Тому і в новій ситуації скористаємось чисельним методом 
розв’язування, тобто виконаємо його шляхом покрокових обчислень 
за тим самим алгоритмом:

1. Розіб’ємо весь час руху на достатньо малі проміжки А( такі, 
щоб на протязі кожного такого проміжку зміна прискорення була 
настільки малою, аби ми могли вважати рух рівноприскореним.

2. Обчислимо швидкість V] наприкінці першого проміжку Ас.
у, = Ці +а0Аі,

де Щ), ао — відповідно вектори швидкості та прискорення у початко­
вий момент часу 1 = 0.

У проекціях на вісі координат це дає:
У і* ~ і?ох а\хАі,
V] у = %  + а\уАі.

При обчисленні швидкості наприкінці будь-якого інтервалу Аі ми 
і надалі будемо використовувати значення прискорення із попере­
днього інтервалу.

V, = + а,Аі,
де ц  _і -  кінцева швидкість тіла на попередньому інтервалі А(, яка 
одночасно є початковою швидкістю на даному інтервалі часу.

3. Модуль вектора швидкості и\ визначимо за формулою

Щ = ^ 1 Х+У?у .

4. Напрямок вектора V], тобто кут а { знайдемо за рис. 9.1:

а. =агссо§— -5§п(у, ).
у. і

Для довільного моменту

а і =агссоз— - з ^ п ^ ) .

Пригадаємо, що множник 8§п( і>у) дає можливість одержувати 
від’ємні значення кутів у тих випадках, коли тіло матиме вертикаль­
ну складову швидкості иу, напрямлену донизу, і додатні значення -
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для Уу, напрямленої вгору.
Зручніше працювати лише з додатними значеннями кутів, 

наприклад, замість а  = -  90 ° мати а  = 2 7 0 °, тому рівняння доведеть­
ся дещо змінити, а саме:

у ,агссоз —  для у  > 0
V уа  = •

36 0  ° -  агссоз —— для V < 0
V У

5. Нове положення тіла (нові координати) наприкінці першого 
проміжку ДІ знайдемо за рівняннями

*1 = х0 + У\х Аі, 
у \ = у 0+ У\уАі.

При обчисленні координат наприкінці будь-якого інтервалу часу 
Аі будемо використовувати значення середньої швидкості із цього 
самого інтервалу.

Хі - Х і . і " Уіс хАі,
Уі = Уіл + иІСуАі,

дел і-\,уі.\  -  координати тіла наприкінці попереднього інтервалу А і.

Запитання
1. Обчислити заздалегідь час польоту за відомих початкових 

умов (у0, Оо, уо) у межах шкільного курсу фізики можна в єдиному 
випадку -  при дії на тіло однієї лише сили тяжіння. Чому?

2. Яка з кінематичних характеристик рухомого тіла дозволяє 
вирішити, знаходиться тіло в польоті чи політ завершено?

Як завжди, значення проміжку Аі має задовольняти двом вимо­
гам: забезпечувати необхідну адекватність результатів розрахунків і 
стійкість алгоритму роботи моделі (обчислювального алгоритму).

Нагадаємо, що послідовність розрахунків можна показати 
знайомою схемою:

прискорення —> швидкість —> координата —|
повторювати п разів

Після всіх наведених міркувань запишемо

9.1.5. Остаточний алгоритм
1. Підготувати таблицю за зразком:
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■ А В С 0 Е ~ ■ г О н і • к
і 1 V„ V а ах ау X у Дано:
2 х0 =
3 Уо =
4 и 0 =
5 а 0 =
6 А/ =

| ...

£ =
К =
2  =

...

2. Увести вхідні дані для моменту часу 1 = 0, тобто заповнити 
стовпець І (“Дано:”) і заповнити перший рядок таблиці іменами 
змінних, а стовпець К -  їхніми числовими значеннями згідно умови 
задачі:

-  хо, Уо ~ початкові координати;
-  Уо -  початкова швидкість;
-  ао -  початковий кут нахилу вектора ц, до горизонту;
-  §  = 9,81 -  прискорення сили тяжіння;
- Я -  фактор сили опору;
-  £> -  фактор піднімальної сили.
3. Заповнити другий рядок (для І = 0):
-  /  =  0;

-  V, = Уосозоо; Уу = Уокіпоо; у = Мь
-  а =  а 0;
-  ах = - і / (Я  соза + <2 зіпа); ау = -  §  + 1^(2 соза -  Я зіпа)
-  X = х0 ;у  = уо-
Комі жи таблиці матимуть такий уміст:

комірки формули / числа
А2 0
В2 =К4*С05(К5*ПИ()/180)
С2 =К4*5ІМ(К.5*ПИ()/180)
т =К4
Е2 =К5
Р2 =-(О2Л2)*(К8*СОЗ(Е2*ПИ()/180)+К9*ЗШ(Е2*ПИ()/180))
02 =-К7+02л2*(К9*С05(Е2*ПИ()/180)-К8*5Ш(Е2*ПИ()/180))
Н2 =К2
12 =кз

Примітки.
а) при обчисленні прямих та обернених тригонометричних фун-
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кцій (для комірок В2, С2, Р2 та С2) електронні таблиці, як і переваж­
на більшість інших програмних засобів, працюють з радіанною 
мірою кутів, проте для школярів більш звичним та наочним є вико­
ристання градусної міри. У зв’язку з цим скористаємося формулою 
переходу від градусної міри до радіанної: ср(рад) = а(град)-л/180.

б) комірки В2 та С2 містять значення УоХ)Уоу ~ проекцій вектора 
початкової швидкості на вісі координат.

4. Заповнити третій рядок (для кінця першого проміжку Ді, тобто 
для моменту часу І /,_і + А/, де і = 1):

ї Л х '  Ц і - і ) д г  * с іІХА і ,  \)ІУ і- і )у " Ь  О іуА і

агссоз
V  ■

360 ° + агссоз Ци
V,

для

для ”іу < 0

-  сгіс = - У, 2(Я соз а , + 2  кіп а,);
-  аіу = -  §  + у, 2(() соз а,— Я 8Іп а*)
-  Хі = Хі- і + іл*Д?; у і = у і. і + УуДґ 
Відповідно у таблиці

комірка ] ________________ формули / числа
АЗ =А2+К$6 
ВЗ =В2+Р2*К$6 
СЗ =С2+02*К$6 
03  =(ВЗЛ2+СЗЛ2)Л0,5
ЕЗ =ЕСЛИ(СЗ>=0;АСО8(ВЗ/ОЗ)* 180/ПЩ);

360-АСО8(ВЗ/ОЗ)* 180/ПИ0)
РЗ =-(ОЗл2)*(К$8*С08(ЕЗ*ПИ()/180)+К$9*8Ш(ЕЗ*ПИ()/180))
0 3  =-К$7+ОЗл2*(К$9*С08(ЕЗ*ПИ()/180)-К$8*8ІМ(ЕЗ*ПИ()/180))
НЗ =Н2+ВЗ*К$6 
ІЗ =І2+СЗ*К$6
5 . КоПІЮ ВаТИ ТреТІЙ РЯДОК у  П НаСТуПНИХ рЯДКІВ (П =  і  „ольот у  /  ДО-

9.2. Рух тіла п ід  д ією  сили т яжіння (тестування моделі)
У відповідності до загального плану роботи розглянемо прикла­

ди руху тіл під дією однієї лише сили тяжіння Рт, знайомі нам зі 
шкільного курсу механіки. Оскільки в цих випадках дією середовища 
на тіло звичайно нехтують, то й ми покладемо (? = 0 і і? = 0, тобто 
виключимо з розгляду обидва фактори аеродинамічної сили.
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1. Спочатку дослідимо рух тіла, кинутого вертикально.
Нехай тіло починає рухатись над плоскою горизонтальною пове­

рхнею з початковою швидкістю и0 = 10 м/с з точки, що має коорди­
нати х0 = 0, у0 = 20 м. Рух тіла відбувається

1.1. вертикально вгору (а 0 = 90°);
1.2. вертикально вниз ( а 0 = 270° або а 0 = -90°);
1.3. без початкової швидкості (ц> = 0).

Вправа. По черзі виведіть на екран і розгляньте три таблиці за 
пп. 1.1—1.3.

У кожній з таблиць можна побачити, що час підйому та повний 
час польоту повністю відповідають розрахованим заздалегідь за 
формулами

Уу = У0у -  §1,
у  = у 0+ ц )уі - £ і 2/2.

Перша з цих формул дає час підйому при иу = 0 (коли спливає 
час підйому, вертикальна складова швидкості зменшується до нуля, 
тобто у верхній точці траєкторії тіло завмирає).

Наступна формула дає повний час польоту при у  = 0. Дійсно, 
коли закінчується повний час польоту, тіло виявляється на поверхні 
ісмлі. До речі, наша модель цих формул не передбачає.

У випадках 1.2 і 1.3 кут а  автоматично перетворюється на 
а=270°, а у випадку у0 = 0, це має місце за будь-яких значень а 0(!).

Той факт, що у всіх стовпцях, де розташовані проекції змінних 
на вісь Ох, з’являються нулі, повністю узгоджується з умовою, що 
а 0 -  прямий кут і, отже, и0х = и0 созао = 0. Це зрозуміло з фізичних 
міркувань, але зараз ми маємо нагоду впевнитися в тому, що даний 
результат одержано на основі прийнятої моделі.

2. Продовжимо тестування. Розглянемо рух тіла, кинутого під 
кутом до горизонту.

2.1. Почнемо з прикладу, коли тіло кидають горизонтально 
(ао = 0). Початкові значення координат х0, уй і швидкості щ залишимо 
попередніми.

Вправи
1. Доведіть, що при відсутності в алгоритмі помилок нулі мають 

залишитись тільки у стовпці для значень ах.
2. За таблицею встановіть, що будь-яким однаковим послідовним 

проміжкам часу відповідають однакові прирости Ах, а прирости для 
Ау послідовно зростають (спадають) на одну й ту саму величину. 
Зтже залежність у  від х  не є лінійною, згадану властивість має тільки
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квадратична функція.
3. Беручи аргументами значення змінних із стовпця х, побудую* 

траєкторію тіла -  графік залежності^ = у(х), як показано на рис. 9.2.
А В с 0 Е Р С Н 1 К
1 V, Ц- V а ах а У X У Дано:

2 0,00 10,00 0,00 10,00 0 0,00 -9,81 0,00 20,00 хо = 0
3 0,10 10 -1 10 354 0 -10 1,00 19,90 Уо ~ 20
4 0,20 10 -2 10 349 0 -10 2,00 19,71 Мо = 10
5 0,30 10 -3 10 344 0 -10 3,00 19,41 Оо = 0
6 0,40 10 -4 11 339 0 -10 4,00 19,02 А/ = 0,1
7 0,50 10 -5 11 334 0 -10 5,00 18,53 £  = 9,8!
8 0,60 10 -6 12 330 0 -10 6,00 17,94 К  = 0
9 0,70 10 -7 12 326 0 -10 7,00 17,25 0  = 0

Рис. 9.2
Перевіримо модель на прикладі стандартної задачі.

Задача. Літак летить горизонтально на висоті 100 м із швидкістю 
100 м/с. Від літака відокремлюється вантаж, який починає падати 
вниз. Нехтуючи опором повітря, знайти:

-  скільки часу вантаж перебуватиме в польоті?
-  на якій відстані від місця призначення (вздовж вісі Ох) треба 

звільнити вантаж, щоб він потрапив у це місце?
-  з якою швидкістю вантаж торкнеться землі?
Змінимо згідно умови вміст комірок у попередній таблиці:

комірки числа коментарі
КЗ 100 початкова висота у0
К4 100 початкова швидкість и0
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Порівнюючи відповіді, одержані розв’язанням за допомогою 
фі нічних формул, з даними, одержаними за допомогою моделі (таб- 
ііщі та графіка у  = у(х)), можна переконатись, що вони добре узго­
джуються.

2.2. Поширимо тестування на довільні кути.
Нехай, для визначеності, з точки, що має координати лг0=0, у 0=0 

(початкові координати), з пружинного пістолета вистрілюють кульку 
під кутом ао = 60° з початковою швидкістю у0 = 5 м/с (рис. 9.3).

З отриманої таблиці маємо можливість побачити, що

А В 0 -- 0 Е р С Н 1 1 к
1 і Vх Ц> V а ах «V X у Дано:
2 0,00 2,5 4,330 5,000 60 0 -9,81 0,00 0,00 *о= 0
3 0,05 2,5 3,840 4,582 57 0 -9,81 0,13 0,19 ґ._ іі>_. 0
4 0,10 2,5 3,349 4,179 53 0 -9,81 0,25 0,36 Ц)= 5
5 0,15 2,5 2,859 3,798 49 0 -9,81 0,38 0,50 а  0= 60
6 0,20 2,5 2,368 3,444 43 0 -9,81 0,50 0,62 Д/= 0,05
7 0,25 2,5 1,878 3,127 37 0 -9,81 0,63 0,71 . 9,81
8 0,30 2,5 1,387 2,859 29 0 -9,81 0,75 0,78 я= 0
9 0,35 2,5 0,897 2,656 20 0 -9,81 0,88 0,83 о 0
. . .

Рис. 9.3
-  часи підйому і падіння, а також повний час польоту співпада­

ють з розрахованими теоретично;
-  миттєві значення змінних ау, і>у, V, у  та а  у межах усталеної 

точності є симетричними відносно моменту' часу, що відповідає мак­
симальній висоті підйому тіла.

Далі звернемося до задачі нестандартної.
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Задача. Згідно з легендою відомий своєю влучністю Робін Гуд, 
маючи на меті передати листа в’язневі Ноттінгемського замку, заго 
рнув у цей лист камінь і кинув його так, що камінь перелетів огорожу 
і точно потрапив у вікно в’язниці. Вважаючи, що камінь був кинутим 
з відстані сі від огорожі висотою И і що вікно в’язниці знаходилося на 
відстані £) від місця кидання (вздовж горизонталі) і було на висоті //. 
знайти, під яким кутом і з якою мінімальною початковою швидкістю 
був кинутий камінь? У момент кидання камінь знаходився на висо ті
2. Опором повітря знехтувати.

Виконаємо теоретичний розрахунок за такими даними:
*о = 0, у 0 = 2  = 2 м;
Х\ = сі = 8 м; у, = И = 6,8 м;
х2 = £> = 13 м; >>2 = Н  = 5,5 м.

Спростимо розв’язування, поклавши 2  = 0.
Примітка. Оскільки зазначені три точки знаходяться на однііі 

траєкторії (параболі), то, написавши двічі рівняння траєкторії для 
х\ = сі, у\ = И та для х2 = Д  у 2 = Н, після перетворень можна одержати 
систему двох рівнянь з двома невідомими і>о та ао. Ця система явля­
тиме собою математичну (не комп’ютерну) модель руху тіла, кину­
того під кутом до горизонту.

Після математичного розв’язання задачі введемо до комп’ютер­
ної моделі (таблиці) одержані відповіді як значення у0 та а 0 і переві­
римо результати моделювання, якими тепер стають значення змінних 
х та у. При цьому бажано зменшити інтервал Аі до 0,01, збільшивши 
відповідно кількість рядків таблиці додатковим копію'ванням остан­
нього рядка формул.

Дійсно, в отриманій на екрані таблиці ми виявляємо дві пари 
координат, що відповідають заданим в умові точкам: Х\, У\ таХ2, У2.

Завдання. Дайте фізичне тлумачення отриманому результату, 
виконайте відповідний рисунок.

Короткі підсумки тестування
1. Можна було б стверджувати, що з пізнавальної точки зору 

розв’язки майже усіх попередніх задач особливої цінності не мають: 
всі вони заздалегідь відомі зі шкільного курсу фізики. Проте цінність 
має сама модель як узагальнення всіх можливих задач на рух під 
дією сили тяжіння.

2. Після численних перевірок прийшов момент, коли ми маємо 
прийняти і приймаємо рішення про відсутність у моделі помилок, а
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також рішення про те, що у межах зазначених вище припущень вона 
є адекватною розглянутим процесам.

3. Якщо раніше результати, що їх ми отримували за допомогою 
моделі, перевірялися розрахунками за точними формулами фізики, то 
відтепер ми надаємо собі право довіряти результатам, що їх буде 
давати наша модель. І при тому довіряти настільки, що саме за цими 
результатами будемо робити певні висновки про рухи, які ми моде­
люємо. Інакше кажучи, настав момент, коли модель із о б ’єкту, що 
підлягав перевірці, стає інструментом дослідження.

4. Проте не будемо перебільшувати ролі окремої моделі: адже 
модель -  це усього лише наближений образ реального об’єкту (яви­
ща, процесу). І врахувати вона здатна тільки ті властивості об’єкту, 
які є істотними саме на наш погляд.

9.3. Рух тіла п ід  д ією  сили т яжіння та сили опору  
середовища

Тепер до складу суттєвих факторів включимо вплив середовища, 
в якому відбувається рух тіла. Насамперед, звернемо тут увагу на 
принциповий факт: якщо у випадку дії однієї лише сили тяжіння 
можна було нехтувати формою та розмірами тіла і вважати його 
матеріальною точкою, то при спробі врахувати вплив середовища 
такий підхід виявляється суттєво хибним. Справа в тому, що середо­
вище виявляє себе саме внаслідок наявності у тіла розмірів та форми.

Спеціально проведені дослідження показують, що модуль сили 
опору залежить від швидкості руху: за малих швидкостей він пропо­
рційний швидкості, а при великих швидкостях він пропорційний 
квадратові швидкості. Відповідь на питання, великою чи малою є 
деяка певна швидкість, значною мірою залежить від форми та розмі­
рів тіла, а також від фізичних властивостей середовища. Тому може 
статися так, що одну й ту саму швидкість за одних умов слід вважати 
малою, а за інших -  великою. Остаточну відповідь про вид залежнос­
ті Роп = Роп( у) може дати лише натурний експеримент.

Залежність сили опору від форми тіла характеризують спеціаль­
ним терміном -  обтічність. Форму, при якій сила опору набуває 
меншого значення, називають більш обтічною. Саме такі форми на­
магаються надавати транспортним засобам, снарядам і кулям у вог­
непальній зброї та ракетам. У сучасній техніці обтічність тіл дослі­
джують у спеціальних установках -  аеродинамічних трубах, де руха­
ється не саме тіло (або його фізична модель), а повітря. Обтічність 
водних засобів досліджують у випробувальних каналах. Зразки обті-
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чних форм у живій природі дають птахи, риби, дельфіни й інші істо­
ти, які існують завдяки великим швидкостям руху.

Запитання
1. З якою метою намагаються максимально покращити аеро- або 

гідродинамічні якості згаданих об’єктів?
2. Наведіть приклади ефективності обтічних форм у деяких 

видах спорту.
3. З’ясуйте, якими проблемами переймається наука біоніка.

Напрямок сили опору завжди протилежний до напрямку вектора 
швидкості, а наведені вище міркування необхідні для того, щоб при 
створенні моделі прийняти певне припущення про характер залежно­
сті сили опору від швидкості. То ж будемо вважати, що ця залеж­
ність є прямою пропорційною. Це означатиме, що ми плануємо 
досліджувати рухи з невеликими швидкостями.

На основі прийнятого припущення запишемо
Р оп = -  ку,

де к -  розмірний коефіцієнт пропорційності, який враховує геомет­
ричні характеристики тіла і фізичні властивості середовища.

Вправа. Визначте, якою є розмірність коефіцієнта пропорційнос­
ті к в міжнародній системі одиниць вимірювання фізичних величин 
(СІ) згідно наведеної формули.

Прискорення, що його надають тілу сили тяжіння й опору, бу­
демо визначати за другим законом Ньютона.

Переходячи до проекцій і у відповідності з рис. 9.1, можна запи­
сати:

к
ах ------ и соза  ,

т
к

а -----У8іпа .
т

Як зазначалося при обговоренні алгоритму, обидві проекції при­
скорення ах і ау залежать від модуля швидкості V та кута а , а тому 
вектор прискорення є змінним у часі.

В цій ситуації ми фактично позбавлені можливості здійснити 
кількісну перевірку нової моделі (за відсутності у нас відповідних 
точних формул) і тому маємо задовольнитися лише перевіркою якіс­
ною: будемо порівнювати з даними досліду не числові значення, а 
поведінку досліджуваних величин.
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Зауважимо, що тимчасова зміна залежності сили опору від 
швидкості з квадратичної (за алгоритмом) на пряму пропорційну 
вимагає відповідної заміни формул для проекцій прискорення в сто­
впцях Р і О: 

комірки

Обчислювальний експеримент

______________________ формули___________________
= -0 2 Л/*(К.$8*С08(Е2*ПИ()/180)+К.$9*8ІМ(Е2*ГІИ()/180))Р2

02 = -К .$ 7 + 0 2 л/*(К $ 9 *С 0 8 (Е 2 *П И ()/1 8 0 )-К $ 8 *8 1 М (Е 2 *П И О /1 8 0 ))

Примітки.
-  фрагмент “л/  ” можна не вводити, він записаний тільки з 

метою показати зміни у формулах;
-  уміст комірок Р2 і 02 слід скопіювати у всі наступні рядки до 

самого низу таблиці.
У наступних обчислювальних експериментах знов будуть 

розглянуті чотири випадки рухів тіл під дією сили тяжіння, але з ура­
хуванням опору середовища; вони відрізнятимуться тільки початко­
вими умовами:

1. Рух без початкової швидкості.
2. Рух з початковою швидкістю, напрямленою вниз.
3. Рух з початковою швидкістю, напрямленою вгору.
4. Рух з початковою швидкістю, напрямленою під кутом до гори­

зонту.
1. Дослідимо рух тіла, яке з деякої висоти зі стану спокою почи­

нає рухатись вертикально вниз за наявності сили опору повітря.
Введемо вхідні дані:

*о = 0,^о= ЮО м, у0 = 0, а 0 = 270°,£ = 9,81 м/с2, АІ = 0,1 с.
Приймемо К = 0,6 (це значення збільшене проти реального з 

метою зменшення кількості рядків таблиці).

Завдання. Встановіть розмірність коефіцієнта К.

Кількість рядків таблиці будемо обирати експериментально. При 
цьому критерій достатності визначатиметься змістом того конкрет­
ного питання, на яке ми шукатимемо відповідь.

Найбільший інтерес у розглядуваному русі являє питання про 
залежність швидкості від часу.

Виведемо на екран таблицю з новими даними і новими форму­
лами в Р2 і 02  (рис. 9.4).
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А В с 0 ,Е ....р .... - - £ .- . .
1 ^ ;■ К

1 і V* Ьу V а ах X У Дано:
0,0 0,00 0,00 0,00 270 0,00 -9,81 0,00 100,00 *о = 0
0,1 0,00 -0,98 0,98 270 0,00 -9,22 0,00 99,90 Уо = 100

4 0,2 0,00 -1,90 1,90 270,0 0,00 -8,67 0,00 99,71 Ц> = 0
5 0,3 0,00 -2,77 2,77 270,0 0,00 -8,15 0,00 99,43 ао = 270

7
0,4 0,00 -3,58 3,58 270,0 0,00 -7,66 0,00 99,08 А1 = 0,1
0,5 0,00 -4,35 4,35 270,0 0,00 -7,20 0,00 98,64 £ = 9,81
0,6 0,00 -5,07 5,07 270,0 0,00 -6,77 0,00 98,13 Я = 0,6
0,7 0,00 -5,75 5,75 270,0 0,00 -6,36 0,00 97,56 Р = 0

...

З таблиці бачимо, що проекції всіх векторів на вісь х, як і сама 
координата х, весь час дорівнюють нулю (стовпці В, Р, Н). Було б 
дивно, якби ми отримали щось інше.

Та головне полягає в тому, що модуль швидкості V руху весь час 
монотонно зростає, але спостерігаючи зміну швидкості за послідовні 
однакові проміжки часу, виявляємо, що темп цього зростання моно­
тонно уповільнюється і швидкість перестає змінюватись. Отже рух за 
наявності опору середовища не є рівноприскореним, як цього і слід 
було чекати. Одночасно із стовпця О для значень ау видно, що 
модуль цієї складової прискорення поступово зменшується, набли­
жаючись до нуля. Це означає, що рух, врешті, перетворюється на 
рівномірний.

Кількість рядків таблиці має бути такою, щоб можна було бачити 
перехід у-координати через нуль (момент закінчення падіння).

Повчальним та інформативним щодо аналізу процесу є порів­
няння графіків залежності иу та ау від часу (рис. 9.5).
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До речі, саме у такий спосіб рухаються у повітрі парашутисти за 
відсутності вітру.

Наша модель може статись у нагоді для перевірки результату 
розв’язування цікавої фізичної задачі.

Задача. Чому при падінні зі стану спокою двох однакових за 
розмірами, але різних за масами кульок більшу кінцеву швидкість 
має кулька більшої маси?

Примітка. Умова однакових розмірів при різних масах означає, 
що кулька більшої маси має більшу середню густину.

Розв ’язування.
При падінні на кожну кульку діють дві протилежно направлені 

сили: постійна сила тяжіння Рт '= т% і змінна сила опору повітря 
Роп = -  ку.

На початку руху Роп = 0 (оскільки ц, = 0), а у міру зростання 
швидкості сила Ри„ також зростає. М одуль рівнодійної цих сил 
2 ~ Р т -  Роп, а отже і результуюче прискорення ау, поступово змен­
шуються. Нарешті, у той момент, коли сила опору стає рівною силі 
тяжіння, прискорення кульки ау стає рівним нулю і рух стає рівномі­
рним. Починаючи з цього моменту, весь наступний час польоту 
Рип — Рті тобто китах = /И£. Тут Утах ~ ШВИДКІСТЬ уСТаЛЄНОГО рІВНОМІ- 
рного руху. Звідси

Тепер видно, що внаслідок існування опору швидкість усталено­
го руху падаючих у повітрі тіл дійсно більша для тіла більшої маси,
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оскільки за умовою форма й розміри тіл однакові, а отже однаковими 
мають бути і значення к.

Оскільки остання формула не містить початкової швидкості и0 та 
початкової висоти у0 (у всякому разі в явному вигляді и0 й у0 до фор­
мули не входять), виникає припущення (гіпотеза): значення устале­
ної швидкості не залежить від початкових умов руху.

З метою перевірки цієї гіпотези розглянемо
2. Рух тіла, кинутого вертикально вниз.
2.1. Перед стовпцем Е зі значеннями модуля швидкості V вста­

вимо новий стовпець, який дістане ім’я Е, при цьому колишній Е 
стане Р і т.д. аж до кінця таблиці.

2.2. У стовпець К (“Дано:”) введемо змінені початкові умови: 
Уй = 250 м, Ц) = 10 м/с, а 0 =  270°. Інтервал А( зменшимо удвічі, тобто 
візьмемо Лґ = 0,05 с.

Усі комірки стовпця Б  скопіюємо без формул у новий (Е) в 
режимі "Правка” —* “Специальная вставка" —* “Значений". Після 
копіювання попередні дані стовпця К міняємо на нові: у0= 350, и0 = 0. 
У стовпці О з’являться нові значення модуля швидкості V.

Таким чином, ми маємо можливість одночасно працювати (у 
тому числі й будувати графіки) з двома стовпцями -  активним О (з 
формулами) і пасивним Е (без формул). Зрозуміло, і в цьому легко 
впевнитись експериментально, що на будь-які зміни у стовпці “Д а­
но:” реагувати будуть тільки значення стовпця Б.

Нагадаємо, що ознакою закінчення руху є перехід у-координати 
через нуль. Коли при порівнянні швидкостей ми не виявимо виходу 
на режим усталення, то причина цього може полягати або в тому, що 
тіло ще не завершило політ, або в тому, що недостатньою була поча­
ткова висотало.

Порівнюючи значення швидкостей у сусідніх стовпцях Б  і Е, а 
також відповідні графіки, бачимо, що значення усталених швидко­
стей майже однакові, хоч усталення цих величин відбувається у різні 
моменти часу. Тому можна відмітити, що наша гіпотеза майже під­
тверджується (рис. 9.6). Щоб позбавитись цього “майже”, при фор­
мулюванні гіпотези слід було вказати, що початкова висота має бу­
ти достатньою для того, щоб процес перейшов на усталений ре­
жим. У даній таблиці, зокрема, для забезпечення точності у два де­
сяткових розряди при зазначених вище даних довелося створити- 
майже 160 рядків.
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Рис. 9.6

Запитання
1. Якби опір середовища був відсутній, то чи спостерігали б ми 

результат, про який щойно було сказано словами: “...значення уста­
лених швидкостей майже однакові, хоч усталення ... відбувається у 
різні моменти часу”?

2. Як впливає значення початкової швидкості на час виходу мит­
тєвої швидкості на усталений режим? Залучіть до своїх міркувань 
дані обчислювального експерименту.

Далі слід видалити спочатку графік, а потім -  вставлений стов­
пець.

3. Тепер розглянемо уух тіла, кинутого вертикально вгору за 
такими початковими даними:

хо = 0,уо = 0, у0 = 10 м/с, а 0 = 90°,
АІ = 0,025 с, % = 10 м/с2, К = 0,6 кг/с.

Відповідно до цих даних отримаємо таблицю, за якою порівняє­
мо тривалості підйому і падіння.

Умова у  > 0 перестає виконуватись на 69 рядку, якому відповідає 
ПОВНИЙ час польоту І п0льоту -  1,675 с.

Час підйому відповідає максимальному значенню ^-координати. 
За таблицею утах = 3,392 м, а („ідйому = 0,650 с.

Оскільки час падіння 1,ш0шнн = Ітльоту -  *підйому, маємо:
П а д ін н я  = 1,675 с -  0,650 с = 1,025 с.

Отже за наявності сили опору середовища час падіння завжди 
більший за час підйому.

Завдання
1. Обґрунтування цього факту становить окреме задачу, яку ми

199



й пропонуємо вам вирішити, тобто дати фізичне тлумачення.
2. Переглядаючи таблицю, можна бачити, що швидкість тіла у 

момент падіння менша за початкову швидкість и0 у повній відповід­
ності із законом збереження і перетворення енергії.

Про яке збереження і перетворення енергії йдеться?

4. Рух тіла, кинутого під довільним кутом до горизонту.
Змінимо у попередньому прикладі початкове значення кута а«, 

залишаючи решту вхідних даних незмінними. Нехай а 0 = 60°.
Якщо закінченням руху знов будемо вважати момент переходу 

у-координати через нуль, то орієнтовна кількість рядків таблиці ста­
новитиме 30. Нарешті у стовпцях В, Р та І таблиці з ’являються нену- 
льові значення.

4.1. Шукатимемо спочатку відповідь на питання про вигляд 
траєкторії. З цією метою розглянемо стовпці Н та І зі значеннями 
координат х та у. З таблиці видно, що ^-координата найвищої точки 
траєкторії більша за хтах!2. Це означає, що тепер траєкторія руху не є 
параболою хоч би з тієї причини, що вона не є симетричною віднос­
но вертикальної прямої, проведеної через точку максимального під­
йому, як це було при дії на тіло однієї сили тяжіння.

До того ж в цьому легко впевнитися, якщо вивести на екран тра­
єкторію руху — графік залежності у  = у(х). Траєкторію ілюструє 
рис. 9.7: підйом тіла відбувається вздовж пологої ділянки траєкторії, 
а зниження -  вздовж крутішої.

Рис. 9.7
За такою траєкторією рухається після удару волан у бадмінтоні. 

Знавці цієї гри часто виконують високі подачі, після яких волан зни­
жується на полі суперника майже вертикально, що позбавляє супер- 
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ника можливості нанести сильний удар у відповідь. Експерименти на 
моделі з різними початковими кутами кидання добре узгоджуються 
із цим фактом.

Зовні схожими, але в дійсності значно складнішими, є траєкторії 
рухів футбольного м’яча або тенісної кульки під час гри. Справа в 
тому, що часто при ударі їх підкручують, а це викликає додаткові 
ускладнення в русі цих тіл (зокрема, так званий ефект Магнуса). 
Якщо ж їхній рух буде поступальним, то всі зазначені вище особли­
вості матимуть місце.

4.2. Збільшуючи початкову швидкість до 100 м/с, можна одер­
жати безперечно цікаву інформацію, що її дають виведені разом на 
екран графіки залежності их, иу та V від часу: із плином часу всі 
компоненти швидкості руху перестають змінюватись (рис. 9.8). 
Орієнтовна кількість рядків таблиці у цьому випадку становить 200.

Рис. 9.8

Завдання. Дайте фізичне тлумачення зображеним залежностям.

На завершення цієї версії знов сформулюємо

Висновки
1. У цій версії моделі була здійснена спроба включення до роз­

гляду сили опору середовища. Обговорюючи питання про фактори, 
від яких ця сила залежить, ми прийняли припущення, згідно з яким 
сила опору пропорційна швидкості: саме на це були розраховані роз­
глянуті нами приклади.

2. У межах прийнятого припущення було встановлено, що
-  за достатньої тривалості часу, протягом якого відбувається 

рух, має місце усталення (стабілізація) значення швидкості і, як
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довела перевірка, за достатньої початкової висоти цей факт не зале­
жить від початкових умов;

-  час підйому і час падіння до початкового рівня не однакові:
Іпідйому <'  ^падіння>

-  траєкторія руху не є параболою, її висхідна частина більш 
положиста, ніж спадна.

На якісному рівні результати моделювання добре узгоджуються 
з відомими дослідними фактами.

Тут на деякий час доцільно відкласти читання і вимкнути 
комп’ютер. З аркушу паперу зробіть літачок і поспостерігайте за 
тими викрутасами, які він виконує у повітрі, якщо його запускати з 
різними швидкостями і під різними кутами. Це, по-перше, дасть 
можливість трохи відпочити, а по-друге, після таких експериментів 
стане набагато цікавіше працювати з остаточною версією моделі.

9.4. Рух тіла під дією трьох сил: сили тяжіння, сили опо­
ру середовища та піднімальної сили

Щойно проведені експерименти переконливо доводять, що папе­
ровий літачок поводить себе у польоті набагато цікавіше, аніж камінь 
або волан від бадмінтону. Навіть, якщо весь час кидати його строго 
горизонтально, то в залежності від початкової швидкості він або 
майже вертикально падає на підлогу, або ж прямує під саму стелю.

Вгадати заздалегідь траєкторію його польоту практично немож­
ливо, однак це зовсім не означає, що поведінка нашого літачка, який 
виписує у повітрі складні фігури, не піддається ніякому аналізу.

З огляду на те, що найбільш цікавими у проведених дослідах 
виявилися саме траєкторії руху, головною, але не єдиною метою 
подальшого дослідження вважатимемо побудову цих траєкторій. При 
цьому будемо мати на увазі, що (як вище вже зазначалося) тими 
спрощеними підходами, які ми застосовуємо до аналізу складних 
фізичних явищ, найбільшим, чого ми зможемо досягти, має бути не 
кількісний, а лише якісний результат. Це означає, що очікуваним 
підсумком дослідження буде загальна картина перебігу процесів. 
Проте, як стане видно з наступного, і цього не буде замало.

Нагадаємо, що переважну дію на літачок спричиняють Земля і 
середовище, а відповідними силами є сила тяжіння Рт та аеродина­
мічна сила, яка проявляє себе через свої складові -  силу лобового 
опору Роп та піднімальну силу Р„.

Згідно із загальним планом роботи, розглянемо тепер повну вер­
сію моделі. З цією метою врахуємо вплив на тіло піднімальної сили,
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тобто перейдемо до умови ( 2 ^ 0 .  Значення <2 добиратимемо експе­
риментально.

Здавалося б, можна переходити до обчислювального експериме­
нту, та варто ще раз оцінити ситуацію, у якій ми опинилися. Отже, 
ми будуємо модель, що має враховувати вплив на тіло трьох сил, 
кожна з яких спричиняє певного прискорення. Два з них -  приско­
рення сили лобового опору та прискорення піднімальної сили визна­
чаються через коефіцієнти Я та (), значення яких нам невідомі. І хоч 
вони при роботі з моделлю можуть добиратися експериментально 
(шляхом поступового збільшення від нуля), проте, як виявляється, це 
не так просто. Якщо до того ж додати, що так само без відповіді поки 
що залишається питання про значення інтервалу часу А(, який впли­
ває на точність обчислень та на стійкість алгоритму, то можна у 
повній або, принаймні, у певній мірі відчути типовий стан, у якому 
часто опиняється дослідник, котрий займається моделюванням.

Знаходження значень невідомих коефіцієнтів моделі становить 
самостійну, так звану обернену задачу моделювання.

Для з’ясування питання про можливі значення невідомих коефі­
цієнтів при нагоді намагаються виконати достатньо надійні натурні 
експерименти, що дають змогу визначити ці величини. Такої можли­
вості ми позбавлені.

Так само ми не маємо можливості скористатися іншим відомим у 
моделюванні способом -  скористатися теоретичними співвідношен­
нями, за допомогою яких ці величини можна було б обчислити.

Які ж дії нам слід здійснити в означеній ситуації? Адже до тих 
пір, поки нами не буде прийняте рішення про значення невідомих Я, 
() та А і, ми не зможемо зрушити з місця. Залишається останнє: вда­
тися до спрощеної оцінки невідомих параметрів. У певний мірі це 
краще, ніж блукати навмання.

Можливо, має рацію пропозиція скористатися відповідними зна­
ченнями невідомих із попередньої моделі? Та більш-менш детальний 
аналіз доводить, що робити цього не варто. Адже значення Я свого 
часу було обрано за умови лінійної залежності сили опору від швид­
кості, нині ж ця залежність є квадратичною. Це означає, що тепер за 
тих самих значень швидкості сила опору зростатиме помітно швид­
ше. Тому нове значення Я має бути меншим, приміром, Я=0,2-0,3. 
Що ж стосується значення то, враховуючи, що залежність підні­
мальної сили від швидкості також є квадратичною, спробуймо при­
йняти його більшим за Я, наприклад, 0=0,5-0,7: у такий спосіб ми
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сподіваємося більш рельєфно проявити вплив піднімальної сили на 
рух тіла.

Оскільки траєкторії, що їх виписував ваш паперовий літачок, 
інколи виявлялися досить складними, то прийнятною вбачається 
пропозиція про необхідність брати достатньо малі значення АІ для 
побудови більш-менш точної траєкторії (хотілося б не загубити 
навіть дрібні деталі). Крім того, зменшення інтервалів Ді сприяє 
покращенню адекватності моделі. Пам’ятаючи, однак, якою ціною 
даються такі вдосконалення (насамперед, додаткові витрати пам’яті 
та збільшення часу обчислень), ми повинні шукати компромісу між 
нашими бажаннями і платнею за них. То ж з метою задоволення 
зазначених вимог замість Д? = 0,1 с приймемо Аі = 0,05 с.

Ще раз зауважимо, що добір заздалегідь невідомих значень 
величин /?, ^  та Аі був здійснений на основі наших інтуїтивних уяв­
лень про виучуване явище. Отже надійної гарантії успіху дати тут не 
можна, тобто не можна цілком покладатися на них. Ці значення є 
лише орієнтовними і для їхнього уточнення необхідно виконати де­
кілька попередніх обчислювальних експериментів з моделлю.

Обчислювальний експеримент
Після декількох спроб можна одержати, наприклад, такі прийня­

тні вхідні дані:
*о = 0, уо = 4 м, у0 = 6 м/с, а 0 = 30°, Аі = 0,05 с, К = 0,2 м 0  = 0,6 м"'.

Відповідно до цих даних будується траєкторія (рис. 9.9).
Поступово збільшуючи початкову швидкість у0, наприклад, на 

1 м/с, ми з часом одержимо таке її значення, при якому характерною 
прикметою графіка стане “надлом” у найвищій точці (рис. 9.10).

Рис. 9.9 Рис. 9.10
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Цікаво, як відреагує модель на подальше збільшення швидкості? 
І Ісвже наша украй спрощена модель здатна на щось більш складне? 
( 'итуація дійсно інтригуюча! Тут нам нічого не залишається, як про­
довжити збільшення початкової швидкості.

І ось вона -  нагорода за наполегливу працю і терпіння: наш літа­
чок описав саму справжню “мертву петлю” ! Ця дивовижна картинка 
(рис. 9.11) здатна будь-кого привести у захват.

Рис. 9.11
Заспокоймо, однак, емоції і поставимо питання: а чи можна ска­

зати, буде чи не буде виконана петля, якщо не будувати графік, а 
тільки аналізувати таблицю? Виявляється, так. Необхідна інформація 
міститься у стовпці для значень кута а , що його утворює вектор 
швидкості V з додатним напрямком осі Ох.

Адже у криволінійному русі вектор швидкості завжди напрямле­
ний вздовж дотичної до траєкторії в кожній її точці (у кожний 
момент часу). Саме тому надійною ознакою петлеподібного руху є 
монотонне зростання кута а  з переходом через 360° (або через 0°).

Такий спосіб не єдиний, але найзручніший. Для порівняння роз­
глянемо ще один, згідно з яким тієї ж мети буде досягнуто, якщо, 
наприклад, спочатку з’ясувати для себе, яким чином з плином часу 
мають зманюватися координати х та у  рухомого тіла, якщо воно опи­
сує петлеподібну траєкторію, а потім спробувати в таблиці виявити 
подібні фрагмент.

4. Досвід попередньої роботи станеться вам у нагоді, якщо ви 
перейдете до дослідження моделі при помітно більших (порядку 
20 м/с і більше) початкових швидкостях. Виконуючи такі експериме­
нти, ви неодмінно потрапите в ситуацію, коли порушиться стійкість
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алгоритму і необхідним стане прийняття рішення про зміну (змен­
шення) зазначених вище параметрів задля “рятування” моделі.

Вправа
1. Виконайте завдання, запропоновані у пп. З і 4, користуючись 

останньою таблицею.
2. Що утримує літачок у той момент, коли вектор швидкості 

утворює кут а  = 90° і а  = 270° з горизонтом, тобто коли він напрям­
лений вертикально? Поясніть з точки зору фізики.

Висновок
1. Задачу, поставлену на початку глави, на якісному рівні 

розв’язано. Користуючись порівняно простими ідеями, ми одержали 
різноманітні траєкторії рухів паперового літачка у повітрі, незважа­
ючи на те, що строге аналітичне розв’язання задачі про планер засо­
бами шкільної математики абсолютно неможливе.

2. В межах прийнятих припущень побудована модель на якісно­
му рівні непогано відтворює реальні рухи. Основна таблиця за кіль­
кістю виведених змінних виявилася досить інформативною, але при 
бажанні можна добавити стовпці для спостереження за поведінкою 
миттєвих значень модуля прискорення та рівнодійної всіх сил, що 
діють на тіло.

3. Та все одно видається випадковим везінням, що порівняно 
проста модель здатна давати такі цікаві результати, нехай і на якіс­
ному рівні. Тим більше, що про конкретну форму рухомого тіла в ній 
взагалі не говориться нічого. Невже і насправді так легко примусити 
тіло невизначеної форми описати “мертву петлю”?

Справа в тому, що використані нами формули математичного 
запису теореми Жуковського вже передбачають наявність відповід­
них аеродинамічних характеристик (форми та розмірів) рухомого 
тіла -  планера. Дійсною проблемою є саме створення реального 
об’єкту з необхідними характеристиками.
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Глава 10. Задача про м’яку посадку на 
Місяць

10.1. Передмова
Сюжетною основою моделювання тут є відома задача-гра про 

“м’яку посадку” на Місяць, яка за часів широкого використання у 
навчальних цілях та в інженерних розрахунках програмованих 
мікрокалькуляторів обійшла сторінки ряду науково-популярних 
журналів (80-ті роки, період початкового оволодіння комп’ютерною 
грамотністю в нашій країні). При бажанні одну з її версій ви можете 
знайти в журналі “Техника -  молодежи”, №6 за 1985 р. у цікавому 
фантастичному оповіданні М. Пухова “Истинная правда”. Від усіх 
попередніх розв’язуваних нами задач вона відрізняється тим, що 
передбачає пошук оптимального управління процесом (посадкою). 
Термін “оптимальний” слід розуміти як найбільш вдалий, найбільш 
доцільний, найкращий з можливих за певних конкретних умов.

За “правилами гри” пошук такого управління має здійснювати 
дослідник (гравець) методом багаторазових спроб та помилок, 
покладаючись на власну інтуїцію.

Оскільки цією задачею завершується розділ “Моделювання 
механічних рухів” нашого посібника, то тут принагідно будуть зроб­
лені певні узагальнення стосовно застосування чисельного методу 
розв’язування задач механіки, і, крім того, вирішуватимуться нові 
проблеми, пов’язані, зокрема, зі створенням зручного інтерфейсу 
користувача.

10.2. Постановка задачі
З метою доставки і розміщення на поверхні Місяця апаратури 

для наукових досліджень планується запуск космічного корабля. 
Схема його посадки передбачає декілька послідовних фаз:

1) виведення корабля з корисним вантажем на колову селено­
центричну орбіту, тобто корабель має стати штучним супутником 
Місяця;

2) відділення від корабля вантажу і перетворення його на само­
стійний орбітальний модуль;

3) здійснення м’якої посадки модуля на поверхню Місяця.
Заключна третя фаза має пройти у два етапи:
-  спочатку за допомогою маневрових двигунів відбудеться 

гасіння швидкості модуля відносно Місяця, внаслідок чого він зійде з
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колової орбіти й у певний момент над потрібним місцем посадки на 
короткий час зависне на деякій висоті Н0 над поверхнею Місяця;

-  щоб уникнути подальшого вільного падіння, в цей момент уві 
мкнуться двигуни м’якої посадки, що й забезпечить керований план 
ний спуск модуля до поверхні.

Уточнимо основні технічні умови здійснення другого етапу -  
безпосередньо посадки.

1 .Запас пального, призначеного для роботи двигунів м’якої 
посадки, є обмеженим (саме цей факт у найбільшій мірі обумовлкх 
необхідність пошуку оптимального управління).

2. Передбачається, що швидкість апарату під час опусканпя 
можна регулювати, змінюючи витрату пального, що подається до 
камер згоряння, оскільки реактивна сила тяги гальмівних двигуніи 
залежить від маси пального, що згоряє в камерах за одиницю часу.

3. Щоб запобігти руйнуванню цих двигунів під час роботи, 
витрата пального за одиницю часу не повинна перебільшувати 
деякого максимально дозволеного значення.

4. При здійсненні посадки швидкість витікання реактивного 
струменя (продуктів згоряння) через сопло підтримується сталою.

5. Сталою також вважається і маса модуля без маси пального.
При моделюванні завершенням посадки вважатиметься момент,

коли значення висоти И над поверхнею Місяця переходитиме через 
нуль. При цьому м’якою вважатиметься така посадка, коли швид­
кість апарату в цей момент (при переході Н через нуль) не перебіль­
шуватиме деякого певного значення, наприклад, 1 м/с.

Задача полягає в тому, щоб за умови обмеженої маси пального 
виявити такий режим подавання його до камер згоряння, тобто 
таке управління, яке забезпечить м 'яку посадку.

За цілком зрозумілих причин конструктори не можуть провести 
реальні експерименти. Єдиний придатний спосіб знаходження необ­
хідного управління полягає в підготовці й проведенні відповідного 
обчислювального експерименту на ЕОМ на основі математичної 
моделі заключного етапу операції.

10.2.1. Формалізація задачі та побудова моделі
Уведемо позначення:
М  -  маса модуля без урахування маси пального (за умовою п. 5 

величина стала).
т = т, -  змінна маса пального. У початковий момент т = т0.
г — витрата пального, тобто маса пального, що спалюється в
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камерах згоряння двигунів м’якої посадки за проміжок часу від 
моменту І до і + А і, тобто за проміжок часу А(. Оскільки припуска­
ється, що витрату можна регулювати в ході зниження, то г є невідо­
мою і шуканою функцією часу: г = тії).

Зазначене вище обмеження на витрату пального (п. З технічних 
умов) можна записати у вигляді нерівності 0 < г(і) < гтах.

V = V, -  миттєва швидкість модуля під час опускання. Початкова 
умова “зависання” виражається рівністю и0 = 0. Умова м’якої посад­
ки -  одночасне виконання нерівностей 0 > V > -1  і к < 0.

и -  швидкість витікання реактивного струменя; величина стала 
згідно п. 4 технічних умов.

И, -  миттєве значення висоти над поверхнею Місяця, причому 
к = И0 при і = 0.

Решту позначень будемо вводити в міру необхідності.

10.2.2. Аналіз умови й обговорення плану роботи
1. Рух, що його ми збираємось дослідити, з фізичної точки зору 

являє собою неперервний у часі й просторі процес. Дійсно, тут 
неперервно відбуваються зміни значень всіх динамічних і кінематич­
них характеристик рухомого об’єкта: маси, рівнодійної всіх діючих 
сил, прискорення, швидкості, імпульсу, координати тощо. Згадаємо, 
що математичні моделі, створені для опрацювання за допомогою 
комп’ютера (комп’ютерні математичні моделі), повинні бути дискре­
тними, оскільки сам комп’ютер є дискретним пристроєм, тобто 
виконує операції за окремими кроками. Тому при комп’ютерному 
опрацюванні неперервних аналітичних моделей завжди існує потреба 
в уведенні до моделі елементів дискретизації.

Ця потреба реалізується на основі чисельних методів шляхом 
переходу від неперервної математичної моделі до рівнянь, записаних 
у формі скінчених різниць. З попереднього досвіду ви вже знаєте, що 
для дискретизації неперервного в часі процесу, яким, зокрема, є 
механічний рух, весь час руху розбивають на окремі достатньо малі 
інтервали А і. При цьому вважають, що протягом такого інтервалу 
характеристики руху (значення відповідних змінних) залишаються 
постійними, а їхні зміни відбуваються миттєво (стрибкоподібно) в 
моменти часу, що відповідають кінцю або середині кожного такого 
інтервалу. Ці моменти, а також тривалість проміжків А( обирає 
дослідник. При послідовному зменшенні А( результати, одержані на 
дискретній моделі, наближаються до результатів, що їх дає аналітич­
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не розв’язування за неперервною моделлю, якщо воно існує і відоме.
З метою спрощення подальших міркувань приймемо такі при­

пущення.
Припущення 1. Протягом проміжку часу АІ аж до його останньої 

миті повна маса модуля т + М  і його швидкість V залишаються 
незмінними. В останній момент миттєво спалюється пальне масою г 
і це приводить до одночасної зміни значень згаданих характеристик. 
Ці нові значення стають початковими для наступного інтервалу А(, 
адже, як уже багаторазово зазначалося, кінець даного інтервалу є 
початком наступного.

Розглянемо окремі елементарні моделі, при об’єднанні яких буде 
побудована загальна математична модель м’якої посадки модуля. В 
основу побудови покладемо рис. 10.1.

V

тяж

и
Рис. 10.1

1. Модель вигоряння пального.
лі, = т,_д/-  г,_д,, (1)

де 0 < г, < гтах;
т, -  маса пального в момент 1\
т,_д, -  маса пального в момент (/-А(), тобто на попередньому 

проміжку А?;
г,_д, -  витрата пального на проміжку, що був на АІ раніше за 

момент часу і, або маса пального, що згоріло за попередній проміжок 
часу А І.

2. Модель гравітаційного притягання Місяця.
(2)

де £=1,62 м/с2 -  прискорення сили тяжіння поблизу поверхні Місяця. 
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3. Модель реактивної сили тяги.
Реактивна сила тяги Рреакт, що діє на модуль, дорівнює швидко­

сті зміни імпульсу модуля:
((М + ^1+А/ ) /̂+А/ )-{{М  + т , ) у , )  А {{М + т) у )

реакт А і А і
Згідно закону збереження імпульсу для замкнутої системи 

“модуль -  реактивна струмина” зміна імпульсу модуля за абсолют­
ною величиною дорівнює зміні імпульсу струмини:

А((М  + т)-и)=Ат ■ и -  г,_д, и , 
де Ат = т,-д, -  т, =  гьД/ -  маса струмини, що витікає за проміжок ча­
су АІ згідно (1).

Таким чином,

р  =  г ' - * ' и  .  ( 3 )

А/
4. Модель руху модуля.
Внаслідок відсутності на Місяці атмосфери силу опору рухові з 

боку середовища можна не включати до розгляду. Тому на активній 
ділянці спуску, коли працюють тільки двигуни м’якої посадки, на 
модуль діють тільки дві сили: сила гравітаційного притягання Місяця 
Ртяж і протилежно напрямлена реактивна сила ТЯ ГИ  Рреакт■ За другим 
законом Ньютона рівнодійна цих сил надає модулеві прискорення:

Р  —Р  = ( т , + М ) а ,тяж реакт \  І /  *

де а = а , -  прискорення апарату, яке змінюється з часом.
Підставляючи (2) і (3) в останній вираз, будемо мати:

(4)
Оскільки розглядається рух тіла змінної маси, то прискорення 

виявляється складною функцією часу.
Припущення 2. Приймемо наближено, що прискорення а(і) 

залишається сталим на кожному малому інтервалі А І, тобто рух 
апарату на кожному часовому інтервалі є рівноприскореним. Тоді 
миттєва швидкість модуля V, наприкінці інтервалу може бути визна­
чена з виразу

V, =  +  а,А(. (5 )
Висота її, над поверхнею Місяця може бути задана виразом

а - А і 2



Система рівнянь (1), (4), (5), (6) являє собою математичну мо­
дель м 'якої посадки на Місяць.

Суттєвого спрощення подальшої роботи можна досягти, прийн­
явши тривалість інтервалу АІ рівною одиниці часу: А/ = 1. Проте 
платнею за таке спрощення стане погіршення точності результатів. 
На якісному рівні, однак, модель залишатиметься задовільною. З 
урахуванням сказаного запишемо систему:

т, =т,_1 -г,_х 

и г >- \

а ' = ------ Г7- £т , + М

V, =У,-і +а,

Уі, -  Ь,-\ + у ( - і  +~^

Цю систему рівнянь відносно т„ а„ V,, И, будемо розв’язувати 
методом послідовних підстановок. Суть методу полягає в такому. 
Нехай обрано деяке припустиме управління апаратом, тобто є зада­
ною послідовність значень г0, ги ..., г„ така, що г0 + г г + ... + г, < т0. 
При і = 0 нам уже відомі значення т0, а0, у0, И0 і, отже, можна обчис­
лити значення правих частин у рівняннях системи (7), тобто знайти 
ті, аь Уі, И\. У свою чергу, їх можна використати для обчислення 
значень ті, а2, гь, И2 і т.д.

Послідовність значень г стане відомою лише після того, як ми 
відшукаємо її під час роботи з моделлю, тобто під час “гри”.

Процес обчислень має тривати до моменту виконання умови 
й< +і < 0, тобто досягнення поверхні. Якщо при цьому одночасно 
виявиться, що -1<  іл+і < 0, то посадку будемо вважати м’якою. 

Вправа
1. Поясніть, чому досягнення поверхні ми описуємо умовою 

Н < 0, а не більш жорсткою И = 0?
2. Поясніть необхідність подвійної нерівності в умові для кінце­

вої швидкості м’якої посадки.
Система рівнянь (7) є рекурентною. Алгоритм її розв’язування 

передбачає виконання однотипних обчислень при і = 0, І = 1, ... . 
Зрозуміло, що з подібною одноманітною роботою комп’ютер вправ- 
ляється краще за людину. При математичному моделюванні реаль­
них процесів і явищ на сучасних ЕОМ доводиться розв’язувати 
системи численних рекурентних рівнянь з багатьма невідомими.
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1. Створимо електронну таблицю, перший рядок якої заповнимо 
іменами стовпців, стовпець О {“Дано: ”) -  іменами змінних, стовпець 
Н -  їх початковими значеннями, а комірки А2 -  Р2 (для моменту часу 
і = 0) -  посиланнями на відповідні комірки стовпця Н (рис. 10.2):

10.3. Обчислювальний експеримент

А В С 0 Е р <3 Н
1 т а V ь г Дано:
і 0 100 -1,62 0,00 10,00 0 М0, кг = 100

■з Я, м/с2 = 1,62
4 у0, м/с = 0
5 и, м/с = 200
6 М, кг = 1000
7 И0, м = 10
8 Гтах, КГ = 10

Рис. 10.2
2. Заповнимо третій рядок необхідними формулами.

комірки формули / числа
АЗ =А2+1
ВЗ =В2-Р2
с з =$Н$5*Р2/(ВЗ+$Н$6)-$Н$3
БЗ =Б2+С3
ЕЗ =Е2+Б2+СЗ/2

РЗ, Р4,... Заповнюються з клавіатури
3. Скопіюємо формули третього рядка у наступні рядки. Таблиця

А В 1 С ЇЗ -Е' Р О Г~н
1 1 т а V И г Дано:
2 0 100 -1,62 0,00 10,00 0 то, кг= 100
3 і 100 -1,62 -1,62 8,38 £, м/с2= 1,62
4 2 100 -1,62 -3,24 5,14 Уо, м/с = 0
5 3 100 -1,62 -4,86 0,28 и, м/с= 200
;©: 4 100 -1,62 -6,48 -6,20 М, кг= 1000

К, м= 10
Утахі КГ 10

Рис. 10.3
З таблиці видно таке: коли не працюють двигуни м’якої посадки 

(г=  0), модуль вільно падає, і вже наприкінці четвертої секунди 
досягає поверхні в аварійному режимі (Н = -6,2 м, V  = -6,48 м/с). 
Наступні значення величин швидкості (після 1)6) і висоти (після Е6)
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являють собою результати обчислень за введеними формулами і в 
даному випадку не відображують реальний процес.

4. Будемо послідовно заповнювати комірки стовпця Р довільни­
ми значеннями змінної г -  витрати пального за однакові проміжки 
часу Аі = 1 с.

5. Після заповнення кожної чергової комірки спостерігаємо за 
значеннями у комірках наступного рядка для стовпців О (швидкість) 
та Е (висота).

6. З’ясовуємо, чи не відбулася м’яка посадка.
Якщо при деякому черговому значенні г одночасно виконувати­

муться умови И < 0 і -1 < V < 0, то задачу вважаємо розв’язаною і 
припиняємо обчислювальний експеримент.

Запитання. Поясніть, чому значення інтервалу Аі = 1 суттєво 
спрощує роботу з моделлю?

Виявляється, що “здійснити” м’яку посадку -  зовсім не проста 
справа. Вона ще більше ускладнюється, коли додається умова 
зекономити при цьому якомога більше пального.

Вправи
1. Спробуйте “здійснити” економну м’яку посадку при початко­

вій масі пального 100 кг.
2. На рис. З подано одне з можливих удалих управлінь (послідо­

вність значень витрати пального г) для т0 -  100 кг; дане управління 
забезпечує економію 44 кг пального.____________________________

І 0 1 2 3 4 5 6 7
г 0 6 10 10 10 10 10

V 0 -1,62 -2,14 -1,92 -1,68 -1,42 -1,14 -0,84
И 10 9,19 7,31 5,28 3,48 1,93 0,66 -0,33

Рис. 10.4
3. Перевірте експериментально запропонований на рис. 10.4 

режим управління посадкою.
4. Не виконуючи експерименту, скажіть, чи виявиться посадка за 

рис. 10.4 м’якою, якщо початкову масу пального взяти не 100 кг, а з 
урахуванням економії 100 -  44 = 56 кг? Свою відповідь обґрунтуйте.

5. Тепер виконайте перевірку на моделі. Якщо результат переві­
рки не співпаде з очікуваним, поверніться до попереднього п. 4.

10.4. Поліпшення інтерфейсу користувача
Створена таблиця має чимало суттєвих вад.
І . Насамперед, у ній відсутня інформація про результат процесу 

посадки після введення кожного чергового значення витрати г. Цю
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інформацію ми поки що вимушені отримувати шляхом безпосеред­
нього перегляду значень швидкості й висоти та порівнянням їх з 
умовами м’якої посадки. З метою автоматизації цієї справи виконає­
мо таке:

-  після стовпця Р створимо новий стовпець, який одержить ім’я
О, а стовпець “Дано:” і наступний -  відповідно Н, І;

-  у комірці СІ запишемо “Процес”;
-  залишаючи комірку 0 2  пустою, уведемо до комірки СЗ 

формулу
=ЕСЛИ(И(ОЗ>=-1;ВЗ<=0;ЕЗ<=0);"С)к!";ЕСЛИ(И(ВЗ<-1;ЕЗ<0);" Аварія";"")), 
яку скопіюємо у комірки (04-012).

Завдання. Прокоментуйте запропоновану формулу.

2. Згідно умови в моделі існує обмеження 0 < г, < гтах, яке поки 
що не враховане. Реалізуємо його шляхом уведення до комірки Н9 
такої формули:
=ЕСЛИ(ИЛИ(РЗ>$І$8;Р4>$І$8;В5>$І$8;Р6>$І$8;Р7>$І$8;Р8>$І$8; Р9>$1$8;

Р10>$І$8;Р11>$І$8;Р12>$І$8);"Дивись 18 !";"").
Тепер при введенні до будь-якої з комірок ВЗ-ВІЗ значень, що 

перебільшують вміст комірки 18 (обмеження на г), у Н9 матимемо 
повідомлення “Дивись 18 !”. У випадку допустимих значень змінної г 
комірка Н9 буде порожньою.

Вправа. Доопрацюйте наведену формулу так, щоб у ній додат­
ково враховувалася ще й умова г > 0.

3. Оскільки початковий запас пального т0 для двигунів м’якої 
посадки є обмеженим (комірка 12), то бажано також виводити на ек­
ран повідомлення про закінчення пального. Такс повідомлення мож­
на здійснити, наприклад, у комірці Н10 за допомогою формули

=ЕСЛИ(СУММ(Р2:Р 12)>=$І$2;"3АКІНЧИЛОСЯ ПАЛЬНЕ !";"").
Вправа
1. Виконайте в попередній таблиці всі зміни, описані в пп. 1-3.
2. Уведіть початкову масу пального т0 = 70 кг.
3. Починайте обчислювальний експеримент, дотримуючись

поданої нижче схеми управління витратою пального

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

г 0 6 9 9 10 10 10 8 6

Ваша таблиця набуває дуже цікавого вигляду (рис. 10.5).
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А В с Ь Є Р О Н — -— О К
1 1 т а V И г Процес Дано:
2 0 70 -1,62 0,00 10,00 0 т 0= 70
3 1 70 -1,62 -1,62 9,19 8 Кміс 1,62
4 2 62 -0,11 -1,73 7,51 9 1%= 0
5 3 53 0,09 -1,64 5,82 9 # = 200
6 4 44 0,10 -1,54 4,23 10 м = 1000

5 34 0,31 -1,23 2,85 10 Ло= 10
8 6 24 0,33 -0,89 1,79 10 *'таї 10
9 7 14 0,35 -0,54 1,07 8
10 8 6 -0,03 -0,57 0,52 6 Закінчилося пальне !
11 9 0 -0,42 -0,99 -0,26 Ок!

Рис. 10.5
Тут видно, що при т0 = 70 кг і управліннях г = 0, 8, 9, 9, 10, 10, 

10, 8, 6 пальне закінчується в останній момент вдалої посадки.
Вправи
1. Запропонуйте інші можливі варіанти такої перевірки.
2. Перевірте нові можливості таблиці шляхом тестування за 

пп.1-3.
3. Доцільним доповненням до інтерфейсу користувача є графіч­

не відображення залежностей змінних величин від часу. Як відомо, 
така задача легко реалізується засобами електронних таблиць. На 
рис. 10.6 маємо графіки залежності від часу основних характеристик 
процесу у відповідності до рис. 10.5.

Рис. 10.6
4. В даній моделі за домовленістю зміна значень всіх характери­

стик руху відбувається наприкінці кожного інтервалу А/.
Побудуйте модель, у якій ці характеристики змінюватимуться в 

середині інтервалу Аі.
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5. Проведіть серед бажаючих змагання за критерієм “витрата 
пального х час посадки”. Перемагає гравець, в якого цей критерій 
виявиться найменшим.

Висновки
1. Головна мета моделювання в даній задачі-грі полягає у відшу­

канні оптимального управління м’якою посадкою спускного модуля 
космічної станції. На рівні гри цієї мети досягнуто. Рис. 10.6, на 
якому показана динаміка зміни всіх характеристик руху, можна 
розглядати як компактний підсумок виконаної роботи. Достатньо у 
“бортовий комп’ютер” увести програму управління режимом роботи 
гальмівних двигунів згідно з експериментально знайденою залежніс­
тю г = г(ґ), і процес посадки буде автоматизовано. Отже наступна гра 
з тими самими даними закінчиться успішно.

2. Розглянута модель є прикладом постановки задачі оптимізації 
управління. Пошук оптимального управління здійснювався тут 
людиною-гравцем методом багаторазових спроб та помилок. Сього­
дні такі задачі розв’язуються на основі спеціальних математичних 
методів, які забезпечують автоматизований пошук оптимальної стра­
тегії. їх вивчає комплексна математична дисципліна, що має назву 
“Дослідження операцій”. Деякі з цих методів мають досить прості і 
надійні комп’ютерні реалізації. У наступному розділі ми познайоми­
мося з прикладом автоматизованого розв’язування задачі оптималь­
ного управління на виробництві.
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Розділ 5. Імітаційне моделювання
Сьогодні існує два головних напрями використання ЕОМ. 

У межах першого дослідник намагається якомога далі просунутись у 
розв’язанні задачі ще до використання ЕОМ, і перед тим, як зверну­
тись до комп’ютера, він уже уявляє собі основні закономірності 
виучуваного явища (наприклад, у вигляді системи рівнянь, нерівнос- 
тей-обмежень, логічних виразів тощо), а машина стає при нагоді 
лише як ефективний обчислювальний інструмент.

Проте поява ЕОМ і практика їх використання привели до цікаво­
го і принципово важливого феномену: витвір людського розуму — 
комп’ютер -  почав здійснювати зворотний вплив на стиль мислення 
людини. Цей факт виявився віддзеркаленням більш загальної зако­
номірності: інструменти, які люди створюють для своїх цілей, впли­
вають своїм устроєм і обмеженнями на формування людських 
уявлень про світ. Інструмент створюється для вирішення конкретної 
проблеми, але в міру застосування і вдосконалення інструмент підка­
зує інші способи його використання.

Зокрема, в моделюванні це проявилося появою нового напряму, 
суть якого визначається двома ознаками. По-перше, дослідник бере 
до розгляду тільки основні закономірності тієї галузі знань, у якій він 
працює. По-друге, цей підхід заздалегідь передбачає наявність 
комп’ютера як основного інструмента-партнера для створення 
моделі і подальшої роботи з нею. Згодом такий підхід одержав навіть 
спеціальну назву — імітаційне моделювання.

Слово “імітація” походить від латинського ітііаііо і означає 
наслідування когось чи чогось (рос. — подражание). У моделюванні 
цим терміном позначають відтворення всіх або частини функцій та 
властивостей реального об’єкту за допомогою моделі. У англомов­
них країнах або у тих, що перейняли їхню термінологію, застосову­
ють інший термін зітиіаііоп -  симуляція. Тут можна пригадати відо­
мого героя Я. Гашека -  бравого солдата Швейка, який дуже майстер­
но імітував (симулював) божевілля.

Імітаційне комп’ютерне моделювання -  це штучний експери­
мент на екрані дисплея, при якому з метою зрозуміти поведінку 
системи або порівняти різні стратегії управління нею замість 

натурних випробувань на реальній складній системі експерименту­
ють з її комп ’ютерною моделлю.

Строго кажучи, будь-яка комп’ютерна модель є імітаційною, але
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цей термін закріпився за моделями складних систем, коли внутрішні 
закони досліджуваних явищ невідомі або визначаються випадковими 
чинниками.

Результат еволюції таких систем можливо змоделювати лише 
шляхом прямої покрокової імітації, оскільки не існує жодного спосо­
бу передбачити наслідки дії численних випадкових факторів. Треба 
просто вести обчислювальний експеримент і чекати до тих пір, коли 
еволюція відбудеться. Для дослідження складних природних, еконо­
мічних, виробничих систем сьогодні відомі лише два способи:
1) натурний експеримент, який може виявитись занадто коштовним, 
небезпечним, шкідливим чи нездійсненним і 2) обчислювальний 
експеримент з математичною моделлю досліджуваної системи.
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Глава 11. Моделювання за допомогою 
випадкових чисел

11.1. Дет ерміновані й ст охаст ичні моделі
Усі без винятку попередні моделі мають одну спільну особли­

вість -  хід процесів у них визначається строгими й чіткими законо­
мірностями, тобто між значеннями характеристик об’єкту чи деякої 
системи об’єктів у певний момент часу і значеннями цих характерис­
тик у будь-який наступний (або попередній) момент існував строгий 
однозначний зв’язок. Цей зв’язок встановлювався математичним 
записом закономірностей у вигляді точних формул. Явища, що 
описуються такими величинами, мають назву детермінованих (від 
латинського сіеіегтіпо -  визначаю), таку ж назву мають і відповідні 
моделі.

Однак, окрім детермінованих об’єктів (процесів, явищ) у приро­
ді й суспільстві існують і такі, що для них неможливо за допомогою 
точних формул врахувати численні й різноманітні впливи випадко­
вих факторів, наприклад, майже всі виробничі процеси, а також 
об’єкти, характеристики яких за своєю природою можуть набувати 
лише випадкових значень. Наприклад, денна кількість пасажирів на 
різних видах транспорту, тривалість проміжків часу між ремонтами 
техніки, ряд властивості об’єктів мікросвіту, зміни в часі симпатій 
виборців тощо. Величини з наведених прикладів називають випадко­
вими або стохастичними. Цю ж назву стохастичні” -  мають і ма­
тематичні моделі, що містять такі величини.

Якщо в детермінованих явищах багаторазово відтворювати ті 
самі початкові умови, то обов’язково відтворюватимуться ті самі 
результати. У випадку стохастичних величин результати кожного 
разу будуть новими. За потреби тут часто вдаються до усереднення 
результатів.

11.2. Метод Монте-Карло
Існують різні підходи до моделювання систем, що містять стоха­

стичні характеристики, але найбільш поширеним є метод випадкової 
вибірки, відомий ще під назвою методу Монте-Карло. Створення 
цього методу пов’язане з роботою видатного американського мате­
матика, одного із засновників кібернетики Джона фон Неймана, 
котрий наприкінці 40-х років увів цей термін при розв’язуванні 
проблеми екранування (захисту) від ядерних випромінювань.
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Назва методу походить від назви столиці князівства Монако, 
відомої у всьому світі своїми гральними домами, де значне місце 
посідає рулетка. Якщо рулетка гарно збалансована, кулька (або 
стрілка-покажчик) може зупинитись у любому положенні, тому 
ймовірність одержання будь-якого числа однакова для всіх чисел на 
барабані.

Поглянемо на рулетку з позиції дослідника. Уявімо, що на диску 
містяться цілі числа з деякого інтервалу, наприклад, [0, 9]. Після 
кожного випробування будемо в прямокутній системі координат на 
вісі ординат відкладати ці числа, а на вісі абсцис -  відповідно поряд­
кові номери їхньої появи. Тоді за достатньо великої кількості випро­
бувань ми одержимо множину точок, майже рівномірно розподіле­
них на координатній площині.

Інший метод одержання рівномірно розподілених випадкових 
чисел -  використання лототрону.

За необхідності одержати т-розрядні числа можна було б т 
разів підряд пустити рулетку або вилучити з лототрону підряд т куль 
(зрозуміло, повертаючи їх знов після кожного випробування до лото­
трону). Рівномірний розподіл випадкових чисел -  це ідеалізоване 
математичне поняття і фактично не зустрічається на практиці.

В дійсності немає потреби багаторазово обертати рулетку або 
барабан лототрону, оскільки випадкові числа давно визначені і 
зведені до спеціальних таблиць. Фрагмент такої таблиці для т = 4 
наведений нижче.

3513 6976 9847 1722 3874 6793 5587 4268 7740 2544
1247 4679 1275 7556 5297 2883 0882 4311 2741 2020
6904 7243 1157 9490 1043 2749 7881 3774 3275 6238
5675 2501 7238 0945 7257 0283 3170 7628 7272. 3355

Таблиця чотиризначних (т = 4) випадкових чисел.
Коли випадкові числа добирають з таблиці, то не обов’язково 

починати із самого першого числа: до таблиці можна входити з 
будь-якого місця. Однак надалі треба використовувати певну регуля­
рність. Наприклад, брати числа підряд уздовж рядків, зміщуючись 
весь час праворуч чи ліворуч, або вздовж стовпців (вгору чи вниз), 
нічого не пропускаючи, тобто не можна надавати перевагу “гарним” 
числам і пропускати “незручні”, наприклад, дуже малі.

У природних і виробничих умовах, у суспільних і багатьох 
інших явищах спостерігаються розподіли нерівномірні. Такими є 
розподіли, характерні для коливань купівельного попиту, для
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величини врожаю у різні роки, для виробничих похибок та похибок 
вимірювань, для рівня перешкод при передаванні інформації тощо. 
Відомі й інші види нерівномірних розподілів випадкових величин. 
Всі їх вивчає окрема теорія -  математична статистика.

При моделюванні випадкових величин їх розподіл визначають 
одним із двох способів:

1) за певним теоретичним законом методами математичної 
статистики;

2) на основі даних, отриманих за результатами спеціально 
поставленого натурного експерименту, і саме цей спосіб ми далі 
використаємо.

Для роботи ЕОМ з випадковими числами спочатку були здійс­
нені спроби вводити ці числа до машини ззовні. Вводили у пам’ять 
готові таблиці, будували прилади на основі випадкових фізичних 
процесів (наприклад, радіоактивного розпаду або підрахунку кілько­
сті електронів, що вилітають за деякий фіксований проміжок часу з 
гарячого катоду), і одержані на цих приладах числа також вводили у 
пам’ять. Однак і те, й інше працювало однаково погано: таблиця 
випадкових чисел в ЕОМ швидко вичерпувалася, а випадкове фізич­
не явище взагалі не можна відтворити з тією самою послідовністю 
чисел для перевірки розрахунків.

Саме в цій ситуації Джон фон Нейман придумав алгоритм гене­
рування (створення) чисел, дуже схожих на випадкові і рівномірно 
розподілених у інтервалі [0, 1]. Ці числа ще називають псевдовипад- 
ковими (нібито, майже випадковими), оскільки їхня послідовність є, 
нажаль, періодичною. Кількість чисел у періоді намагаються збіль­
шувати шляхом удосконалення алгоритму їх утворення. У сучасних 
мовах програмування такі алгоритми реалізують у спеціальних стан­
дартних функціях. Так, відома функція ІШО (X) генерує рівномірно 
розподілену в інтервалі [0, 1] послідовність псевдовипадкових чисел. 
Назва функції походить від англійського гапсіот -  випадковий. 
В електронних таблицях також є відповідна функція.

Ідея методу Монте-Карло полягає в тому, що при побудові 
стохастичних моделей деякі суттєві параметри моделі визначають за 
допомогою випадкових чисел. Основна проблема тут зводиться до 
пошуку зручного та надійного джерела (генератора) таких чисел.

У безмашинному варіанті ці числа, як зазначалося вище, беруть 
зі спеціальних таблиць, а за наявності комп’ютера користуються 
стандартним генератором псевдовипадкових чисел.
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Розглянемо деякі прості приклади моделювання з використан­
ням випадкових чисел.

11.3. Моделювання броунівського руху  
(найпростіша модель)

Пригадаємо, що броунівським рухом називають невпорядкова- 
ний рух дрібних частинок, завислих у рідині чи газі, під впливом 
ударів молекул навколишнього середовища. Вперше це явище 
спостерігав у мікроскоп англійський ботанік Роберт Броун у 1827 р., 
розглядаючи рух частинок квіткового пилку, завислих у краплі воді.

Як згодом було встановлено, причиною руху броунівської 
частинки є тепловий рух молекул середовища і відсутність точної 
просторової компенсації ударів, що їх зазнає частинка з боку оточу­
ючих її молекул. Ці некомпенсовані удари, будучи безладними, 
приводять і частинку у невпорядкований рух: швидкість її весь час 
різко змінюється і за величиною, і за напрямком. Якщо фіксувати 
положення довільної частинки через невеликі однакові проміжки 
часу, то побудована у такий спосіб траєкторія виявляється надзви­
чайно складною й заплутаною ламаною лінією. На рис. 11.1 показані 
фотографії рухів трьох броунівських частинок радіусом 0,52 мкм у 
воді. Точками відмічені положення частинок через кожні 30 с. 
Відстань між поділками сітки 3,4 мкм.

У другій половині XIX ст. броунівський рух виявився найбільш 
переконливим експериментальним підтвердженням основних поло-
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жень молекулярно-кінетичної теорії (про хаотичний тепловий рух 
атомів і молекул речовини): хоч молекули в оптичний мікроскоп 
безпосередньо і не видні, та рух броунівських частинок опосередко­
вано свідчить про рух молекул. Повну теорію броунівського руху 
дали в 1905 -  1906 рр. Альберт Ейнштейн і Маріан Смолуховський.

Поставимо за мету моделювання ламаної траєкторії руху броу- 
нівської частинки.

11.3.1. Комп’ютерна модель броунівського руху
Оскільки координати х  та у  такої частинки у будь-який довіль­

ний момент часу заздалегідь передбачити неможливо, то моделювати 
їх будемо парами випадкових чисел, які в середовищі електронних 
таблиць в інтервалі [0; 1] продукує функція СЛЧИС( ). Приймемо до 
уваги, що всі напрямки руху однаково ймовірні. Саме тому такий рух 
називають випадковим блуканням. Для того, щоб координати могли 
набувати як додатних значень, так і від’ємних, випадкові числа 
мають змінюватись від -1 до +1. Такі числа даватиме функція 
2*СЛЧИС( ) -  1 {доведіть!).

Нову координату хі+і частинки будемо знаходити, додаючи до її 
попередньої координати х, випадкове число з інтервалу [-1; 1]: 

х,+1 =х, + (2*С Л Ч И С ()- 1).
Значення проекцій окремих послідовних переміщень 5Х, отри­

маємо як різниці між поточними і попередніми координатами части­
нки: 5х = Хі -  х{.ь Зу = у і - у і- 1- Ці значення, як і координати х, у  будемо 
зберігати. Крім того, будемо зберігати модулі проекцій переміщення
|5*|, |5у| І модуль вектора переміщення І̂ І = ^$1 + 5* .

11.3.2. Обговорення алгоритму роботи з моделлю
1. Створити таблицю за таким зразком

А .ІГН с О Е р 0
1 X .V •5* N КІ и
2 гг*

2. У першому рядку помістити імена змінних:
-  х, у  -  координати частинки (випадкові числа);
-  5*, зу -  проекції переміщення 5 на координатні осі х, у;
-  1-5*1, |^ | -  модулі проекцій переміщення на ці осі;
-  |5| -  модуль вектора переміщення;
-  для зручності початкові координати частинки прийняти
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рівними нулю: х0 = 0, у 0 = 0;
Вміст комірок має бути наступним:

комірки формули / числа
А2 =0
АЗ =А2+(2*СЛЧИС()-1)
В2 =0
ВЗ =В2+(2*СЛЧИС()-1)
С2 пуста
СЗ =АЗ-А2
03 =АВ8(СЗ)

3. Комірки ЕЗ, РЗ і СЗ заповнити самостійно.
4. Третій рядок копіювати в наступні 100 рядків, тобто до рядка

з номером 102.
5. Побудувати траєкторію руху частинки, тобто графік залежно­

сті координати у  від координати х.

11.3.3. Обчислювальний експеримент
А В С Б Е Р О

І X У я* •Ту І-УхІ .Ш
2 0,00 0,00
3 0,20 -0,03 0,20 -0,03 0,20 0,03 0,21
4 0,27 -0,05 0,07 -0,02 0,07 0,02 0,07
5 0,16 -0,46 -0,12 -0,41 0,12 0,41 0,43

10

8

6

4

-ИУ ) 5 10
-2

Рис. 11.2
Натискання на клавішу Р9 приводить до перерахунку за новими
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даними (новими випадковими числами). Відповідно до цього зміню­
ється вигляд траєкторії руху броунівської частинки. Отримувані у 
такий спосіб картинки будуть нагадувати сюжети з рис. 11.1.

11.3.4. Статистичний аналіз результатів експерименту
Здавалося б, гарна модель, і дає вона правдоподібні результати. 

Проте це тільки на перший погляд. Результати за моделлю не узго­
джуються з тими, що спостерігаються в реальних (натурних) експе­
риментах. Про яке ж неспівпадіння йдеться?

Кожен стовпець нашої таблиці мітить випадкові числа, але не всі 
вони є зручними для дослідження. Так, значення координат х  та у  
лежать в широкому діапазоні і помітно виходять за межі інтервалу 
від -1 до +1, що якраз і не є зручним. Зручнішими для аналізу є 
значення проекцій переміщення на осі координат хх, або $у, які всі 
потрапляють у зазначений інтервал. Не менш зручними виявляються 
модулі цих проекцій 1̂ 1 і |лу|, адже вони розташовані в іще більш 
вузькому інтервалі від 0 до +1.

То ж виконаємо нескладне статистичне дослідження отрима­
них послідовностей випадкових чисел, якими для визначеності нехай 
будуть значення |5*| зі стовпця Е. В результаті моделювання у всіх 
стовпцях таблиці, а отже, й у стовпці Е з’являється невпорядкована 
купа числового матеріалу, що потребує систематизації.

1. Насамперед виконаємо першу і обов’язкову процедуру стати­
стичної обробки даних -  їхнє групування, тобто розчленування на 
групи за певною ознакою. До першої групи включимо всі числа, 
менші за 0,1 (числа з інтервалу від 0 до 0,1); до другої -  ті, значення 
яких знаходяться в інтервалі від 0,1 до 0,2, до третьої -  числа з інтер­
валу 0,2 -  0,3 і т.д. -  усього 10 груп.

2. Далі підрахуємо кількість чисел (елементів) у кожній із цих 
десяти груп.

Для виконання такого завдання скористаємось функцією, яка в 
середовищі електронних таблиць у заданому діапазоні комірок під­
раховує кількість непустих комірок, вміст яких задовольняє заданій 
умові. Такою є функція СЧЕТЕСЛИ(с)/аяшон; "умова"). Тут діапазо­
ном є адреси комірок, у яких розташовані випадкові числа, що їх ми 
маємо розбити на групи. Умова може бути задана, зокрема, за допо­
могою відношень “дорівнює” (=), “більше” (>), “менше” (<), “не 
більше” (<=), “не менше” (>=). Слід, однак, мати на увазі, що умова 
не може бути складеною, наприклад, не може бути “>5 і <10”, вона 
має бути тільки простою.
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Саме тому для підрахунку кількості елементів, які належать 
інтервалу від 0,1 до 0,2 виявляється неможливим створити, напри­
клад, конструкцію СЧЕТЕСЛИ(АДРЕСА 1:АДРЕСА2;“>0,1 ;<0,2”), 
а проблему вирішує конструкція

СЧЕТЕСЛИ(АДРЕСА 1: АДРЕСА2;“<0,2”) -
-  СЧЕТЕСЛИ( АДРЕСА 1: АДРЕСА2;“<0,1 ”).

Останню формулу ілюструє рисунок

5<0,2

е *<ол з 0,1 <$<0,2

0 0,1 0,2

2.2. Створимо ще одну таблицю (рис. 11.3)
і К 1. М

1 Інтер вали Середина Кількість в інтервалі
2 ВІД 5> = ДО 8< інтервалу абсолютна Відносна
3 0,0 0,1 0,05 11 0,110
4 0,1 0,2 0,15 13 0,130
V*»

Рис. 11.3
У стовпцях І та І показані границі інтервалів для кожної з десяти 

груп (дані у цих стовпцях уведені з клавіатури), стовпець К містить 
середини відповідних інтервалів, проте найбільш цікава й важлива 
інформація міститься у стовпцях Ь і М.

Вміст комірок у цих стовпцях наступний:
комірки формули / числа Примітки

КЗ =(ІЗ+ІЗ)/2
ЬЗ =СЧЕТЕСЛИ(ЕЗ:Е 102 ;"<=0,1")
ІА =СЧЕТЕСЛИ(ЕЗ: Е102; "<0,2”>- 

СЧЕТЕСЛЩЕЗ :Е 102;"<=0,1")
Копіювати в решту комірок 
стовпця Ь з наступним ре­
дагуванням

МЗ =100/С3 Копіювати в решту комірок 
стовпця М з наступним 
редагуванням

Експериментування тут зводиться знов до натискання на клаві­
шу Р9, внаслідок чого змінюється вміст усіх комірок обох таблиць, 
зокрема, і комірок у стовпцях Ь і М останньої таблиці.

3. Уміст стовпця Ь, нажаль, не дозволяє зробити ніяких виснов­
ків про яку-небудь певну закономірність у розподілі випадкових
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величин у групах. Той самий результат при бажанні можна побачити
і на гістограмі, побудованій за даними стовпця Ь.

Тут зауважимо, що математична статистика вивчає численні 
сукупності елементів, і чим більше елементів містить сукупність, 
тим більш надійними й адекватними виявляються результати ста­
тистичного дослідження. Саме тому кількість рядків (елементів) у 
всіх стовпцях А -  О попередньої таблиці 11.2 доцільно збільшити, як 
показують досліди, від 100 до хоч би 5000. Як завжди, здійснимо це 
копіюванням формул останнього рядка з номером 102 до рядка з но­
мером 5002. Після кількох натискань на Р9 спостерігаємо таке чи по­
дібне:

..... » і з К Ь | М
1 Інтервали Середина Кількість в інтервалі
2 ВІД 8 > = ДО 8< інтервалу абсолютна відносна
3 0,00 0,10 0,05 535 0,107
4 0,10 0,20 0,15 497 0,099
5 0,20 0,30 0,25 480 0,096
6 0,30 0,40 0,35 519 0,104
7 0,40 0,50 0,45 480 0,096
8 0,50 0,60 0,55 519 0,104
9 0,60 0,70 0,65 522 0,104
10 0,70 0,80 0,75 470 0,094
11 0,80 0,90 0,85 459 0,092
12 0,90 1,00 0,95 519 0,104

600 т 

500 

400 

300 

200 

100 
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Рис. 11.4
Тепер остання таблиця має поновлений вигляд, і нарешті ця 

таблиця разом з відповідною гістограмою (рис. 11.4) дозволяють 
встановити, що розподіл випадкових чисел за визначеними десятьма
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групами є рівномірним. Таким самим рівномірним є розподіл випад­
кових чисел у всіх решта стовпцях попередньої таблиці (координат, 
проекцій переміщення, модулів цих проекцій тощо).

Отже, маємо зробити висновок, що випадкові числа, які продукує 
комп ’ютер, є рівномірно розподіленими, тобто будь-якому значенню 
випадкової величини відповідає одна й та сама ймовірність появи.

У природі зазвичай усяка мінливість розподіляється нерівномір­
но, і, скоріш за все, не існує фізичних процесів, які б могли бути 
описані за допомогою рівномірного розподілу. На практиці такий 
розподіл використовують здебільшого при імітаційному моделюван­
ні складних систем у якості первісної основи для отримання потріб­
них статистичних моделей.

11.3.5. Приклад природного розподілу
В кабінеті шкільного лікаря зберігаються медичні карти кожного 

школяра, де міститься чимало медичних і фізіологічних покажчиків. 
Серед цих покажчиків розглянемо один -  зріст. Візьмемо навмання 
групу учнів деякого класу, і зріст (у сантиметрах) кожного з ЗО шко­
лярів упишемо до таблиці, але не за абеткою, а заздалегідь впорядку­
вавши.

143 150 155 158 163
144 151 155 160 164
146 152 156 161 166

147 153 156 161 168

148 153 156 161 169

150 155 157 162 171

Рис. 11.5

Виконаємо поділ отриманих даних на групи шириною 5 см: 
перша від 140 до 144 см, друга від 145 до 149 см і т.д.

Примітка. Задавати інтервали рекомендують так, щоб їхня кіль­
кість Іс була не меншою 6 і не більшою 20.

Тепер заповнимо наступну таблицю:
А ...... 1 ...... . с 0 Е

1 Інтер вали Середина Кількість в інтервалі

2 ВІД 8> = ДО з< інтервалу абсолютна відносна

3 140 144 142 2 0,067

4 145 149 147 3 0,100

5 150 154 152 6 0,200

6 155 159 157 8 0,267

7 160 164 162 7 0,233

8 165 169 167 3 0,100

170 174 172 1 0,033

Рис. 11.6.
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Комірки у стовпцях А, В, С таблиці заповнюються з клавіатури 
згідно з даними таблиці за рис. 11.5. Стовпець О можна заповнювати 
або за формулами стовпця ь таблиці з рис. 11.3, або простим підра­
хунком за таблицею на рис. 11.5 завдяки малій кількості елементів у 
ній. Формули у комірках стовпця Е не повинні викликати утруднень.

Будуючи гістограму за даними стовпця Б  таблиці 11.6, отримує­
мо наступний розподіл росту за сьома визначеними групами 
(рис. 11.6 а). Цей природний розподіл докорінно відрізняється від 
рівномірного, він є ближчим до так званого нормального розподілу 
або розподілу Гауса. Такий розподіл є так само ідеалізованим як і 
розглянутий перед цим рівномірний, функція цього розподілу має 
вигляд симетричної дзвіноподібної кривої, що асимптотично набли­
жається до вісі абсцис (рис. 11.66).

8 
7 
6 
5
4 
З
2 
1
0

1 2 3 4 5 6 7

Рис. 11.6а

Рис. 11.66

Зазначимо основні властивості такого розподілу:
— випадкові величини групуються навколо деякого числа і чим 

меншим за абсолютною величиною є відхилення від цього числа, 
тим частіше це число з’являється, тобто малі відхилення більш імо- 
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вірні, аніж великі;
-  однакові за величиною, але протилежні за знаком відхилення 

виникають однаково часто;
-  максимальне значення випадкових відхилень не перебільшує 

деякої величини, яка зветься граничною похибкою.

11.4. Моделювання за допомогою нормально 
розподілених випадкових чисел

11.4.1. Як отримати такий розподіл в середовищі 
електронних таблиць?

Електронні таблиці дозволяють генерувати не тільки рівномірно 
розподілені випадкові числа, але й випадкові числа за деякими інши­
ми найчастіше вживаними розподілами. Зокрема, в Місгозой Ехсеї це 
здійснюється у наступний спосіб.

1. Виконати команду Сервис —► Надстройки.
2. Після появи діалогового вікна Надстройки встановити прапо­

рець послуги Пакет анализа.

Надстройки

|  Доступньїе надстройки:
.............  _  .  .  ;

3  ДпаІу5І5 ТооІРак - УВА 
3 ]  Мастер подстановок 
' ! Мастер суммирования

3 ОК
і ^  

Отмена
Щ П а к е т  анализа Ш І ! и— т---------------------- —
Iі 1 Пересчет в евро
О  Поиск решения
Р~І Помощник по Интернету

О бзор... 

йвтоматизация...

3. Якщо в діалоговому вікні Настройки така послуга відсутня, 
то це означає, що вона не була встановлена при інсталяції і її слід 
встановити. Після повернення до робочого аркушу на екрані не від­
будеться ніяких змін, але в меню Сервис з ’явиться нова команда Ана- 
лиз данньїх.

Щоб встановити параметри випадкових величин, виконаємо 
команду Сервис —* Анализ данньїх. З’явиться діалогове вікно Анализ 
даннях. У списку Инструменти анализа виберіть послугу Генерация 
случайньїх чисел.
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Аналш данньїх
Инструментьі анализа

:Корреляция 
Ковариация
І Описательная статистика 
Зкспоненциальное сглаживание 
Двухвьіборочньїй Р-тест для дисперсии 

іАнализФурье 
■Гистограмма 
і Скользящее среднее
Г ен ер а ц и я  сл у ч а и н ь їх  ч и сел
Ранги персентиль

ОК

Отмена

Оправка

У текстовому полі Число переменньїх уведемо кількість стовп­
ців, що їх ми хочемо заповнити, а в полі Число случайньїх чисел — 
кількість випадкових чисел, що мають розміститися в кожному стов­
пці. Уведемо відповідно числа 2 і 100 (два стовпця по 100 чисел в 
кожному). Далі слід розкрити список Распределецие і вибрати потрі­
бний розподіл (в нашому випадку розподіл має бути нормальним). 
Далі слід перейти до розділу Параметри і ввести значення в поля 
Среднее і Стандартное отклонение. За замовчанням там стоять 
відповідно 0 і 1, їх і залишимо.

Генерация случайньїх чисел

Число переменньїх:

Число случайньїх чисел: 

Распределение:

Параметрьі 

С реднее =

Стандартное отклонение :

& .......................... ' ....: .. ОК

їі 1 0 0 ..........._...................... Отмена

Нормальнеє Справка

і С п у ч д й н л п  п дггр .и вдн и р .:

Отримані у такий спосіб випадкові числа мають нормальний 
розподіл, але на відміну від чисел, що їх продукує функція 
СЛЧИС(), натискання на клавішу Р9 не змінює поточний набір
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випадкових чисел. Щоб отримати новий набір таких чисел, слід знов 
повторити команди Сервис —* Анализ данньїх і всі наступні, а цей 
новий набір з’явиться на новому аркуші даної книги. Таким чином, 
якщо раніше для виконання, скажімо, п’яти варіантів обчислюваль­
ного експерименту треба було п’ять разів натискати на Р9, то тепер з 
цією метою необхідно п’ять разів повторити всю описану вище про­
цедуру.

11.4.2. Картини броунівського руху з нормальним розподі­
лом окремих випадкових переміщень
Отже, створимо два стовпця нормально розподілених випадко­

вих чисел по сто чисел у кожному. Ці числа моделюватимуть пере­
міщення А х  і Ау  броунівської частинки. Координати х , та у  і частинки 
на будь-якому проміжку часу з номером і, як і раніше, знайдемо так: 

хі =  х,_і +  А х; у  і =  у  і.  ] +  А у.
Ці координати розташуємо у двох наступних стовпцях таблиці.

Наведемо можливий варіант заповнення такої таблиці і за дани­
ми стовпців х  і у  побудуємо траєкторію руху частинки, яка є графі­
ком залежності у  = у(х).

А В С 0
1 Ах ДУ X У
2 0 0 0 0
3 1,60072 -1,45557 1,60072 -1,45557
4 0,275593 -0,42472 1,876313 -1,88029
5 -0,29607 -0,36688 1,580239 -2,24717
6 -0,94592 0,70337 0,634317 -1,5438

Рис. 11. 1а
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Повторюючи процедуру отримання нормально розподілених ви­
падкових чисел (переміщень Ах і Ду), у нових таблицях можна так 
само добудувати стовпці С і О для поточних координат х  та у  і вивес­
ти на екран нові траєкторії.

Рис. 11. 76 Рис. 11. їв
Картини на трьох останніх рисунках знов нагадують сюжети з 

рис. 11.1. Візуальне порівняння цих рисунків з рис. 11.2 не виявляє 
суттєвої різниці між ними. Тому можна констатувати, що для ілюст­
рування броунівського руху генерування випадкових чисел за рівно­
мірним або нормальним розподілом не є вирішальним фактором. Але 
оскільки функція для рівномірного розподілу СЛЧИС( ) реалізується 
простіше і здатна до автоматичного перерахунку всього лише одним 
натисканням на клавішу Р9, то їй при бажанні можна було б віддати 
перевагу.

Зауваження. Для того, щоб отримати картинки, подібні до тих, 
що наведені на рисунках 11.2 або 11.7, треба виконувати декілька 
експериментів і чекати, поки не з’явиться придатний (гарний) рису­
нок.

Вправи.
1. У чому полягає ідея методу Монте-Карло?
2. Чи повинні збігатися значення змінних у таблицях цієї глави 

посібника з відповідними даними у таблицях, створених вами?
3. З якою метою використовують рівномірно розподілені випад­

кові числа?
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4. У яких випадках вдаються до використання нормально розпо­
ділених випадкових чисел?

5. Запропонуйте функцію для отримання в електронних табли­
цях однозначних цілих випадкових чисел в інтервалі [-9; 9] за допо­
могою функції СЛЧИС( ).

6. Побудуйте полігон частот і відносних частот для значень зі 
стовпців С і О таблиці 11.6.

Для побудови полігону в прямокутній системі координат на осі 
абсцис у довільно обраному масштабі відкладають значення аргуме­
нту, а на осі ординат також у довільно обраному масштабі -  значення 
частот чи відносних частот. Масштаб обирають такий, щоб була за­
безпечена потрібна наочність, і щоб рисунок мав бажаний розмір. 
Далі в цій системі координат будують точки, координатами яких є 
пари відповідних чисел з варіаційного ряду. Отримані точки послідо­
вно сполучають прямими відрізками.

7. Виконайте статистичне дослідження даних зі стовпця О таб­
лиці 11.6.

Висновки
1. Випадкові числа, які продукує комп’ютер, зокрема в середо­

вищі електронних таблиць за допомогою функції СЛЧИС( ), є рівно­
мірно розподіленими, тобто будь-якому значенню випадкової вели­
чини відповідає одна й та сама ймовірність. На практиці такий роз­
поділ використовують при комп’ютерному моделюванні складних 
систем у якості основи при побудові стохастичних моделей.

2. Побудована нами модель броунівського руху із застосуванням 
рівномірно розподілених випадкових чисел виявилася вдалою тільки 
на перший погляд, тільки на якісному рівні. Адже з опрацювання ре­
зультатів фізичних спостережень та з дослідів добре відомо, що осо­
бливості такого руху характеризуються не рівномірним, а нормаль­
ним законом розподілу. В електронних таблицях також є засоби ге­
нерування нормально розподілених випадкових чисел. До речі, в об­
числювальній математиці відомі формули перетворення рівномірно 
розподілених випадкових чисел на нормально розподілені.

3. В математичній статистиці, окрім розглянутих тут рівномір­
ного і нормального розподілів, відомі й інші не менш важливі.
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Глава 12. Задача дослідження операцій
12.1. Вступ
У найрізноманітніших галузях людської діяльності -  організації 

промислового чи сільськогосподарського виробництва, на транспор­
ті, в освіті, охороні здоров’я, телефонному й поштовому зв’язку, 
торгівлі й громадському харчуванні -  виникають задачі, схожі за 
Постановкою. Вони мають ряд спільних ознак і розв’язуються 
схожими методами. Специфіка цих задач полягає в такому: якщо 
деякий захід (найчастіше організаційний) можна здійснити різними 
способами, то при цьому виникає необхідність у прийнятті рішення, 
який із цих способів слід обрати. Кожний варіант має певні переваги 
й недоліки, а внаслідок складних обставин не зовсім ясно, який з усіх 
можливих (і чому саме він) кращий за інші. Сьогодні з цією метою 
застосовуються математичні підходи, результати яких мають допо­
могти відповідальним особам зробити науково обґрунтований вибір.

Уперше наукові методи обгрунтування рішень були застосовані 
під час другої світової війни. Вони засновувалися на математичних 
розрахунках і показували можливі результати різних варіантів війсь­
кових операцій. Тому всі ці методи отримали назву дослідження 
операцій. їх вивчає спеціальний розділ математики.

Згодом стало зрозуміло, що операції як послідовність цілеспря­
мованих дій, о б ’єднаних спільним задумом і спрямованих на досяг­
нення певної цілі, мають місце не лише у військовій справі, а й у 
багатьох інших галузях людської діяльності.

Прийняття рішення безпосередньо не входить у дослідження 
операцій, його здійснює особа, котрій офіційно надається це право.

Застосування швидкодіючих ЕОМ привело до стрімкого росту 
ефективності досліджень і значного розширення кола таких задач.

12.2. Постановка задачі
Проілюструємо застосування методу Монте-Карло на прикладі 

розв’язання задачі пошуку оптимальної стратегії обслуговування 
виробничого устаткування на основі дослідження операцій.

На виробничій дільниці було помічено, що відмови устаткуван­
ня найчастіше відбувається внаслідок виходу з ладу одного з чоти­
рьох потужних транзисторів, які входять до електронного пристрою 
управління. При відмові обладнання одразу вживаються ремонтні 
заходи. На виклик механіка, виявлення зіпсованого транзистора та 
його заміну йде 1 година, і протягом цього часу дільниця продукцію 
не випускає. Будемо вважати, що за кожну годину простою підпри-
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емство терпить збиток 100 у.о., вартість одного транзистора прийме­
мо рівною 5 у.о.

Необхідно оцінити збитки, що їх несе підприємство протягом 
року внаслідок відмов обладнання, та відшукати шляхи зменшення 
економічних втрат, пов ’язаних з такими відмовами.

Якщо устаткування експлуатується у дві зміни (16 годин на 
добу), а в одному році 52 тижні по 5 робочих днів, то на 1 рік час, що 
його треба буде моделювати, становитиме 16-5-52 ~ 4200 годин.

Строки безвідмовної роботи кожного з транзисторів є випадко­
вими величинами, тому використання будь-яких точних формул тут 
втрачає сенс. Для аналізу проблеми доцільно скористатися імітацій­
ним моделюванням і для розігрування означених вище випадкових 
величин застосувати метод Монте-Карло. При моделюванні випад­
кових величин -  строків безвідмовної роботи кожного з транзисторів 
необхідно знати їх реальний розподіл, який визначають на основі 
дослідних даних, одержуваних шляхом проведення спеціально спла­
нованих натурних експериментів.

12.3. Обговорення алгоритму розв’язування задачі
Розглянемо основні етапи розв’язання поставленої задачі.
У лабораторії підприємства було здійснене випробування вели­

кої партії (500 шт.) транзисторів необхідного типу. Результати цього 
випробування подані в таблиці на рис. 12.1, де наводиться розподіл 
строків безвідмовної роботи транзисторів.

№ Г одини роботи
Відмов Разом

Відносна
частота
відмоввід ДО

0 0 200 0 0 0,000
1 201 400 4 4 0,008
2 401 600 41 45 0,090
3 601 800 92 137 0,274
4 801 1000 173 310 0,620
5 1001 1200 151 461 0,922
6 1201 1400 35 496 0,992
7 1401 1600 4 500 1,000

Рис. 12.1
1 .3 таблиці видно, що реальні строки безвідмовної роботи 

транзисторів можуть набувати значень від 201 до 1600 годин.
2. За даними цієї таблиці побудуємо криву розподілу відносних 

частот (ймовірностей) відмов транзисторів (рис. 12.2).
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Рис. 12.2
На вісі абсцис відкладені значення моментів виходу транзисто­

рів із ладу, а на вісі ординат -  відносні частоти відмов.
Засобами електронних таблиць ламану лінію графіка можна 

було б згладити, проте для спрощення подальшої роботи ми залиши­
мо саме ламану. До того ж, від даного методу не вимагається високої 
точності.

3. Будемо моделювати час, через який відбуватимуться відмови 
обладнання протягом року (4200 годин).

Можливий строк роботи кожного окремого транзистора 
визначатимемо за допомогою генератора випадкових чисел та 
криво ї розподілу.

За відсутності комп’ютера звичайно роблять так:
3.1. Криву розподілу креслять на аркуші міліметрового паперу 

достатньо великого розміру, а випадкові числа беруть із таблиць.
3.2. На вісі ординат обирають точку, що відповідає випадковому 

числу, і з неї проводять горизонтальну лінію до перетину з кривою 
розподілу.

3.3. З цієї точки опускають перпендикуляр на вісь абсцис і 
одержане там число приймають за розігрувану випадкову величину 
із законом розподілу, що відповідає експериментальним даним.

3.4. Кроки 3.2 і 3.3 повторюють для всіх випадкових чисел у 
порядку їх отримання до тих пір, поки сумарна тривалість роботи 
кожного транзистора з урахуванням всіх замін не стане більшою за 
4200 годин.
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12.4. Побудова математичної моделі
З метою автоматизувати цю нецікаву й стомлюючу роботу, 

доручивши її комп’ютеру, проведемо деякі міркування з використан­
ням рис. 2.

1. Одержана крива розподілу складається з і = 7 прямих відрізків 
з різними кутовими коефіцієнтами. Нам потрібно, щоб за випадко­
вим числом уі (відносна частота відмов) автоматично обчислювалося 
відповідне значення х  -  момент відмови. Це значення може знаходи­
тись у будь-якому із семи однакових інтервалів на вісі абсцис. Проте 
випадкові числа у (, які будуть генеруватися комп’ютером, потрапля­
тимуть в один із семи неоднакових відповідних інтервалів на вісі ор­
динат, оскільки вся крива розподілу в цілому не є лінійною функцією. 
Тому й розміри інтервалів на вісі ординат будуть різними. Отже, об­
числення х  мають виконуватися за різними даними в залежності від 
номера інтервалу. Ось чому кожного разу, одержуючи випадкове чи­
сло у, необхідно буде виявляти, якому інтервалу з рис. 2 воно нале­
жить.

2. Кожен із семи елементів ламаної є відрізком прямої, що 
проходить через три точки згідно рівняння

У -  У і .. = Л - 5 - ,  (/ = 0,1, 2,. ..,7 )  (1)
Уш-Уі хм ~ хі

де Хі, у  і, Хі+і,уі+і -  координати початку та кінця і-го відрізку; 
х, у  -  поточні координати, х є  [х„ х,+,[; у  є  [у„ у і+1[.

Розв’язуючи рівняння (1) відносно х, одержимо:

х = — + х,., (2)
к,

де к = ———  кутовий коефіцієнт відрізку з номером і. (3)
* М - * І

3. Маючи кутові коефіцієнти к, та обираючи в якості змінної у, 
випадкові числа з проміжку [0; 1], можна за допомогою рівняння (2) 
знайти відповідні значення змінної х -  часів безвідмовної роботи 
обладнання.

12.5. Обчислювальний експеримент
Зважаючи на специфіку цієї задачі, вхідні дані, таблиці й діагра­

ми пропонуємо розташувати дещо інакше, ніж при роботі з попере­
дніми моделями. Зокрема, вигляд перших шести рядків буде таким:
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А В | С І 0  І Є І Р
1 ІМІТАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ: ЗАДАЧА УПРАВЛІННЯ
2 Втрати від 1 год. простою обладнання - 100
3 Вартість 1 транзистора - 5
4 Кількість випробуваних транзисторів, N  - 500
5 Крок нарощування часу, год., И - 200
6 і І І
І .На  початку роботи перейдіть в режим ручного управління 

обрахунками. Зокрема, в М8 Ехсеї це робиться так: Сервис —* 
Параметри —* Вьічисления. Далі користуйтесь клавішею Р9.

У перших п’яти рядках помістимо заголовок та вхідні дані, 
і Шостий рядок залишимо порожнім, він буде відокремлювати

умову від наступних робочих таблиць.
Наступні рядки 7—19 містять Таблицю 1.

А ш о 0 Е Р
7 Таблиця 1. Розподіл строків роботи транзисторів
8 Години роботи Відмов Разом Відносна
9.
10 0

від
0

до
200 0 0

частота відмов 
0,000

11 1 201 400 4 4 0,008
12 2 401 600 41 45 0,090
13 3 601 800 92 137 0,274
14 4 801 1000 173 310 0,620
15 5 1001 1200 151 461 0,922
16 6 1201 1400 35 496 0,992
17 7 1401 1600 4 500 1,000
18 і Х і » і _____ І ! _ _ ...

Внесемо уточнення.
1.1. Комірки 11-го рядка разом з групою Б 1 1-018 заповнюються 

з клавіатури згідно Таблиці 1. Винятком є СІ 1 ІРІЇ :
комірки формули

С11 =$Р$5
Р11 =Е11/$Р$4

1.2. Вміст комірок 12-го рядка має бути таким:
комірки формули примітки

А12 =А11+1 копіювати в А 13-А 18
В12 =С11+1 копіювати в В13-В18
С12 =С11+$Р$5 копіювати в С13-С18
Е12 =012+Е11 копіювати в Е 13-Е 18
Р12 =Е12/$Р$4 копіювати в Р13-Р18

2. За даними комірок С11-С18 (аргументи або в термінології 
таблиць -  категорії) і Р11-Р18 (значення) побудуємо криву розподілу
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відносних частот (ймовірностей) виходу з ладу транзисторів у відпо­
відності з рис. 2. Розташуємо цю діаграму праворуч від умови і 
таблиці 1 орієнтовно в області комірок Н2-М20.

3. Нижче, у рядках 21-32 створимо дві допоміжні таблиці 
(Таблицю 2 і Таблицю 3). В Таблиці 2 помістимо значення кутових 
коефіцієнтів кі, що будуть обчислюватись згідно виразу 

к, = (уі+\-у,) /  И= Пі /{Н-Щ,
а в Таблиці 3 розташуємо рівномірно розподілені псевдовипадкові 
числа у  і з інтервалу [0, 1], генеровані спеціальною функцією, вбудо- 
ваною в будь-які електронні таблиці. _____ _____ _ _ _ _____

А І В І С І 0 Е Р О Н І
21 Таблиця 2. Визначення
22 кутових коефіцієнтів кі
23 кі = (Уі+і-Уі) / И = п,/ (к-ії) Таблиця 3. Випадкові числам,
24 і кі 1-й 2-й 3-й 4-й
25 0 0,00000 0,530 0,603 0,038 0,407
26 1 0,00004 0,260 0,937 0,310 0,911
27 2 0,00041 0,195 0,810 0,140 0,807
28 3 0,00092 0,312 0,891 0,704 0,140
29 4 0,00173 0,564 0,395 0,049 0,177
30 5 0,00151 0,294 0,823 0,598 0,849
31 6 0,00035 0,779 0,378 0,994 0,034
32 7 0,00004 0,139 0,907 0,302 0,972

Всі комірки Таблиці 3 заповнюються однаково:
комірка формула примітки

Р25 =СЛЧИС() копіювати в Р25-І32
4. Будемо моделювати час, через який відбуватимуться відмови 

обладнання протягом року. Відповідну до цього Таблицю 4 помісти­
мо в рядки 34-45 (комірки з області А34-І45):

А В с о .......Є ] Р е н 1
34 Таблиця 4. Моделювання тривалості роботи обладнання
35 № 1-й транзист. 2-й транзист. 3-й транзист. 4-й транзит.
36 заміни Години Всього Години Всього Години Всього Години Всього
37 роботи годин роботи годин роботи годин роботи Годин
38 0 948 948 990 990 474 474 877 877
39 1 785 1733 1242 2232 821 1295 1193 2070
40 2 714 2447 1126 3357 655 1950 1124 3194
41 3 822 3269 1180 4537 1056 3006 655 3849
42 4 968 4236 870 0 501 3506 695 4543
43 5 812 0 1135 0 987 4494 1152 0
44 6 1105 0 860 0 1448 0 464 0
45 7 653 0 1190 0 816 0 1342 0
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4.1. Стовпець А заповнюється зовсім просто:
комірки формули / числа

А38 0
А39 =А38+1 (копіювати у комірки А40-А45)

4.2. Складніше зі стовпцем В (О, Р, Н). Саме в його комірках 
реалізується автоматичне обчислення строків безперервної роботи 
першого (другого, третього, четвертого) транзистора, тобто інтерва­
лів часу між його послідовними замінами. Тут перевіряється, якому 
із семи інтервалів належить випадкове число у\ (комірка Р25), і у 
відповідності до цього обчислюється час безперервної роботи тран­
зистора за формулою (2):

комірка_______________________ формула_________________
=$Р$5+
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 11 ;Р25<$Р$ 12);(Р25-$Р$ 12)/$С$26+$С$ 11)+ 
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 12;Р25<$Р$ 13);(Р25-$Р$ 13)/$С$27+$С$ 12)+ 
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 13;Р25<$Р$ 14);(Р25-$Р$ 14)/$С$28+$С$ 13)+ 

Ш 5 ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 14;Р25<$Р$ 15);(Р25-$Р$ 15)/$С$29+$С$ 14)+
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 15;Р25<$Р$ 16);(Р25-$Р$ 16)/$С$30+$С$ 15)+ 
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 16;Р25<$Р$ 17);(Р25-$Р$ 17)/$С$31 +$С$ 16)+ 
ЕСЛИ(И(Р25>=$Р$ 17;Р25<$Р$ 18);(Р25-$Р$ 18)/$С$32+$С$ 17)

Примітка. Для прискорення набору цієї формули можна, набра­
вши вираз першої функції ЯКЩО (“ЕСЛИ”) і знак додавання, скопі­
ювати їх шість разів і виконати необхідне редагування всього виразу. 
Аналогічно можна діяти при заповненні решти комірок цього стовп­
ця. Після заповнення стовпця В всі його формули (комірки) слід 
помітити і одночасно скопіювати у стовпці О, Р і Н. Далі слід вико­
нати необхідне редагування.

4.3. У стовпцях С, Е, О, І для кожного з чотирьох транзисторів, 
по-перше, здійснюється нагромадження загального часу роботи з 
урахуванням усіх виконаних замін і, по-друге, при переході цього 
часу через 4200 год. значення його обнуляється. Комірки С38, Е38, 
038,138 містять посилання на своїх сусідок зліва (замін іще не було):

комірки І формули
С38 =В38
Е38 =Б38
038 =Р38
138 =Н38

Формули в С39, Е39, 039,139 мають вигляд:
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комірки формули
С39 =ЕСЛИ (И ЛИ (И (С 38<5800;С 38>4200);С 38=0);0;С 38+В 39)
Е39 =ЕС ЛИ (И Л И (И (Е 38<5800;Е 38>4200);Е38=0);0;Е38+039)
0 3 9  =Е С Л И (И Л И (И (С 38<5800;038>4200);038=0);0 ;С 38+Р 39)
139 =ЕС Л И (И Л И (И (І38<5800;І38>4200);І38=0);0 ;І38+Н 39)
Кожна з цих формул має копіюватись у решту комірок свого 

стовпця.
Примітка. При аналізі вмісту комірки С39 може скластися 

думка, що логічна операція АБО, до складу якої входить перевірка 
умови С38 = 0, зайва (в С38 завжди буде число, більше за 200). Це ж 
саме стосується і комірок Е39, 039 та 139. Але як же тоді в декількох 
останніх комірках згаданих стовпців могли б з’явитись нулі? Тим 
більше, що кількість нульових комірок заздалегідь невідома.

Вправа
1. Прокоментуйте рядок:

=ЕС ЛИ(ИЛИ(И(СЗ 8<5 800;СЗ 8>4200);СЗ 8=0);0;СЗ 8+В39)
2. З яких міркувань, на вашу думку, з ’явилось верхнє обме­

ження 5800 (4200 + 1600)?
4.4. З Таблиці 4 видно, що 2-й транзистор набере більше, ніж 

4200 годин роботи після третьої заміни, 1-й і 4-й транзистори -  після 
четвертої заміни, а 3-й прийдеться міняти п’ять разів. Тільки після 
всіх цих замін загальний час роботи кожного транзистора перебіль­
шить 4200 годин, тобто чергові відмови обладнання відбудуться вже 
у наступному році.

5. Для більшої наочності дані про кількість замін кожного
ра подамо у підсумковій Таблиці 5.

А І В | С І О І Е І Р
47 Таблиця 5. Кількість замін кожного транзистора
48 № Кількість
49 транзист. замін
50 1 4
51 2 3
52 3 5
53 4 4
54 разом: 16
55
56
57
58
59 Втрати від простоїв - 1600
60 Вартість транзисторів - 80
61 І разом: 1680
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Розглянемо вміст комірок цієї таблиці. 
5.1. Комірки С50-С53 та С54:

Комірки формули
С50 =СЧЕТЕСЛИ(С38:С45;">0")-1
С51 =СЧЕТЕСЛИ(ЕЗ 8:Е45;">0")-1
С52 =СЧЕТЕСЛИ(038:045;">0")-1
С53 =СЧЕТЕСЛИ(І38:І45;">0")-1
С54 =СУММ(С50:С53)

Після копіювання слід відредагувати формули в С51, С52, С53. 
Таким чином, протягом року може відбутися 16 відмов, і стільки 

ж транзисторів доведеться замінити. То ж підрахуємо втрати:
5.2. Комірки Е59-Е61:

комірки формули
Е59 =С54*Р2
Е60 =С54*РЗ
Е61 =СУММ(Е59:Е60)

від простоїв 10016 = 1600 у.о.; 
вартість транзисторів 516  = 80 у.о.; 
разом -  1680 у.о.

5.3. Дані про моменти відмов кожного транзистора зобразимо на 
діаграмі “Календарний графік ремонтів”.

Примітка. Для успішної побудови цієї діаграми слід виконати 
наступні дії:

а) виділити комірки В38:В45, 038:045, Р38:Р45, Н38:Н45;
б) вибрати тип діаграми Линейчатая;
в) обравши опцію Исходньїе данньїе, на вкладинці Диапазон 

данньїх встановити:

Дцапазон: | =  Лист 1! $В$38: $В$45; Лист 1! $й$38: $0$45; Лист 1! $Р$; ̂

Рядьів: (У строках

С  столбцах

а на вкладинці Ряд взяти 8 рядів: від Ряд 1 по Ряд 8;
г) на отриманій діаграмі обрати опцію Формат оси і у відповід­

ному вікні на вкладці Шкала встановити
мінімальне значення 0
максимальне значення 4200
ціна основних поділок 500
ціна проміжних поділок 100
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Нижче подано результат:

Календарний графік ремонтів

2

З

4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

6. Тепер з’ясуємо, чи можна так організувати обслуговування, 
аби зменшити час простою обладнання, тобто кількість ремонтів. 
Пропозиція про підвищення надійності транзисторів виключається 
відразу, оскільки підприємство одержує їх готовими.

6.1. Проаналізуємо, що буде, коли за кожної відмови деякого 
одного транзистора, механік буде міняти не лише дефектний, а одра­
зу всі чотири, тобто весь блок. Результат такої операції заздалегідь 
передбачити складно, оскільки тепер заміна відбуватиметься після 
відмови транзистора із самим коротким строком служби.

Якщо вважати, що за нової системи обслуговування будуть 
використовуватися ті самі транзистори, або точніше, з тими самими 
строками служби, то з метою одержання необхідної інформації мож­
на скористатися даними з таблиці 4. Однак тепер з неї треба брати 
дані про строк безвідмовної роботи після 1-го, 2-го і т.д. ремонтів. 
Той транзистор, у якого цей строк після чергового ремонту буде 
найменшим, і визначатиме момент наступної відмови (заміни) і, от­
же, наступного ремонту. Одержані результати зведені до Таблиці 6:

А В
_

о Е Р
63 Таблиця 6. Кількість ремонтів за новою
64 організацією обслуговування - 5
65 № № Строк Всього
66 ремонту транзистора роботи годин
67 0 3 758 758
68 1 3 487 1244
69 2 1 759 2003
70 3 3 670 2673
71 4 4 782 3455
72 5 1 843 4298
73 6 3 460 0
74 7 4 407 0
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6.2. Комірки Таблиці 6 мають такий уміст:
комірка формула

=ЕСЛИ(МИН(В38;038;Р38;Н38)=В38;1;
С67 ЕСЛИ(МИН(В38;038;Р38;Н38)=038;2;

ЕСЛИ(МИН(В38;038;Р38;Н38)=Р38;3;4)))
Примітка. Вміст С67 копіювати в решту комірок стовпця.

комірки формули примітки
Б67 =МИН(В38;038;Р38;Н38) копіювати в С68-С74
Е67 =МИН(С38;Е38;С38;І38)

Е68 =ЕСЛИ(ИЛИ(И(Е67<5800;Е67>4200);
Е67=0);0;Е67+Б68) копіювати в Е69-Е74

Р64
=7-(ЕСЛИ(Е74=0; 1 ;0)+ 
ЕСЛИ(Е73=0; 1 ;0)+ 
ЕСЛИ(Е72=0; 1 ;0)+ 
ЕСЛИ(Е71 =0; 1 ;0))

6.2. Підсумкові результати формуємо у такий спосіб:
Є Н І к

66 Втрати від простоїв - 500
67 Вартість транзисторів - 100
68 разом: 600
69
70 Ефективність нової організації
71 обслуговування - 2,80

Уміст комірок такий:
комірка формула

К66 =Р64*Р2
К67 =4*Р64*РЗ
К68 =СУММ(К66:К67)
К71 =Е61/К68

7.2 . З Таблиці 6 видно, що за рік тепер відбудеться п’ять ремо­
нтів. За тих самих умов обчислення втрат це складе: 

внаслідок простоїв'. 100 5 = 500у.о.; 
вартість транзисторів: 5-(4-5) = 100 у.о.; 
разом -  600 у.о.
Отже, за нової системи обслуговування загальні втрати склада­

тимуть 600 у.о. проти 1680 у.о., тобто без будь-яких додаткових 
коштів, а виключно завдяки іншій організації обслуговування 
втрати мож на зменшити більше, н іж у  2рази.
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Вправа
1. Прокоментуйте формули в комірках С50-С53, С67, 067, Е67, 

Е68, Р64
2. . Переведіть електронну таблицю з автоматичного на ручний 

режим перерахунків.
3. Повторюючи багаторазово пп. 4-7 перерахуванням таблиць 

2-6 (з новими значеннями випадкових чисел -  Р9), отримуємо серед­
нє значення показника ефективності обслуговування, яке має під­
твердити отриманий вище результат.

4. За якої умови ефективність нової організації обслуговування 
залишиться попередньою, тобто не зміниться?

5. Виконайте від самого початку дослідження за умови, що час 
моделювання, який становив 4200 годин протягом року, стане 
величиною змінною. Це дозволить міняти графік роботи підприємст­
ва (кількість змін, кількість робочих годин протягом зміни тощо).

Висновки
1. В ході розв’язування задачі було проведене дослідження двох 

операцій, пов’язаних з організацією технічного обслуговування 
виробничого обладнання. У першій операції була реалізована схема: 
“відмова одного елемента —» його заміна”, у другій операції схема 
була змінена: “відмова елемента —» заміна всього блоку”. Якщо в 
якості критерію ефективності технічного обслуговування прийняти 
відношення виробничих втрат внаслідок відмов за попередньою і 
новою схемами, то, зрозуміло, особа, котра приймає рішення, 
надасть перевагу організації ремонтів за другою схемою. Якби кри­
терій ефективності був інший, наприклад, вартість транзисторів, то 
перевага була б віддана першій схемі.

2. Таким чином, імітаційне моделювання в управлінській діяпь- 
ності часто дозволяє відрізнити потенційно продуктивні рішення, 
що ведуть до успіху, від помилкових.

Слід, однак, пам’ятати, що будь-яка модель завжди є спрощеним 
образом об’єкту, і результатам моделювання можна довіряти лише 
після того, як вони будуть підтверджені хоча б одним із доступних 
способів: натурними спостереженнями (або ще краще -  натурним 
експериментом), іншими моделями того самого об’єкту, висновками 
відповідної теорії, бажано перевіреної попередньою практикою і т.п.

3. Привабливість та ефективність методу Монте-Карло полягає в 
тому, шо з допомогою рівномірно розподілених випадкових (псевдо- 
випадкових) чисел і за відомим законом розподілу можна моделюва­
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ти реальні випадкові події. Вся історія цього методу, численні при­
клади його ефективного застосування на практиці показують, що цей 
порівняно простий метод є дуже популярним в практиці імітаційного 
комп’ютерного моделювання.

Цікаво відмітити, що випадкові числа, які з філософської точки 
зору часто являють собою відображення нашого незнання, кладуться 
в основу методів, за допомогою яких дослідники пізнають поведінку 
складних систем.

4. При моделюванні випадкових величин їх реальний розподіл 
визначають або за певним теоретичним законом методами математи­
чної статистики, або на основі дослідних даних, які одержують 
шляхом здійснення спеціального натурного експерименту.

5. Основу управління і взагалі всіх “розумних” дій комп’ютера 
становлять логічні операції. Як ми переконалися, створення таких 
команд потребує уваги і досвіду.
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Післямова
При задовільній простоті та наочності електронних таблиць слід 

розуміти, що вони є придатним середовищем для моделювання тіль­
ки на початковому етапі. Так, вже при спробах розв’язання задач, що 
передбачають організацію циклів з великою кількістю повторень, 
звичайне копіювання формул у все нові рядки з метою здійснення 
нових розрахунків та утримання даних для подальшої побудови гра­
фіків (тобто організація великих масивів даних) викликає значні 
утруднення, позбавляючи користувача змоги простежити динаміку 
зміни значень будь-якої величини переглядом відповідного стовпця 
таблиці. Нарешті, електронні таблиці стають зовсім непридатними 
для задач, що вимагають засобів візуального спостереження динамі­
ки процесу, тобто візуалізації поточних станів об’єкту. Такі задачі 
традиційно розв’язують з використанням середовищ, створених на 
основі мов програмування високого рівня. Отже одним із критеріїв 
необхідності відмови від електронних таблиць як середовища моде­
лювання є ситуація, коли сама таблиця перестає використовуватись 
для аналізу даних, залишаючи користувачеві можливість лише гра­
фічного подання залежностей між даними.

Наприклад, у задачі на побудову траєкторії руху планети навко­
ло Сонця повна таблиця містить близько 400 рядків, і це дійсно 
утруднює аналіз даних. Розгляд усіх дев’яти планет разом із Сонцем 
вимагатиме вже близько 90500 рядків, що об’єктивно зумовлює 
потребу в іншому середовищі.

Ось чому повний курс основ комп’ютерного моделювання після 
початкового етапу включає ще дві важливі частини: вивчення мето­
дів ефективного використання ресурсів комп’ютера для розв’язання 
задач моделювання та вивчення об’єктно-орієнтованого підходу до 
моделювання динамічних систем, де засоби і методи спрямовуються 
на опанування все більш досконалих прийомів роботи, які можна 
здійснити в середовищі мови програмування. І хоч перехід від елект­
ронних таблиць до мови програмування позбавляє зручності миттє­
вої зміни параметрів моделі та наочності процесу розрахунків, проте 
надає ряд нових можливостей: 1) групування подібних між собою 
змінних у масиви; 2) зняття обмежень на кількість ітерацій та посла­
блення обмежень на кількість змінних; 3) графічна інтерпретація 
динаміки моделі в процесі розрахунків (а не після їх закінчення, як в 
електронних таблицях).
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Насправді існує можливість, залишаючись у середовищі елект­
ронних таблиць, використати вбудовану мову програмування, напри­
клад, Уізиаі Вазіс -  внутрішню мову електронних таблиць Ехсеї. 
Такий крок дозволяє об’єднати переваги електронних таблиць та мов 
програмування високого рівня, проте орієнтація на мову програму­
вання лише однієї фірми неминуче ставить користувача у залежність 
від стратегії розвитку мови, а ця стратегія обирається фірмами 
переважно з комерційних міркувань. До того ж значна швидкість 
еволюції такої мови, відсутність інваріантного (незмінного) ядра та 
переобтяженість додатковими можливостями підвищують вимоги до 
техніки і утруднюють вивчення такої мови в школі.

Тому в якості наступного середовища для моделювання ми 
використовуємо процедурну мову високого рівня. Однією з найпо­
ширеніших мов високого рівня, що користується великою популяр­
ністю у системі освіти США, Франції, Німеччини та інших країн, є 
мова С. Доступність некомерційних та ліцензованих для закладів 
освіти операційних систем і компіляторів цієї мови дозволяє викори­
стовувати їх майже на всіх типах техніки, встановлених у наших 
школах.

Перехід до моделювання у середовищі мови програмування так 
само, як і перехід від паперових розрахунків до електронних таблиць, 
є еволюційним кроком, спрямованим на підвищення ефективності 
процесу розв’язання задач моделювання.

Усі згадані середовища відображають не стільки саму модель, 
скільки формалізований засобами процедурної методології алгоритм 
роботи з нею.

Свого часу автори першої об’єктно-орієнтованої мови програму­
вання 8іти1а-67 наголошували на тому, що об’єктно-орієнтоване 
середовище є природним середовищем для розв’язання задач моде­
лювання (зітиіаііогі). Об’єктно-орієнтований підхід (ООП) вносить 
якісні зміни у самий процес моделювання, надаючи потужні можли­
вості щодо підвищення рівня абстракції даних. Сьогодні такі можли­
вості серед інших мов має мова С++, яка легко пристосовується для 
використання у спеціальних областях шляхом створення на її базі 
складених понять та конструкцій, що слугують будівельними блока­
ми при програмуванні. Так наявність у ній типу “арифметичний 
вектор” та визначених операцій над ним спрощує запис програми, 
наближуючи його до алгоритмічного. До того ж об’єктно- 
орієнтоване середовище дозволяє від групування зазначених вище
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параметрів за ознакою спільності фізичного змісту перейти до групу­
вання за ознакою “бути планетою”. В такому разі ми розглядатимемо 
Сонячну систему як набір планет (вважаючи Сонце однією з них), а 
не як сукупність прискорень, швидкостей, координат тощо.

Групування даних за ознакою “бути планетою” не є прерогати­
вою ООП, воно можливе і в процедурній методології. Але принципо­
вою перевагою ООП є те, що об’єкти не лише зберігають свої дані, а 
й змінюють їх, обмінюються інформацією, взаємодіють тощо. В 
даному випадку взаємодія об’єктів типу “планета” є інформаційною 
моделлю фізичної взаємодії. Об’єктно-орієнтоване середовище 
моделювання у найбільшій мірі відображує підходи сучасного 
комп’ютерного моделювання та є ефективним інструментом не лише 
при навчанні, а й у професійній діяльності.

Нижче на рисунку зображено модель Сонячної системи, створе­
ну засобами мови С++ за технологією ООП.

Стан Сонячної системи на момент 
завершення Ураном повного оберту
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На наступному рисунку подані результати моделювання руху 
Марсу з точки зору земного спостерігача (в системі відліку, 
пов’язаній із Землею). Розрахунок показує, що за 6 років відбулося 
три протистояння, і останнє з них виявилося великим -  обчислена 
мінімальна відстань склала 56 млн. 135 тис. км.

тіп_г(ЕагМі, Магз) = 5.613492Е+010
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Термінологічний словник

Абстракція -  одна з форм пізнання, що полягає в мисленому відволі­
канні від ряду властивостей предметів і відношень між ними й виок­
ремленні деякої властивості або відношення.
Автоматизована система управління (АСУ) -  система, заснована на 
комплексному використанні економіко-математичних методів і тех­
нічних засобів обробки інформації для розв’язування задач керуван­
ня виробничо-господарською діяльністю.
Адекватність моделі -  правильне відтворення моделлю властивостей, 
зв’язків і відношень оригінала.
Адреса даних -  адреса поля пам’яті, в якому розміщені дані. 
Алгоритм -  набір інструкцій для виконавця, що дає можливість 
розв’язати конкретну задачу або клас задач.
Аналогія -  подібність в деяких якостях і відношеннях між різними за 
природою об’єктами. Важливою сферою застосування аналогії є роз­
винута в моделюванні теорія подібності.
Аналогове моделювання -  математичне моделювання, засноване на 
аналогії (схожості за деякими ознаками) процесів та явищ, що мають 
різну фізичну природу, але описуються однаковими за виглядом рів­
няннями, логічними схемами тощо.
Атрибут -  властивість (ознака), що містить одну з характеристик 
даної величини.

Буфер обміну -  спеціальна область оперативної пам’яті, яка резерву­
ється операційною системою для збереження даних.

Величина -  одиниця даних, що представлена своїм ім’ям і своїм зна­
ченням.
Випадкова (статистична) вибірка -  набір значень деякої характерис­
тики певного процесу, отриманий із множини можливих значень 
досліджуваної характеристики.
Випадкова змінна -  змінна, що набуває довільного значення з певної 
області значень.
Випадкове число -  число, частота повторення якого у вибраній по­
слідовності визначається технікою використання випадкової вибірки 
з множини допустимих значень.
Вихідні дані -  результат виконання програми.
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Вхідні дані -  дані, що вводяться до програми для обробки або збері­
гання.

Гістограма — один з видів статистичних розподілів за кількісною 
ознакою; являє собою сукупність суміжних прямокутників, побудо­
ваних на одній прямій; площа кожного з них пропорційна частоті 
знаходження даної величини в інтервалі, на якому побудований пря­
мокутник.
Графік -  засіб відображення функціональної залежності між змінни­
ми, може слугувати основою для відкриття нових властивостей, спів­
відношень и закономірностей.
Групування (статистичне) -  розчленування елементів статистичної 
сукупності на окремі групи за певною ознакою. Завдяки групуванню 
матеріал спостережень набуває впорядкованого (систематизованого) 
вигляду.

Дані -  інформація, подана у вигляді, придатному для опрацювання 
автоматичними засобами за можливої участі людини.
Детермінована модель -  модель, що відповідає причинно обумовле­
ному об’єкту (явищу, процесу).
Динамічна модель -  модель, в якій досліджується зміна в часі деякої 
величини.
Динамічні характеристики -  характеристики об’єкту, що залежать 
від часу.
Дискретизація -  1) вимірювання значень неперервної величини через 
певні (дискретні) проміжки часу; 2) дискретне представлення непе­
рервної величини; 3) квантування.
Дискретна модель -  модель, у якій досліджуваний процес подають у 
вигляді дискретної послідовності подій.
Діаграма -  рисунок, що зображує співвідношення між певними вели­
чинами; умовне зображення числових величин або їх співвідношень, 
виконане геометричними побудовами.
Дослідження операцій -  комплексна математична дисципліна, що 
досліджує методами математичного моделювання пошук оптималь­
ної стратегії.

Екологія -  наука про відношення рослинних і тваринних організмів і 
утворюваних ними співтовариств між собою та з навколишнім ото­
ченням. Сучасна екологія, крім того, займається розробкою теорети­
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чних і практичних методів контролю (моніторингу) за стануом на-, 
вколишнього середовища.
Електронна таблиця -  інтерактивна система обробки даних. Являє 
собою прямокутну таблицю, її комірки можуть містити числові й ря­
дкові типи даних або формули (які задають залежність значення в 
даній комірці від умісту інших комірок).

Закон розподілу -  див. Розподіл.
Зворотний зв’язок -  вплив вихідної величини деякої системи на ви­
хід цієї самої системи. Може бути позитивним (віддаляє систему від 
стану рівноваги) і негативним (повертає систему до рівноваги).
Змінна -  програмний об’єкт, що має ім’я і значення, яке програма 
може одержати і змінити.
Знакове моделювання -  використання в якості моделі знакових пере­
творень будь-якого виду: схем, графіків, креслень, формул, наборів 
символів та інших умовних позначень.
Значення -  зміст, що присвоюється даному.
Зображувальна точка -  будь-яка точка на площині змінних 
х, V /со, яка зображує стан системи, зокрема коливної.

Інтерпретація 1) заг. -  представлення, тлумачення; 2) інформат. -  
трансляція і виконання кожної команди початкової мови машинної 
програми.
Інтерфейс — сукупність правил, що встановлюють єдині принципи 
взаємодії пристроїв ЕОМ.
Інтерфейс користувача -  програмні й апаратні засоби взаємодії опе­
ратора або користувача з програмою або комп’ютером.
Інформатика -  наука, що вивчає закони, методи і засоби нагрома­
дження, обробки, збереження, передачі й представлення інформації. 
Інформаційна модель -  1) подання у відповідному вигляді процесу 
циркуляції інформації, що має бути автоматично оброблена в системі 
управління; 2) подання даних і відношень між ними математичними 
та програмними засобами.
Інформація -  відображення предметного світу з допомогою сигналів 
(знаків, символів, жестів, звуків тощо), міра (характеристика, ознака) 
розмаїтості довкілля (об’єктів у ньому).

Кібернетика -  наука про керування, а також про одержання, переда­
вання і перетворення інформації в кібернетичних системах.
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Кібернетична система -  сукупність зв’язаних одне з одним об’єктів 
(елементів системи), спроможних сприймати, зберігати, переробляти 
інформацію, а також обмінюватися інформацією.
Коефіцієнти моделі -  параметри математичної моделі, що є коефіці­
єнтами біля змінних
Комп’ютерна модель -  це інформаційна модель, реалізована засоба­
ми тієї чи іншої комп’ютерної технології.
Комп’ютерне моделювання -  моделювання об’єкта (процесу, явища) 
за допомогою програми, що реалізується обчислювальною системою. 
Комплекс -  сукупність компонентів, що утворюють у певному розу­
мінні єдине ціле.
Константа -  величина, що не змінює своє значення в процесі вико­
нання алгоритму (програми).
Концептуальна модель -  змістова структура об’єкту з деякої предме­
тної галузі.
Концепція -  набір основних ідей чи теоретичних положень, сукуп­
ність взаємопов’язаних уявлень, поглядів стосовно деякої проблеми. 
Кореляція (в математичній статистиці) — ймовірнісна чи статистична 
залежність. На відміну від функціональної залежності кореляція 
виникає, коли залежність однієї ознаки від іншої ускладнюється 
через наявність ряду випадкових факторів.
Космологія -  вчення про всесвіт у цілому.
Критерій подібності -  (основне поняття теорії подібності) безрозмі­
рна комбінація фізичних величин -  характеристик деякого явища, 
складена за певними правилами.

Лінійчата діаграма -  діаграма, що складається із сукупності горизон­
тальних смуг і використовується для демонстрування значень окре­
мих груп даних.
Логічна змінна -  змінна, яка набуває одного з двох логічних значень
-  “істина” або “хибність”.
Логічна операція -  1) машинна операція, що реалізує функції алгебри 
логіки; 2) дія над логічними величинами з одержанням логічного 
значення.

Математична екологія -  сучасна наука, що поєднує математичні 
моделі й методи вирішення проблем екології.
Математична модель -  система математичних співвідношень, яка 
описує об’єкт (процес або явище).
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Математичне моделювання -  процес побудови і дослідження мате­
матичних моделей різних явищ.
Меню -  відображуваний на екрані список команд, повідомлень, 
питань або варіантів відповідей, з яких користувач обирає потрібне, 
вводячи його номер, букву або вказуючи на нього курсором.
Метод випадкової вибірки (метод Монте-Карло) -  загальна назва 
обчислювальних методів, у яких використовується ймовірнісна 
інтерпретація обчислюваних величин з допомогою випадкових 
чисел.
Моделювання -  особлива форма дослідження, що полягає у вивченні 
об’єкта не безпосередньо, а на його моделі.
Модель -  фізична система (або математичний опис), що відображає 
істотні властивості або характеристики об’єкта (процесу, явища). 
Мозковий штурм -  оперативний метод колективного вирішення про­
блеми на основі стимулювання творчої активності, при якому учас­
никам обговорення пропонують висловлювати якомога більшу кіль­
кість варіантів розв’язання, в тому числі найфантастичніших. Далі із 
загальної кількості висловлених ідей відбирають найбільш вдалі, які 
можуть бути використані на практиці; є одним з методів експертного 
оцінювання.

Надання -  призначення змінній деякого значення.
Налагодження програми -  виявлення, локалізація й усунення поми­
лок у програмі.
Натурний експеримент -  експеримент з природним об’єктом.

Обчислювальна математика -  1) розділ математики, що вивчає мето­
ди чисельного розв’язування математичних задач на ЕОМ; 2) теорія 
чисельних методів розв’язування типових математичних задач. 
Обчислювальна система -  сукупність апаратних засобів обчислюва­
льної техніки і відповідного програмного забезпечення, яка функціо­
нує як одне ціле і призначена для розв’язування певного класу задач. 
Обчислювальний експеримент -  технологія теоретичних досліджень, 
заснована на вивченні поведінки і властивостей моделі за допомогою 
обчислювальної системи.
Операнд -  1) величина у виразі, над якою виконується операція; 2) 
аргумент операції; частина машинної команди, що визначає об’єкт, 
над яким виконується операція.
Оптимізація — 1) процес приведення системи в найкращий за даних
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умов (оптимальний) стан; 2) у досліджені операцій -  знаходження 
екстремуму (максимуму або мінімуму) функції при заданих обме­
женнях.
Опція -  параметр програми, що задає режим її роботи.

Парадигма -  система поглядів, закладена в конкретну технологію. 
Параметр -  значення, надане змінній або на початку операції, або 
перед обчисленням виразу програмою.
Подібність фізична -  два фізичних процеси подібні, якщо вони якіс­
но однакові, а їхні критерії подібності -  попарно рівні.
Полігон -  графічне зображення співвідношень між значеннями озна­
ки й відповідними чи відносними частотами її повторення. Часто ви­
користовують для зображення дискретних рядів.
Поняття -  цілісна сукупність суджень, в яких що-небудь стверджу­
ється про відмітні ознаки досліджуваного об’єкта.
Популяція -  це група особин одного виду, що існує на певному ареа­
лі і характеризується багатьма спільними ознаками.
Постановка задачі -  початковий етап процесу побудови моделі; на 
змістовому рівні передбачає виявлення всіх суттєвих факторів і 
зв’язків між ними і шуканим результатом.
Похибка вимірювання -  відхилення результатів вимірювання від дій­
сного значення вимірюваної величини.
Похибка обчислень -  методична помилка, що виникає при обчислен­
нях на ЕОМ.
Предметна область -  частина реального світу, що є середовищем ви­
значення і реалізації конкретного процесу або групи процесів. 
Прикладна задача -  задача, що має частковий, прикладний характер. 
Прикладна математика -  математика в аспекті її додатків до 
розв’язання задач, постановка яких найчастіше не пов’язується з по­
требами самої математики.
Принцип відповідності -  твердження, згідно з яким нова теорія, що 
претендує на охоплення більш широкої області застосування, ніж 
попередня, має включати останню як окремий або граничний випа­
док.
Програма -  алгоритм, записаний мовою програмування, зрозу­
мілою для ЕОМ.
Псевдовипадкове число -  число, частота повторення якого у вибра­
ній послідовності визначається технікою використання випадкової 
вибірки з множини допустимих значень.
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Рекурентна формула -  формула, що виражає наступні члени послідо­
вності через попередні.
Розподіл ймовірностей -  одне з основних понять теорії ймовірностей
і математичної статистики. Це функція, яка зіставляє з множиною 
можливих значень випадкової величини ймовірності цих значень.

Середовище -  оточення, в якому функціонує об’єкт.
Середовище для моделювання -  інструментальні засоби, що охоп­
люють весь цикл розробки й функціонування моделі.
Система -  сукупність об’єктів і відношень між ними, яка утворює 
єдине ціле.
Системний підхід -  комплексний послідовний розгляд усіх факторів, 
шляхів і методів розв’язання задачі в їхньому взаємному зв’язку. 
Стійкість моделі -  здатність обчислювального алгоритму не руйну­
ватися за певних значень вхідних даних.
Стохастика -  синонім до “теорія ймовірностей”.
Стохастична модель -  математична модель, що містить випадкові 
(стохастичні) величини.
Структурна схема -  умовне зображення процесів, способів організа­
ції, аналізу чи плану розв’язування задачі (використовують спеціаль­
ні графічні позначення для операцій, потоків даних, пристроїв).

Таблиця -  спосіб формалізованого подання даних у вигляді двовимі­
рного масиву.
Теорія -  система основних ідей у тій або іншій галузі знань.
Теорія подібності -  вчення про умови подібності фізичних явищ; 
спирається на вчення про розмірності фізичних величин і слугує ос­
новою фізичного моделювання. Має на меті встановлення критеріїв 
подібності для різноманітних фізичних явищ.
Тестування моделі — етап створення моделі, полягає в тому, що об­
числювальний експеримент спрямовують на підтвердження очевид­
них і заздалегідь відомих властивостей об’єкту.
Технології 1) промислові -  послідовність етапів перероблення при­
родної сировини (руди, нафти тощо) або одержаних з неї напівфаб­
рикатів (металів, комплектуючих до виробів); 2) соціальні -  зміни, 
спрямовані на людину, на перетворення або набуття деяких її влас­
тивостей; ці технології за організацією і здійсненням значно склад­
ніші за промислові. Кінцевим результатом обох видів технологій є 
продукт із заданими властивостями.
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Точність -  1) міра можливості розрізняти майже рівні значення; 2) 
характеристика розрядності машинного подання чисел з рухомою 
крапкою; 3) атрибут даних, що визначає їх повну довжину і довжину 
дробової часини; 4) властивість програми видавати числові дані в 
межах припустимих відхилень.
Трансляція -  перетворення програми, поданої однією мовою програ­
мування, в еквівалентну програму на іншій мові.
Тривіальний -  позбавлений новизни, не оригінальний.

Умова -  правило для вибору однієї з альтернативних гілок алгорит­
му.

Фазова площина -  декартова система координат, в якій на вісі абсцис 
відкладають зміщення де, а на вісі ординат -  його похідну, тобто шви­
дкість руху V (краще величину у/со).
Фазова траєкторія -  лінія, що її описує на фазовій площині (у фазо­
вому просторі) зображувальна точка.
Фінітна траєкторія -  траєкторія, обмежена в просторі (колова, еліп­
тична на відміну від параболічної, гіперболічної).
Формалізація -  процес подання інформації про об’єкт (процес, яви­
ще) у певній формі для формального виконавця.
Функція -  1) змінна величина, значення якої залежить від значень 
іншої величини (величин); 2) одне з призначень пристрою, програми, 
системи; 3) у мовах програмування -  процедура, внаслідок виконан­
ня якої формується деяке значення і виклик якої може бути викорис­
таний як операнд у виразі.

Чисельні методи (матем.) -  методи наближеного розв’язування ма­
тематичних задач, що дозволяють звести розв’язання до скінченої 
кількості арифметичних дій над числами.

Швидкодія -  покажчик швидкості роботи ЕОМ та її продуктивності 
в одиницю часу.
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