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ЗАПЕВНЕННЯ

Я, Бєлiнський Андрiй Олександрович, розумiю i пiдтримую полiтику
Криворiзького державного педагогiчного унiверситету з академiчної добро-
чесностi. Запевняю, що ця квалiфiкацiйна робота виконана самостiйно, не
мiстить академiчного плагiату, фабрикацiї, фальсифiкацiї. Я не надавав i
не одержував недозволену допомогу пiд час пiдготовки цiєї роботи. Вико-
ристання iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають покликання на
вiдповiдне джерело.

Iз чинним Положенням про запобiгання та виявлення академiчного
плагiату в роботах здобувачiв вищої освiти Криворiзького державного пе-
дагогiчного унiверситету ознайомлений. Чiтко усвiдомлюю, що в разi ви-
явлення у квалiфiкацiйнiй роботi порушення академiчної доброчесностi ро-
бота не допускається до захисту або оцiнюється незадовiльно.

(пiдпис)
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ВСТУП

Критичнi й кризовi явища, що iманентно притаманнi складним
фiнансово-економiчним системам, викликають дедалi бiльший iнтерес як у
представникiв наукових кiл, так i практикуючих менеджерiв. Вiн обумов-
лений необхiднiстю розумiння основних причин i механiзмiв формування та
динамiки перебiгу кризових явищ з метою їх упередження та запобiгання
катастрофiчних наслiдкiв та значних матерiальних втрат.

Ринок цифрових валют є надзвичайно привабливим сегментом
фiнансового ринку, характеризується пiдвищеною волатильнiстю та не-
очiкуваними особливостями характерної динамiки.

Вiдомо, що економiчним системам властива фрактальна поведiнка,
довга пам’ять та “важкi” хвости розподiлiв флуктуацiй активiв, що
свiдчить про їх нелiнiйнiсть та вiдхилення вiд нормального Гаусового роз-
подiлу. Iндекси фондового та криптовалютного ринкiв – яскравi представ-
ники неврiвноважених систем, для вивчення яких були розробленнi чи-
сельнi методи дослiдження, а саме: ентропiйнi, хаос-динамiчнi, мультифра-
ктальнi, мережнi, мультиплекснi, рекурентнi, квантовi тощо. При цьому ро-
зумiння механiзмiв колективної самоорганiзованої поведiнки економiчних
агентiв на сьогоднi немає, а кризовi явища на фiнансових ринках є не-
очiкуваними й малопрогнозованими. На крипторинку спостерiгається зна-
чне число iнвесторiв, що знаходяться у великому ризику. Економiчним
ключем для злагодження їх активностi є побудова ефективних iндикаторiв-
передвiсникiв.

Отже, пошук нових пiдходiв до моделювання критичних i кризо-
вих явищ на фiнансових ринках є надзвичайно актуальною науково-
прикладною задачею.

Одним iз фундаментальних пiдходiв до розв’язання задач колектив-
ної динамiки спiвзалежних агентiв є статистична фiзика, ефективне ви-
користання апарату якої започаткувало в кiнцi минулого столiття такий
напрямок як “еконофiзика” [35; 42; 81]. Виявилось, що загальновiдомi за-
кони класичної i квантової статистик безсилi при описi динамiки помiтно
корельованих складних систем, до яких, зокрема, вiдноситься i крипто-
ринок. Вдалося з’ясувати, що такий клас самоорганiзованих, колективних
систем також може бути описаний за допомогою бiварiативного (мульти-
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варiативного) рекурентного аналiзу. Концепцiї фазового простору, рекон-
струкцiї атрактора, рекурентнi карти, кiлькiсний крос-рекурентний аналiз
тощо можуть виступити потужними кандидатами на вiдображення тих
змiнних, що є рушiєм зазначених складних систем.

Отже, об’єктом дослiдження виступає ринок криптовалют.
Предметом дослiдження є методологiя та iнструментарiй класи-

чного, крос-рекурентного та об’єднаного рекурентного аналiзу стосовно
крахових явищ, що виникають у складних системах.

У цiй роботi ми продемонструємо, що використання основних iдей
та iнструментарiю рекурентного аналiзу дозволяє як пояснити деякi при-
таманнi складним системам закономiрностi, так i побудувати надiйнi
iндикатори й передвiсники крахових явищ на ринку криптовалют.

Мета дослiдження полягає у представленнi ефективних
iндикаторiв-передвiсникiв кризових явищ, що базуватимуться на апа-
ратi крос-рекурентного та об’єднаного рекурентного аналiзу.

Вiдповiдно до мети визначено такi основнi завдання дослiдження:

1) дослiдити iсторiю ринку криптовалют за перiод з 17 вересня 2014
року по 22 листопада 2022 року та його подальшi перспективи;

2) проаналiзувати лiтературнi джерела, що присвяченi тематицi
фiнансових криз, динамiки криптовалют, теорiї складностi, еко-
нофiзики та рекурентного аналiзу рiзних типiв;

3) провести класифiкацiю кризових явищ ринку криптовалют на основi
проаналiзованої бiблiографiї;

4) дослiдити можливiсть використання iнструментарiю крос-
рекурентного та об’єднаного рекурентного аналiзу для побудови
ефективних iндикаторiв-передвiсникiв кризових явищ;

5) провести порiвняльний аналiз кiлькiсних рекурентних показникiв на
чолi з бiткоїном.

У процесi дослiдження були використанi такi групи методiв:

• теоретичнi – аналiз бiблiографiї економетричного i еконофiзичного
iнструментарiю iдентифiкацiї та прогнозування кризових явищ та
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дослiджень в областi криптовалют, крахових iз кризовими явищами,
фiнансових ринкiв рiзних типiв тощо;

• емпiричнi – монiторинг та порiвняння динамiки бiткоїна з
якiсними та кiлькiсними показниками класичного рекурентного,
крос-рекурентного та об’єднаного рекурентного аналiзу в якостi
iндикаторiв-передвiсникiв кризових явищ.

Наукова новизна результатiв дослiдження полягає в то-
му, що вперше було використано iнструментарiй крос-рекурентного та
об’єднаного рекурентного аналiзу для побудови iндикаторiв (iндикаторiв-
передвiсникiв) кризових явищ.

У процесi дослiдження було здiйснено порiвняльний аналiз
рiзних пiдходiв з опорою на найбiльш капiталiзованi криптовалюти
дослiджуваного ринку, здiйснена вiдповiдна iнтерпретацiя отриманих
результатiв та наданi рекомендацiї стосовно ефективного застосування
даних пiдходiв та перспектив їх подальшого доповнення.

Практичне значення результатiв дослiдження. Представлений
спектр рекурентних показникiв складностi на основi бiварiативних реку-
рентних пiдходiв можуть бути корисним трейдерам, iнвесторам, ризик-
менеджерам та iншим фахiвцям, для котрих децентралiзованi фiнанси
представляють професiйний iнтерес та перспективний об’єкт подаль-
ших iнвестицiй. Не менший iнтерес цей iнструментарiй представлятиме
фiзикам, що працюють з фiзичними сигналами рiзної природи та скла-
дностi.

Апробацiя результатiв дослiдження. Результати моделювання
структури й динамiки фондового i криптовалютного ринкiв у критичних
умовах представленi на рядi мiжнародних конференцiй та опублiкованi в
роботах, iндексованих Scopus, зокрема:

• Soloviev V., Belinskij A. Methods of nonlinear dynamics and the
construction of cryptocurrency crisis phenomena precursors // CEUR
Workshop Proceedings / за ред. V. Ermolayev [та iн.]. 2018. Т. 2104.
С. 116—127. URL: https://ceur-ws.org/Vol-2104/paper_175.pdf

• Soloviev V. N., Belinskiy A. Complex Systems Theory and Crashes of
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Cryptocurrency Market // Communications in Computer and Informati-
on Science / за ред. V. Yakovyna [та iн.]. 2019. Т. 1007. С. 276—297.
DOI: 10.1007/978-3-030-13929-2_14

• Econophysics of cryptocurrency crashes: A systematic review / A. O.
Bielinskyi [та iн.] // CEUR Workshop Proceedings / за ред. A. Kiv, V.
Soloviev, S. Semerikov. 2021. Т. 3048. С. 31—133. URL: https://ceur-
ws.org/Vol-3048/paper03.pdf

Нещодавно було представлено дослiдження [27], де було запропо-
новано рiзноманiтнi синергетичнi пiдходи (iнструментарiй теорiї скла-
дних систем) в освiтi. Методологiя нелiнiйного синтезу на основi нау-
кових принципiв еволюцiї та коеволюцiї складних структур свiту може
лягти в основу футурологiчних дослiджень, проєктування рiзних шляхiв
розвитку суспiльства. Як екологiчний, економiчний, i полiтичнi пробле-
ми людства стали глобальними, складними та нелiнiйними. Виникає по-
треба у врахуваннi нових моделей колективної поведiнки соцiуму та ба-
гатьох процесiв рiзної природи та складностi, що переживаємо ми, як
iндивiди, iз нашим свiтом. Представленi пiдходи можуть лягти в основу
шкiльних урокiв з фiзики, математики, бiологiї, економiки, iнформатики
тощо. Особливо актуальними вони будуть при дослiдженнi явищ син-
хронiзацiї рiзноманiтних процесiв. Наразi зазначенi пiдходи лягають в
основу такої дисциплiни як “Моделювання складних систем”. Безумовно,
мiждисциплiнарнiсть цих методiв дозволяє поширити їх на рiзнi науковi
сфери.

Зв’язок роботи iз програмами, планами, темами.
Квалiфiкацiйна робота виконана у межах фундаментального дослiдження
“Монiторинг, прогнозування та попередження кризових явищ у складних
соцiально-економiчних системах ”, що виконується за рахунок видаткiв
загального фонду державного бюджету (державний реєстрацiйний номер
0122U001694).

Структура роботи. Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв,
висновкiв до них, загальних висновкiв, списку використаних джерел (152
найменування). Загальний обсяг роботи – 100 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1
МОНIТОРИНГ ТА ПРОГНОЗУВАННЯ

КРИЗОВИХ ЯВИЩ РИНКУ
КРИПТОВАЛЮТ

1.1. Передумови виникнення криптовалютного ринку

8 сiчня 2009 року програмiст пiд псевдонiмом Сатошi Накамо-
то опублiкував у маловiдомому списку розсилки криптографiї програм-
ний протокол iз назвою бiткоїн (Bitcoin, BTC), який дозволяє децен-
тралiзувати передачу й зберiгання цiнностей. У своїй роботi 2008 року, в
якiй представлений концептуальний план мережi бiткоїн, Накамото хара-
ктеризує її як “нову систему електронних грошових коштiв, яка повнiстю
однорангова, без довiреної третьої сторони” [100]. Шлях, який призвiв до
децентралiзованих та однорангових цифрових грошей, усiяний невдалими
спробами.

Винаходу Накамото передували такi вiртуальнi валюти як DigiCash,
Hashcash або Bitgold. Однiєю з найбiльш раннiх i помiтних пропозицiй є Di-
giCash Девiда Чаума. У 1989 роцi Чаум заснував компанiю DigiCash, яка,
застосувавши криптографiчнi протоколи з вiдкритим ключем, спробувала
створити криптографiчно захищену цифрову готiвку, що iмiтує властивостi
фiзичних грошей. Ще у 1983 роцi вiн опублiкував статтю “Слiпi пiдписи
для невiдстежуваних грошових активiв” (Blind Signatures for Untraceable
Cash) [22], в якiй запропонував так званi “слiпi пiдписи”, якi забезпечу-
вали конфiденцiйнiсть транзакцiй i уникали проблеми “подвiйних витрат”
(double-spending problem), яка супроводжувала багато раннiх спроб ство-
рення цифрової готiвки. DigiCash розробив валюту пiд назвою ecash, яка
являла собою невiдстежувану цифрову готiвкову систему. Хоча деякi бан-
ки впровадили ecash, а Microsoft навiть запропонувала iнтегрувати її у
Windows, DigiCash врештi-решт подав заяву про банкрутство у 1998 роцi
через нестачу достатньої кiлькостi iнвесторiв та вiдсутнiсть транзакцiй мiж
користувачами. Хвиля стартапiв цифрових платежiв iз загальними назва-
ми, такими як CyberGold, CyberCash або E-Gold розпочалася за винаходом
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DigiCash у спробах розробити вебгрошi. Однак, за винятком Paypal, який
вiдхилився вiд своєї початкової iдеї про включення криптографiчних пла-
тежiв за допомогою портативних пристроїв Palm Pilot, цi стартапи онлайн-
платежiв зазнали невдачi. Паралельно з DigiCash та iншими спробами
запатентувати та комерцiалiзувати цифровi валюти та системи онлайн-
платежiв, група криптографiв, якi взаємодiяли у так званому списку роз-
силки “cypherpunk”, почала розробляти альтернативи з вiдкритим кодом
[101]. Хоча деякi проєкти, такi як E-Gold, пропонували прив’язати вартiсть
цифрової готiвки до фiатної валюти або товару, iншi – почали експеримен-
тувати з незалежними вiд фiата цифровими валютами. Деякi люди поча-
ли впроваджувати дефiцит у своїх криптовалютах як джерело цiнностi їх
активiв. У бiткоїнах цифровий дефiцит був досягнутий завдяки розробцi
платiжної архiтектури, в якiй створення грошей вимагає вирiшення доро-
гих обчислювальних завдань. Iдея такої системи, яку бiткоїн пiзнiше впро-
вадив за допомогою свого алгоритму доказу виконаної роботи (proof-of-
work), беруть початок вiд пропозицiї криптографiв Дворк i Наор, яка була
опублiкована на початку 1990-х [33]. Термiн “доказ виконаної роботи” був
введений у статтi Якобссона таЮелса у 1999 роцi [57]. У своїй роботi Дворк
i Наор запропонували систему, в якiй розв’язання обчислювальних задач
використовувалося для зменшення кiлькостi спаму в електроннiй поштi.
Пiзнiше схожа iдея була висловлена в алгоритмi Hashcash Адама Бека, яку
вiн опублiкував у 1997 роцi.

У системах доказу виконаної роботи, пiонерами яких стали алгори-
тми Hashcash та iн., перевiрка транзакцiй i пов’язана з ними емiсiя цифро-
вої валюти – робота, яка повинна бути доведена – виконуються процесора-
ми, якi вкладають обчислювальнi ресурси у розв’язання математичних за-
дач. Хоча назва Hashcash вже неявно мiстить iдею монетизацiї сертифiкацiї
доказу виконаної роботи, самi штампи Hashcash, що становлять собою об-
числювальнi докази роботи, не були призначенi для придбання грошової
цiнностi. Адам Бек представляв систему пiдтвердження працездатностi
Hashcash як цифрову готiвку й, таким чином, як альтернативу Digicash вiд
Chaum. Однак, не було можливостi обмiнюватися марками хеш-кешу че-
рез однорангову мережу. Бiльш розвиненi пропозицiї, якi концептуалiзують
розв’язання обчислювальних задач у виглядi грошових коштiв, були ви-
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сунутi у виглядi b-money та Bitgold [29; 137]. Для обох варiантiв процес
вирiшення обчислювальних головоломок безпосередньо використовується
для виробництва цифрової валюти. У Bitgold та b-money, якi обидва вико-
ристовують мiтки часу для перевiрки транзакцiй, обчислювальнi рiшення
самi створюють екземпляри грошових одиниць. Однак, b-money та Bitgold,
якi були неофiцiйно запропонованi у списку розсилки та серiї публiкацiй у
блозi, не просунулися далi концептуальної стадiї розробки. Обидвi валюти
не були реалiзованi та не мали специфiкацiй коду.

В той самий час, у 2010 роцi, на Bitcointalk.org форумi Накамо-
то заявив, що бiткоїн є об’єднанням концепцiй b-money та Bitgold. Бiткоїн
являє собою технологiчну новинку, оскiльки вiн виходить далеко за рам-
ки простої реалiзацiї набору ранiше чинних криптографiчних iдей. Дизайн
архiтектури бiткоїна вирiшив глибокi технiчнi та концептуальнi проблеми,
якi попередники не змогли конкретизувати належним чином або просто не
змогли вирiшити. Бiльш конкретно, Hashcash, Bitgold або b-money мали
двi основнi проблеми, якi Накамото розв’язав: самомонетизацiя крипто-
валюти на основi певного протоколу та децентралiзацiя управлiння мере-
жею. Тодi як у системi Hashcash критично вiдсутнiй будь-який контроль
над iнфляцiєю, бiткоїн включає автоматичний механiзм для перiодичного
коригування складностi обчислювальних завдань, якi регулюють випуск
нової криптовалюти. Прийнявши оновлену версiю алгоритму Hashcash для
процесу видобування бiткоїнiв, коригування складностi видобування, яка
управляє системою перевiрки працездатностi бiткоїна, розв’язала пробле-
му контролю iнфляцiї, яку переслiдували багато попереднiх пропозицiй
з iмплементацiї цифрової готiвки. Iншими словами, оскiльки цей механiзм
автоматично регулює складнiсть для стабiлiзацiї рiвня пропозицiї, Накамо-
то змiг розробити децентралiзовану форму цифрових грошей, яка iгнорує
будь-який центральний виконавчий орган влади, що до цього контролю-
вав рiвень iнфляцiї або забезпечував безпеку мережi. Грошово-кредитна
полiтика, яка закладена в протокол, обмежує його пропозицiю у 21 мiльйон
бiткоїнiв, i коригування складностi, яка регулює потоки енергiї, що ви-
трачаються на забезпечення безпеки мережi, представляє джерело техно-
логiчних iнновацiй бiткоїнiв. Крiм того, як Bitgold, так i b-money не вказали
консенсус-механiзми для вирiшення розбiжностей мiж вузлами або серве-
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рами з приводу реєстру, в якому зберiгатимуться всi транзакцiї у мережi.
Тодi для вирiшення розбiжностей потрiбнi були б надiйнi служби для ство-
рення та перевiрки валюти, а також централiзованi органiзацiї, якi контро-
люють вхiд в мережу, щоб захистити її вiд зловмисникiв, якi намагаються
змiнити iсторiю реєстру або двiчi витратити вiртуальнi грошi. У бiткоїнi
ця проблема вирiшується за допомогою так званого “майнiнгу” – процесу,
який був розроблений таким чином, щоб бути ресурсомiстким i обчислю-
вано складним для забезпечення незмiнностi кiлькостi видобутих блокiв iз
записами проведених транзакцiй. Замiсть того, щоб покладатися на надiйнi
сервери, якi фiксують транзакцiї по часу в бухгалтерськiй книзi – як це бу-
ло запропоновано, наприклад, в серiї наукових робiт Хабера й Сторнетти
у 1990-х роках [50] – транзакцiї iз бiткоїнами обробляються мережею “май-
нерiв”, робота яких компенсується новими бiткоїнами й комiсiями за тран-
закцiї. Упорядкованi в лiнiйнiй послiдовностi, цi блоки породжують те, що
Накамото назвав “ланцюгом часу” (time-chain), який згодом став вiдомим
як “блокчейн” (blockchain) [99].

Як показують зазначенi факти, архiтектура бiткоїна синтезує набiр
основних технiчних елементiв. Криптографiя з вiдкритим ключем, дере-
ва Меркле, криптографiчнi пiдписи та хеш-функцiї, перевiрка працезда-
тностi та iншi iдеї, отриманi в результатi розробки стiйких однорангових
мереж в галузi комп’ютерних наук, слугували будiвельним матерiалом для
архiтектури мережi бiткоїн.

1.2. Фiнансовi бульбашки бiткоїн ринку

Iсторiя бiткоїна перемежовується спекулятивними бульбашками [47].
З моменту появи першої бiржової цiни у 2010 роцi технологiчне по-
ширення бiткоїнiв можна уявити як серiю циклiв буму-спаду iз де-
далi бiльшою iнтенсивнiстю i масштабом. Ця послiдовнiсть надекспо-
ненцiального пiдвищення цiн, за якими вiдбуваються однаково винятковi
падiння, здається, йде шляхом класичного циклу галасу Gartner, яка вико-
ристовується в якостi загальної схеми представлення рiзних етапiв впрова-
дження технологiї. Цi цикли ажiотажу пiдживлювались спекулятивними
бульбашками, що, своєю чергою, призвело до масштабнiшого впроваджен-
ня технологiї. Отже, кожен цикл вiдповiдає окремим етапам впровадження
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певних iнiцiатив у бiткоїн та ринок криптовалют загалом.
Дiдьє Сорнет виокремлює п’ять основних бульбашкових крахових

станiв за довготривалу iсторiю бiткоїна [7; 53]. У 2011 роцi цiна бiткоїна
зросла з 1 долара США 14 квiтня до 28,90 долара США 9 червня. Насту-
пного року цiна зросла з 4,80 доларiв США 10 травня до 13,20 доларiв
США 15 серпня. У 2013 роцi, з 3 сiчня по 09 Квiтня, цiна бiткоїна зросла
з 13,40 долара США до 230 доларiв США. У тому ж роцi бiткоїн вирiс
з 123,20 долара США 7 жовтня до 1156,10 долара США 4 грудня. Пiсля
обвалу цiн наприкiнцi 2013 року цiна повiльно вiдновлювалася протягом
двох рокiв. 25 березня 2017 року цiна бiткоїна почала прискорюватися з
975,70 долара США до 20,089 долара США 17 Грудня 2017 року.

До цього списку також варто додати бульбашку 2021 року, коли цiна
зросла бiльш нiж на 700% за 12 мiсяцiв до рекордно високого рiвня в 69 тис.
доларiв у листопадi. Спад у листопадi 2022 року був викликаний крахом
FTX, однiєї з найбiльших свiтових криптобiрж. FTX обробляє близько 1
мiльярда транзакцiй на день.

У червнi 2022 року бiткоїн впав нижче 20 тис. доларiв. Це було викли-
кано рiшенням Celsius Network, великої американської компанiї з кредиту-
вання криптовалют, заморозити зняття коштiв i перекази, посилаючись на
“екстремальнi” умови.

Цей крок призвiв до рiзкого падiння цiн на криптовалюти, їх вартiсть
впала нижче 1 трлн доларiв вперше з сiчня 2021 року.

Ефiр, другий за величиною токен пiсля бiткоїна, подешевшав на цiлих
16% до 1177 доларiв, що є найнижчим показником iз сiчня 2021 року.

Тривале придушення криптоплатежiв Китаєм теж грає свою роль.
Також були припущення, що криптооперацiї можуть припинитися в Росiї.
До того ж вiдбулися раптовi й серйознi розпродажi основних криптовалют.
Це викликало панiку та подальшi розпродажi, оскiльки довiра споживачiв
похитнулася.

На вiдмiну вiд традицiйних iнвестицiй, таких як акцiї компанiй, де на
рух цiн цiлком можуть впливати показники бiзнесу, бiткоїн не має базово-
го активу. Це означає, що коливання його цiни ґрунтуються винятково на
припущеннях iнвесторiв про те, чи буде вiн зростати, чи падати в майбу-
тньому. У результатi можуть спостерiгатися рiзкi коливання цiни бiткоїна
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навiть протягом 24 годин.
На цей час висока iнфляцiя i криза вартостi життя змушують людей

знижувати свої iнвестицiйнi ризики, продаючи свою криптовалюту.
Також слiд виокремити ряд iнцидентiв, якi призвели до настiльки

рiзкого коливання цiн. Серед негативних факторiв можна виокремити:

• У листопадi 2022 року криптовалютна бiржа FTX постала перед тру-
днощами пiсля того, як її конкурент Binance вiдмовився вiд угоди з
купiвлi компанiї.

• Також у червнi 2022 року Binance, одна з найбiльших у свiтi кри-
птовалютних бiрж, призупинила виведення бiткоїнiв, а виконавчий
директор Чанпен Чжао звинуватив “застряглу транзакцiю”, яка ви-
кликала вiдставання.

• На початку 2022 року повiдомлялося, що Росiя може заборонити опе-
рацiї з криптовалютами. Але потiм, пiсля вторгнення в Україну, про-
лунали заклики до криптобiрж заборонити росiйськi транзакцiї.

• У травнi 2021 року глава компанiї Tesla Iлон Маск заявив, що виро-
бник електромобiлiв бiльше не буде приймати цифровi платежi через
побоювання з приводу впливу майнiнгу криптовалюти на довкiлля.

• У червнi 2021 року банкам i платiжним установам в Китаї було нака-
зано припинити дозволяти криптотранзакцiї, i китайський уряд за-
боронив видобування цих валют. Потiм, у вереснi 2021 року, всi кри-
птотранзакцiї були оголошенi незаконними, що фактично означало,
що подiбнi бiткоїни були забороненi.

• Також у червнi 2021 року тодiшнiй президент США Дональд Трамп
назвав цю криптовалюту шахрайською через її намагання конкуру-
вати з доларом за звання “валюти свiту”.

• Агенти ФБР протягом багатьох рокiв вилучали у злочинцiв мiльйони
доларiв в бiткоїнах.

• У серпнi 2021 року британський регулятор The Financial Conduct
Authority фактично внiс до чорного списку Binance, одну з
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найбiльших криптобiрж. Великi банки, такi як HSBC i Santander,
наслiдували цей приклад, заблокувавши клiєнтам здiйснення пла-
тежiв на Binance.

• У тому ж мiсяцi Мiжнародний валютний фонд випустив попередже-
ння країнам, що використовують криптовалюти в якостi законного
платiжного засобу, заявивши, що їх широке використання буде за-
грожувати “макроекономiчнiй стабiльностi” i може завдати шкоди
фiнансовiй цiлiсностi.

• Крипто-пограбування: у серпнi минулого року хакер вкрав 600
мiльйонiв доларiв пiд час кiбератаки, спрямованої на криптоплатфор-
му Poly Network, лише щоб через чотири днi повернути бiльшу части-
ну вкраденогоо, заявивши, що вони зробили це “для розваги” i щоб
“виявити вразливiсть” в системi ранiше, нiж це зробили iншi.

Також варто згадати повномасштабне вторгнення Росiї в Україну
24 лютого 2022 року. Автори цього дослiдження [14] вперше розглядають
вплив росiйсько-української вiйни на обсяг торгiвлi бiткоїнами й роблять
висновок, що росiйсько-українська вiйна перешкоджає обсягу торгiвлi
бiткоїнами. Вони дослiджують, який вигляд мав обсяг торгiвлi бiткоїнами
на перiод до вторгнення (з 23 сiчня по 23 лютого 2022 року) та в перiод
пiсля вторгнення (з 24 лютого по 16 квiтня 2022 року), i виявляють, що
вплив конфлiкту на обсяг торгiвлi бiткоїнами є бiльш виражений у перiод
пiсля вторгнення. Крiм того, у дослiдженнi розглядається, чи вiдрiзнявся
вплив на динамiку криптовалюти протягом першого тижня вторгнення (з
24 лютого 2022 року по 3 березня 2022 року) та пiсля (з 4 березня 2022
року по 16 квiтня 2022 року). З’ясовується, що вплив конфлiкту на об-
сяг торгiвлi бiткоїном бiльший пiсля першого тижня вторгнення. Нарештi,
дослiдження демонструє, що росiйсько-українська вiйна є передвiсником
динамiки бiткоїна як в короткостроковiй, так i в довгостроковiй перспе-
ктивi.

Серед негативних подiй можна виокремити й позитивнi, що
пiдштовхували цiни криптовалюти й досi продовжують утримувати ува-
гу багатьох людей. Серед основних можна виокремити такi новини:
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• У березнi 2021 року Morgan Stanley став першим великим бан-
ком США, який запропонував бiльш заможним клiєнтам доступ до
бiткоїн-фондiв, хоча й обмежений не бiльше нiж 2,5% вiд загального
чистого капiталу iнвестора.

• У червнi 2021 року, через мiсяць пiсля початку розпродажу крипто-
валют, Iлон Маск заявив, що Tesla, ймовiрно, знову буде приймати
платежi в бiткоїнах, коли бiльше нiж 50% споживаної енергiї буде
надходити з поновлюваних джерел.

• У липнi 2021 року Amazon розмiстила оголошення про вакансiю
“провiдного фахiвця з цифрової валюти й блокчейн-продуктiв”, що
викликало припущення про те, що незабаром вона прийме бiткоїн в
якостi оплати.

• У вереснi минулого року Сальвадор зробив бiткоїни законним
платiжним засобом.

• Окрiм цього Федеральна резервна система США, яка розглядала пи-
тання про запуск власної “цифрової валюти центрального банку”.

• У березнi 2022 року президент США Джо Байден видав виконавчий
указ, метою якого є координацiя дiй уряду з регулювання цифрових
активiв.

Як показує ця модель циклiчних бiткоїн-бульбашок, за кожним кра-
хом або корекцiєю йде слiдом ще бiльша бульбашка. Цiна бiткоїна пiд
час вищезгаданих бульбашок значною мiрою корелювала зi збiльшенням
лiквiдностi та з розвитком iнфраструктури, що залучало нових користу-
вачiв, таких як пiдприємцi чи спекулянти. Пiд час першої бульбашки було
надзвичайно важко торгувати бiткоїнами, якi в основному добувалися за
допомогою майнiнгу, обмiн i захист бiткоїна став вiдносно легкими пiд час
бiткоїн-бульбашки, яка досягла свого апогею в груднi 2017 року.

Таким чином, цiна бiткоїна може бути охарактеризована iєрархiєю
повторюваних i експоненцiально зростаючих бульбашок [47]. Цi бульбашки
являють собою фази нестiйких прискорюваних цiнових корекцiй, якi об-
умовленi самопiдкрiплюючим зворотнiм зв’язком великих мас людей [132].
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Хоча обвал цiн, який йде слiдом за процесами зростання [134] може бути де-
стабiлiзуючим i руйнiвним, цей тип бульбашок потрiбно розумiти як джере-
ло технологiчних iнновацiй. Залучаючи капiтал в обсязi, що перевищує той,
який був би виправданий рацiональним аналiзом витрат i вигод або стан-
дартним розрахунком дисконтованих грошових потокiв, подiбного роду
краховi стани часом мотивують до впровадження нових технологiй. При-
лив капiталу вiдбувається на раннiй стадiї, що призводить до першої хвилi
пiдвищення цiн. За динамiкою цiєї валюти слiдкує ще бiльше iнвесторiв,
залученi перспективою отримання високих прибутковостей. Це викликає
позитивний механiзм зворотного зв’язку, який пiдживлює спiралеподiбне
зростання. Бульбашки, якi iсторично породжували великi технологiчнi
iнновацiї та збої, мають спiльну центральну динамiку: фiнансування цих те-
хнологiй вiдокремлюється вiд рацiональних очiкувань економiчної вiддачi
та, вiдповiдно, призводить до зниження колективного неприйняття ризику.
Незалежно вiд кiлькiсної фiнансової вiддачi та економiчної цiнностi, буль-
башки й крахи мобiлiзують фiнансовий капiтал, необхiдний для розроб-
ки нових трансформацiйних технологiй. Ґрунтуючись на спостереженнi,
що динамiка цих бульбашок виходить з фiнансових до соцiальних си-
стем, Дiдьє Сорнетом було представлено серiю детальних тематичних
дослiджень, що присвяченi гiпотезi про соцiальнi бульбашки [48; 131].

1.3. Еконофiзика криптовалютного ринку

Фiзики вже давно цiкавляться фiнансовими ринками як практи-
чно, так i академiчно. Що стосується iнвестицiй, Iсаак Ньютон, один з
найбiльших вчених в iсторiї, як повiдомляється, iнвестував в акцiї компанiї
Пiвденного моря у 1720-х роках i втратив 20 тис. фунтiв стерлiнгiв (близь-
ко 3 мiльйонiв доларiв США в сьогоднiшнiх грошах) в результатi вибуху
сумнозвiсної бульбашки Пiвденних морiв. Його спекулятивнi зусилля при-
звели до знаменитої цитати про те, що “я можу прорахувати рух небесних
тiл, але не божевiлля людей”. У 1991 роцi Дойн Фармер разом iз Норманом
Пакардом та Джеймсом Макгiллом заснував компанiю Prediction Company
для розробки стратегiй автоматичного статистичного арбiтражу. Компанiя
була досить успiшною, але продана UBS у 2006 роцi, а потiм перепродана
Millenium Management у 2013 роцi. У 1994 роцi Жан-Фiлiп Бушо i Дiдьє
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Сорнетт спiльно заснували дослiдницьку компанiю Science & Finance, яка
у 2000 роцi була об’єднана з Capital Fund Management. Тим часом Сор-
нет покинув Science & Finance, а Бушо її очолив i став головним науковим
спiвробiтником Capital Fund Management. Iснує безлiч iнших прикладiв то-
го, як фiзики заграють з Волл-стрiт, а Еммануель Дерман є зразком для
наслiдування [30].

Iснують глибиннi взаємозв’язки мiж фiзикою та фiнансами (а також
принциповi вiдмiнностi) [54; 133], якi надихнули поколiння як фiзикiв, так i
економiстiв. Загалом фiзики сприймають фiнансовi ринки як складнi систе-
ми, i тому вони провели численнi науковi дослiдження. У 1930-х роках Ет-
торе Майорана написав статтю пiд назвою “Значення статистичних законiв
у фiзицi та соцiальних науках”, яка була опублiкована Джованнi Джентiле
молодшим у 1942 роцi пiсля його зникнення, а її англiйський переклад
зроблений Мантеньї був представлений у журналi кiлькiсних фiнансiв у
2005 роцi [82]. У 1960-х роках Бенуа Мандельброт, який згодом буде роз-
глядатися як основоположник еконофiзики, започаткував серiю праць про
розподiл доходiв [74—77; 80], розподiл коливань цiн спекулятивних активiв
[78; 79] та довгостроковi кореляцiї у фiнансових та економiчних часових
рядах iз використанням R/S аналiзу [72; 115].

На вiдмiну вiд традицiйної економiки, яка побудована на моделi
рацiонального вибору, еконофiзика запозичує модель частинок зi статисти-
чної фiзики для пояснення поведiнки соцiальних агентiв. Така модель пе-
редбачає, що смаки та уподобання агентiв не є фiксованими, а натомiсть за-
лежать вiд кооперацiї з iншими агентами [5]. Iншими словами, еконофiзика
придiляє бiльше уваги соцiальному оточенню агентiв [102]. Деякi iншi
фiзичнi моделi та концепцiї, якi зазвичай застосовуються в економiцi, вклю-
чають кiнетичну теорiю газiв, теорiю хаосу, перколяцiй та самоорганiзовану
критичнiсть.

Хоча статистична фiзика не може обiйтися без квантово-механiчних
iдей та понять, основною сферою її iнтересiв є макроскопiчний опис систем
з великою кiлькiстю частинок, динамiчна поведiнка яких не може бути зве-
дена до мiкроскопiчних динамiчних рiвнянь квантової механiки, розрахо-
ваних для окремих частинок без використання вiдповiдних статистичних
постулатiв [8]. В останнi роки спостерiгається дедалi бiльший потiк робiт, в
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яких наводяться докладнi моделi взаємодiї учасникiв ринкових процесiв i
квантово-механiчнi аналогiї, поняття та термiнологiї, заснованi на методах
опису соцiально-економiчних систем, для пояснення як приватних особли-
востей сучасної ринкової динамiки, так i економiчного функцiонування в
цiлому [90; 124; 126]. У роботах [122; 129] Соловйов i Сапцин запропонували
нову парадигму моделювання складних систем, засновану на iдеях кван-
тової, а також релятивiстської механiки. Було виявлено, що використання
квантово-механiчних аналогiй (таких як принцип невизначеностi, поняття
оператора та iнтерпретацiя квантових вимiрювань) може бути застосовано
для опису соцiально-економiчних процесiв.

Краховi та критичнi явища постiйно чинять тиск на свiтову еко-
номiку, частиною якої стали й криптовалюти. Ринок криптовалют являє со-
бою складну, нелiнiйну систему, динамiка котрої обумовлена багатьма фа-
кторами. Складнi системи складаються iз багатьох спiвзалежних агентiв,
проявом поведiнки яких є формацiя новiтнiх часових, просторових або фун-
кцiональних структур [26; 96; 143].

Кiлька дослiджень дiйшли висновку, що ринок криптовалют схиль-
ний до спекулятивних бульбашок [1; 23; 43; 49]. Таким чином, аналiз вола-
тильностi та її передбачуваностi корисний для оцiнки ринкового ризику, що
також сприяє зменшенню спекуляцiй та спекулятивних бульбашок. Коли
панує невизначенiсть, значнi змiни у волатильностi прибутковостей можуть
суттєво та негативно вплинути на iнвесторiв, якi не схильнi до ризику [12].

З моменту появи ймовiрнiсної оцiнки ризику, ризик визначався як
математичний добуток ймовiрностi подiї та деякої мiри її негативних
наслiдкiв. У фiнансовому аналiзi ризик часто вимiрюється за допомогою
дисперсiї. Тобто чим вище дисперсiя, тим бiльший ризик. Однак iсторично
дисперсiя також вважалася мiрою розсiювання, невизначеностi та засобом
оцiнки коригування моделi [31].

В емпiричних дослiдженнях ринку криптовалют моделi узагальне-
ної авторегресiйної умовної гетероскедастичностi (generalized autoregressi-
ve conditional heteroskedasticity, GARCH), включаючи асиметричнi моделi
GARCH, використовувались для моделювання волатильностi [6; 44; 67; 71],
для оцiнки значення в ризику (Value at Risk, VaR) та умовного значення
в ризику (Conditional Value at Risk, CVaR) [18]. В iнших дослiдженнях як,
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наприклад, в роботi [56], використовують методологiю векторного авто-
регресiйного моделювання (vector autoregressive modelling, VAR) для ви-
вчення взаємної iнформацiї мiж найважливiшими криптовалютами (Bi-
tcoin, Litecoin, Ripple, Ethereum та Bitcoin Cash). Стаття [136] розглядає
зв’язок мiж бiткоїном та компанiями в енергетичному та технологiчному
секторi в контекстi асиметричної багатовимiрного аналiзу. Карфедiне та
iн. [21] використовуються двовимiрнi динамiчнi моделi GARCH для вивче-
ння фiнансових властивостей криптовалют та їх динамiчного взаємозв’язку
з деякими фiнансовими та товарними активами. У статтi [146] засто-
сується пiдхiд GARCH-MIDAS для прогнозування волатильностi деяких
вiдповiдних криптовалют за допомогою рiзних частот даних. Єдиної дум-
ки про найбiльш коректної моделi немає. Однак моделi GARCH врахову-
ють лише другий момент значень прибутковостей i, таким чином, можуть
охопити лише невелику частину iнформацiйного вмiсту розподiлiв прибу-
тковостей. Те саме вiдбувається з дисперсiєю, яка часто використовується
для оцiнки волатильностi, фiнансового ризику та невизначеностi. Таким
чином, виникає потреба у бiльш надiйних методах оцiнки ризикiв.

Ентропiя є бiльш загальною мiрою невизначеностi, нiж дисперсiя або
стандартне вiдхилення, оскiльки вона може бути пов’язана з моментами
розподiлiв вищого порядку [31]. Багато фiнансових дослiджень застосову-
ють ентропiю для оцiнки ризику, але лише деякi зосередженi на ринку
криптовалют. Наприклад, у роботi [67] ентропiя Шеннона була застосо-
вана для оцiнки фрактальностi та випадковостi значень волатильностей
бiткоїна. Аналiз символiчних часових рядiв був використаний для обчи-
слення ентропiї Шеннона на внутрiшньоденних прибутковостях бiткоїна та
для визначення значення в ризику [107].

Значення в ризику є одним з найбiльш поширених показникiв ризику
[98]. Цей метод вказує на можливi (найгiршi) втрати в заданому часовому
iнтервалi (h) з певною ймовiрнiстю. Значення в ризику є доречним, коли
метою є мiнiмiзацiя ймовiрностi екстремальних втрат [4], але цей метод
критикували за те, що вiн не задовольняє аксiому субадитивностi для всiх
розподiлiв. Однак, вiн задовольняє цю аксiому для активiв з важкими хво-
стами розподiлу прибутковостi та чiтко визначеним середнiм значенням
[39]. Оскiльки розподiлу прибутковостей криптовалют характернi важкi
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хвости [44; 109], значення в ризику є вiдповiдною мiрою ризику для ринку
криптовалют.

В останнi роки теорiя нелiнiйних систем широко використову-
валася для розумiння основних складних процесiв, пов’язаних з по-
ведiнкою бiологiчних, екологiчних, економiчних, фiзичних, психологiчних,
фiзiологiчних динамiчних систем [15; 60; 61; 65; 94; 103—106]. Зазвичай
складнiсть спостережуваної динамiчної системи аналiзується за допомо-
гою часового ряду такої системи. Дослiдження хаосу i мультифрактальних
характеристик має значне значення при прогнозованостi часових рядiв.
З одного боку, хаотичнi системи (сигнали) можуть мати обмежену коро-
ткострокову передбачуванiсть. Разом з тим, мультифрактальнiсть i само-
подiбнiсть представляють джерело довготривалої пам’ятi, i тому можуть
призвести до приросту точностi довгострокових прогнозiв майбутнiх зна-
чень дослiджуваної системи.

Автори цiєї роботи [149] вивчали щоденнi значення волатильностi
бiткоїна з використанням старшого показника Ляпунова та мультифра-
ктального аналiзу детрендованих флуктуацiй. На основi даних методiв
вони будують моделi хаотичних нейронних мереж i демонструють пер-
спективнi результати при прогнозуваннi волатильностi криптовалюти. Та-
кайши [138] та Лахмiрi з Бекiрос [66] вивчали мультифрактальнi власти-
востi бiткоїна. Уркварт [145] вивчав ринкову неефективнiсть бiткоїна за
допомогою випадкових блукань, тодi як Барiв’єра [9] повернувшись до
цiєї ж теми, використовувала показник Херста. Гарньє та iн. [45] спо-
стерiгали впорядковану кореляцiю на ринку бiткоїна. Iснують альтерна-
тивнi погляди на бiткоїн щодо його хаотичностi та складностi. Пiлкiнгтон
[110] також вивчав бiткоїн з точки зору теорiї складностi. У цiй роботi
[148] порiвняно мультифрактальнi властивостi бiткоїна на ряду iз золо-
том, фондовими та свiтовими валютними ринками, i їхнi результати по-
казують, що ринок бiткоїна є найбiльш неефективним порiвняно з iншими.
В аналогiчному дослiдженнi Бурi та iн. [140] також перевiрили нелiнiйнi
короткостроковi й довгостроковi взаємозв’язки мiж бiткоїном, сукупними
цiнами на сировиннi товари та золото. У цiй роботi [64] дослiдники роз-
глянули адаптивну гiпотезу ринку та еволюцiйну передбачуванiсть прибу-
тковостi на ринку бiткоїнiв. Тут [63] автори також оцiнили адаптивнiсть
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довготривалої пам’ятi ряду щоденних значень волатильностi бiткоїна, во-
дночас дослiджуючи вплив обсягу торгiв на адаптивнiсть довготривалої
пам’ятi. Цзян та iн. [59] також вивчали довгострокову пам’ять бiткоїна
зi змiною в часi, використовуючи коефiцiєнт Херста. Чан i Лi [58] опира-
лись на байєсiвськi нейроннi мережi при прогнозуваннi цiн на бiткоїн. Крiм
дослiджень, пов’язаних з криптовалютою в лiтературi, хаос i його особли-
востi вже були розглянутi з великим iнтересом.

У слiд за основоположною статтею Лоренца [70], багато науковцiв
намагалися дослiдити хаос в рiзних областях. Математично Лi та Йорке
визначили три основнi властивостi хаосу: чутливiсть до початкових умов,
обмеженiсть i неперiодичнiсть. Деяка вiдносно рання робота була викона-
на Броком [16], що забезпечує строге математичне введення в тести, якi
допомагають розрiзняти випадковi та детермiнованi системи. Вiдповiднi
результати наведенi в [125].

Використання показникiв Ляпунова вивчалося на iнших ринках, та-
ких як ф’ючерсних [13]. Попри те, що iснують альтернативнi методи ви-
явлення нелiнiйностей у фiнансових часових рядах, BDS-тест отримав ши-
роке визнання. Маккензi [93] застосував BDS-тест в контекстi хаотичної
поведiнки iндексiв нацiонального фондового ринку. Однак, не будучи по-
казником хаосу, у великiй кiлькостi дослiджень цей тест використовується
в якостi доповнення. Серед них Опонг та iн. [141] вивчали поведiнку де-
яких фондових ринкiв Великобританiї, використовуючи показники Херста,
а також BDS-тест. Серлетiс i Гогас [127] вивчали хаос в обмiнних курсах
на чорному ринку Схiдної Європи, використовуючи значення показника
Ляпунова разом iз BDS-тестом. У роботi Баркуласа та iн. [10] також вико-
ристовувався BSD-тест та ряд iнших методiв.

З iншого боку, фрактальна розмiрнiсть, яка також використовується
при вивченнi хаотичних особливостей, була вперше вивчена Мандельбро-
том [73], а алгоритмiчнi реалiзацiї були вивченi в [142]. У роботi Петерса
[108] згадується можливiсть застосування теорiї хаосу та фракталiв для
аналiзу фiнансових ринкiв. Лiндсi та Кемпбелл [69] застосовували метод
“box-counting” для прогнозування банкрутств в рамках пiдходу теорiї хао-
су. З iншого боку, в данiй роботi [114] вивчали передбачуванiсть фондового
iндексу Hang Seng за допомогою мультифрактального аналiзу та методу
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box-counting.
У цiй роботi ми будемо послуговуватись ще одним методом для

аналiзу складних нелiнiйних систем – рекурентним аналiзом. Ми вико-
ристовуватимемо методологiю ковзного вiкна, щоб iдентифiкувати змiни в
динамiцi бiткоїна з плином часу. У лiтературi є кiлька дослiджень, в яких
кiлькiсний рекурентний аналiз iз використанням ковзного вiкна застосову-
вався до фiнансових часових рядiв. У данiй статтi [11] автори застосували
кiлькiсний рекурентний аналiз до щоденних значень щодо iндексiв 23 роз-
винених фондових ринкiв та тих 23 ринкiв, що знаходяться на стадiї роз-
витку за перiод з сiчня 1995 по грудень 2009 року. Використовуючи ков-
зне вiкно, автори продемонстрували, що пiд час критичних економiчних
подiй, таких як бульбашка доткомiв, азiйська фiнансова криза i криза 2008
року спостерiгається зниження ламiнарностi системи та її детермiнiзму.
Тут [111] автори дослiджували кiлька обвалiв фондового ринку з викори-
станням кiлькiсного рекурентного аналiзу i показали, що показники реку-
рентностi можуть бути використанi для виявлення ринкових бульбашок.
Автори продемонстрували, що показник ламiнарностi може бути викори-
станий для диференцiацiї рiзних перiодiв ринку, таких як нормальне фун-
кцiонування, нестабiльнiсть, критичний перiод i релаксацiя. У данiй ро-
ботi [123] авторами розглянуто двоє iндексiв iндiйського фондового ринку
за перiод з 2 сiчня 2002 року по 10 жовтня 2013 року з використанням
рекурентного аналiзу. Автори дiйшли висновку, що iндiйський фондовий
ринок має хаотичний характер. Крiм того, вони продемонстрували, що де-
термiнiзм ринкiв зазнав спаду пiд час кризи 2008 року та європейської
боргової кризи 2010 року. Автори прийшли до висновку, що пiсля кризи
низькоякiсної iпотеки 2008 року ринок перебував у турбулентному станi.
Крiм того, автори дослiджували змiну показника ламiнарностi з ходом ча-
су. Вони також показали спад ламiнарностi пiд час кризи 2008 року. Молонi
та Рагавендра [95] використовували рекурентний пiдхiд для аналiзу проми-
слового iндексу Доу-Джонса. Авторiв особливо цiкавили подiї 1929, 1973,
2000 та 2007 рокiв. Автори виявили, що показники рекурентностi спада-
ють незадовго до ринкових криз або поблизу них. Це означає, що навколо
кризових станiв динамiка ринку втрачає свою детермiновану структуру.
Автори виявили фазовi переходи, коли ринок переходить з бичачого стану
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до ведмежого.
Мiри складностi на основi еконофiзичного iнструментарiю повиннi

так чи iнакше реагувати на такi кризовi явища крипторинку. Ключовою
iдеєю тут є гiпотеза про те, що складнiсть системи має змiнюватись до на-
стання аномальної подiї i фактично в час її виникнення. Той чи iнший
стан системи має сигналiзувати про вiдповiдний ступiнь її складностi,
якщо данi мiри здатнi кiлькiсно оцiнити певнi закономiрностi. Представ-
лений iнструментарiй характеризуватиметься своєю динамiчнiстю, тобто
можливiстю вiдстежувати змiни обраної мiри з ходом часу i зiставляти її
сигнали з динамiкою вихiдного часового ряду.

Отже зрозумiло, що на ринках спостерiгається значна кiлькiсть
iнвесторiв, що розпродають i прагнуть оптимiзувати свої фiнансовi порт-
фелi коштом менш ризикованих активiв. Це призводить до високої вола-
тильностi типової для кризових перiодiв. Економiчний ключ до запобiгання
такої активностi може полягати в криптовалютах i побудовi ефективних
iндикаторiв можливих критичних станiв, якi гарантуватимуть iнвесторам
i трейдерам значну мiнiмiзацiю своїх ризикiв. Протягом багатьох рокiв цей
актив обговорювався великою кiлькiстю людей, вiн пережив значнi змiни за
такий короткий перiод, багато людей вiрять у нього, i в результатi загаль-
ний ринок криптовалют склався в досить складну та самоорганiзовану си-
стему. Подiї зовнiшнього свiту знаходять вiдображення в динамiцi крипто-
валют, i вiдповiдна iнформацiя, яка закодована в часових рядах криптова-
лютного ринку, може бути вилучена [17; 113; 116]. В умовах нестабiльностi
фiнансових ринкiв важливо вибирати такi показники складностi, якi змо-
жуть надати нам передчасну iдентифiкацiю потенцiйний криз.

Висновки до роздiлу 1

1. Ринок криптовалют являє собою складну, самоорганiзовану систему,
яку в бiльшостi випадкiв можна розглядати або як складну мережу
ринкових агентiв, або як iнтегрований вихiдний сигнал цiєї мережi –
часовий ряд, наприклад, цiн на окрему криптовалюту. Дослiдження
коливань цiн криптовалют, що проводиться на мiжнародному рiвнi,
ускладнено взаємодiєю багатьох факторiв, включаючи попит i пропо-
зицiю на ринку, обмiнний курс долара США, стан фондового ринку,
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вплив злочинностi, тiньового ринку i тиск регулятора фiатних гро-
шей, що вносить високий рiвень шуму в данi криптовалют. Отже,
цiни на криптовалюти демонструють такi складнi характеристики
волатильностi, як нелiнiйнiсть i невизначенiсть, якi важко прогнозу-
вати, i будь-якi отриманi результати є невизначеними. Таким чином,
прогнозування цiн на криптовалюти залишається надзвичайно акту-
альною задачею.

2. Оглянуто iсторiю ринку криптовалют, що пiдтверджує твердження
про те, що бiткоїн являє собою технологiчний прорив. Бiткоїн – це
радикальна технологiчна iнновацiя, що представляється поєднанням
iдей та технологiй Накамото, якi ранiше iснували в рiзних i ранiше
невiдомих широкому колу людей областях. Сам Сатошi Накамо-
то представив систему взаємопов’язаних технiко-економiчних циклiв
зворотного зв’язку, якi пiдживлюють його цiннiсть, безпеку та мере-
жну структуру.

3. Пiсля здiйсненого аналiзу робiт присвячених криптовалютному рин-
ку, пересвiдчились, що ринок криптовалют – це складна самоор-
ганiзована система, що сформована зi складної мережi скоордино-
ваних агентiв. Новiтнi часовi, просторовi або функцiональнi структу-
ри є результатом цiєї складної взаємодiї. Цiни на криптовалюти де-
монструють високий рiвень нелiнiйностi, невизначеностi та волатиль-
ностi [2; 20]. Тому прогнозування цiн на криптовалюти представля-
ється дуже нетривiальною задачею [28]. Результуюча нелiнiйна ди-
намiка фiнансових активiв i, зокрема, криптовалют стала привертати
до себе увагу багатьох науковцiв, що призвело до чисельної кiлькостi
дослiджень присвячених цим хаотичним системам. Видно, що кри-
пторинок було дiагностовано за допомогою рiзних як лiнiйних, так
i нелiнiйних методiв. Поки що одним iз найменш дослiджених ме-
тодiв теорiї складностi є iнструментарiй рекурентного аналiзу. Про-
те, як показують роботи присвяченi фондовим iндексам, рекурентний
аналiз представляє ефективнi кiлькiснi показники для iдентифiкацiї
критичних змiн у динамiцi системи.
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РОЗДIЛ 2
МЕТОДОЛОГIЯ РЕКУРЕНТНОГО

АНАЛIЗУ ДЛЯ ДОСЛIДЖЕННЯ ЯВИЩ
СКЛАДНОСТI

2.1. Методологiя реконструкцiї фазового простору

Системи в природi або технiцi зазвичай iснують або у
квазiстацiонарних станах. Складнiсть цих процесiв (нелiнiйних, з багатьма
пов’язаними змiнними, зашумлених i т.д.) не пiддається осмисленому
аналiзу. Проте, наближений iз певною точнiстю опис цих процесiв за-
лишаються важливим напрямком серед численних наукових дисциплiн
(наприклад, метеорологiї). Тою мiрою, в якiй системи є детермiнованими
(керованими правилами), все ще залишається надiя i завдання опису
динамiчних системних змiн до такої мiри, щоб можна було передбачати
майбутнi стани системи (наприклад, робити прогнози). Практично зви-
чайна мета полягає в тому, щоб знайти математичнi моделi, якi можуть
бути адаптованi до реальних процесiв (iмiтацiя) i потiм використанi
для вирiшення поставлених завдань. Вимiрювання стану та подальший
аналiз даних є першими кроками до розумiння положення процесу. Добре
вiдомими й схваленими методами аналiзу даних є тi, якi заснованi на
лiнiйних концепцiях, таких як метод моментiв, кореляцiйний аналiз,
спектральний аналiз або метод головних компонент тощо. Проте, за
останнi два десятилiття цей набiр аналiтичних методiв поповнився мето-
дами теорiї нелiнiйної динамiки. Деякий з цих нових методiв заснованi
на топологiчному аналiзi фазового простору основної динамiки або на
вiдповiднiй їй реконструкцiї [61; 139].

Стан системи може бути описаний змiнними стану

x1(t), x2(t), ..., xd(t). (2.1)

Змiннi стану d в момент часу t утворюють вектор ~X(t) у d-вимiрному
просторi, який називається фазовим простором. Цей вектор рухається у
часi та напрямку, який задається його вектором швидкостi
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~̇X = ∂t ~X(t) = F(x). (2.2)

Часова послiдовнiсть векторiв фазового простору утворює трає-
кторiю (траєкторiя фазового простору, орбiта). Поле швидкостей F(x) є
дотичним до цiєї траєкторiї. Для автономних систем траєкторiя не по-
винна перетинатися сама з собою. Часова еволюцiя траєкторiї пояснює
динамiку системи, тобто атрактор системи. Якщо вiдомо F(x), стан у
даний момент часу може бути визначено шляхом iнтегрування системи
рiвнянь (2.2). Однак графiчна вiзуалiзацiя траєкторiї дозволяє визначити
стан без iнтегрування рiвнянь. Форма траєкторiї дає уявлення про систему;
перiодичнi або хаотичнi системи мають характернi фазовi портрети.

Спостереження за реальним процесом зазвичай не дає всiх можливих
змiнних стану. Або вiдомi не всi змiннi стану, або не всi з них можуть бути
вимiрянi. Найчастiше доступне лише одне спостереження x(t). Оскiльки
вимiрювання призводять до дискретних часових рядiв, спостереження бу-
дуть записанi у виглядi xi, де t = i∆t, а ∆t – це частота дискретизацiї
вимiрювання.

Зв’язки мiж компонентами системи означають, що кожен окремий
компонент мiстить важливу iнформацiю про динамiку всiєї системи. От-
же, еквiвалентна траєкторiя у фазовому просторi, яка зберiгає топологiчнi
структури вихiдної траєкторiї, може бути вiдновлена з використанням
тiльки одного спостереження або часового ряду [46; 139]. Найчастiше ви-
користовуваний метод для реконструкцiї такої траєкторiї ~X(t) – це метод
часової затримки:

~X(t) =
(
xi, xi+τ , ..., xi+(dE−1)τ

)
, (2.3)

де dE – це розмiрнiсть вкладень, τ – це часова затримка.
Збереження топологiї вихiдного фазового простору гарантується,

якщо dE ≥ 2d+1, де d – це розмiрнiсть атрактора [139]. Було доведено, що
для детермiнованих динамiчних систем вiдновлений таким чином фазовий
простiр топологiчно еквiвалентний вихiдному простору, якщо dE > 2Df ,
де Df – фрактальна розмiрнiсть iнварiантної мiри, що генерується ди-
намiкою в iстинному (але часто не бiльше, нiж частково спостережува-
ному) просторi станiв. Звернiть увагу, що Df може бути набагато менша
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за розмiр базового вихiдного (фiзичного) фазового простору, охопленого
всiма вiдповiдними системними змiнними.

Обидва параметри часових вкладень, розмiрнiсть dE i затримка τ ,
повиннi бути обранi вiдповiдним чином. Для визначення найменшого до-
статнього розмiру вкладення можуть бути застосовнi рiзнi пiдходи [19; 41;
61; 62].

2.2. Аналiз динамiчних систем iз використанням ре-

курентних дiаграм

Природнi процеси можуть демонструвати характерну рекурентну
(повторювану) поведiнку, наприклад, перiодичнiсть, але також нерегу-
лярну циклiчнiсть. Бiльше того, рекурентнiсть станiв розумiється в тому
сенсi, що фазовi траєкторiї системи предстають доволi близькими одна до
одної через деякий промiжок часу. Рекурентнiсть є фундаментальною вла-
стивiстю детермiнованих динамiчних систем i є типовою для нелiнiйних
або хаотичних систем [3; 103; 112].

Формальна концепцiя рекурентностi була введена Анрi Пуанкаре в
його фундаментальнiй роботi 1890 року [112]. Розглядаючи обмежену за-
дачу трьох тiл, вiн зазначав: “у цьому випадку, нехтуючи деякими виня-
тковими траєкторiями, виникнення яких нескiнченно малоймовiрно, мо-
жна показати, що система повертається нескiнченно багато разiв до свого
початкового стану” [112]. Хоча в наступнi роки була проведена велика ма-
тематична робота, новаторськiй роботi Пуанкаре та його вiдкриттю кон-
цепцiї рекурентностi довелося чекати понад 70 рокiв до виникнення швид-
ких i ефективних комп’ютерiв. Використання потужних обчислювальних
можливостей комп’ютерiв сприяло розвитку теорiї хаосу i дозволило ви-
вчати новi системи.

2.2.1. Дослiдження рекурентної поведiнки на основi класичних
рекурентних дiаграм

Рекурентнiсть в динамiцi динамiчної системи можна вiзуалiзувати за
допомогою рекурентних дiаграм (recurrence plots, RP), уведених Екманом
у 1987 роцi [34]. Рекурентна дiаграма представляє моменти часу, коли тра-
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єкторiї фазового простору ~X(i) починають повторюватись. Компонентами
цих векторiв можуть бути, наприклад, положення i швидкiсть маятника
або такi величини, як температура, тиск повiтря, вологiсть, i навiть те-
перiшнi й попереднi значення криптовалютного iндексу.

Початковим намiром було надати iнструмент, який може легко за-
безпечити розумiння рiзноманiтних процесiв, що протiкають у багато-
вимiрних динамiчних системах, траєкторiї яких у фазовому просторi в
iншому випадку дуже важко вiзуалiзувати [34; 83]. Рекурентна дiаграма
дозволяє дослiджувати траєкторiю dE-вимiрного фазового простору через
двовимiрне представлення його рекурентних станiв (рис. 2.1). Збiжнiсть
траєкторiї в момент часу i з iншою траєкторiєю в момент часу j можна
представити у двовимiрнiй двiйковiй матрицi R, де обидвi осi представля-
ються осями часу [119]:

R(i, j)dE ,ε = Θ
(
ε−

∥∥ ~X(i)− ~X(j)
∥∥) , ~X(i) ∈ RdE , i, j = 1, ..., N, (2.4)

де N – це кiлькiсть врахованих траєкторiй фазового простору ~X(i); ε –
пороговий радiус багатовимiрного кола з центром у точцi ~X(i),

∥∥ · ∥∥ – нор-
ма для визначення вiдстанi мiж траєкторiями (станами), i Θ(·) – функцiя
Гевiсайда.

Оскiльки, згiдно з визначенням, R(i, i) = 1, рекурентна дiаграма
мiстить головну чорну дiагональну лiнiю – лiнiю iдентичностi (line of
identity, LOI), з кутом нахилу π/4. Слiд зазначити, що окремо взята реку-
рентна точка R(i, i) не представляє жодної iнформацiї про поточний стан
системи в моменти часу i та j. Лише зi сукупностi всiх точок можна нада-
ти конкретну характеристику стосовно поведiнки дослiджуваної системи у
фазовому просторi [52; 119; 121].

На практицi марно i значною мiрою неможливо знайти повну реку-
рентнiсть ( ~X(i) ≡ ~X(j))). Наприклад, надалi стани певної хаотичної си-
стеми не будуть повторюватись повнiстю, але наближатимуться до поча-
ткового стану як завгодно близько. Отже, рекурентнiсть можна визначити
як достатню близькiсть стану ~X(i) до ~X(j). Це означає, що тi траєкторiї
~X(j), якi потрапляють в dE-вимiрну околицю радiуса varepsilon iз цен-
тром в ~X(i), є рекурентними. Цi траєкторiї ~X(j) будуть називаються ре-
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курентними точками. Представлене визначення математично визначається
рiвнянням (2.4) через функцiю Гевiсайда та його аргумент εi.

У початковому визначеннi рекурентних дiаграм околиця являє собою
кулю (тобто використовується евклiдова норма), i її радiус обраний таким
чином, щоб вiн мiстив фiксоване число найближчих станiв ~X(j) [34]. При
такiй околицi радiус εi змiнний для кожного стану ~X(i) (i = 1, ..., N) та
R(i, j) 6= R(j, i), оскiльки околицi ~X(i) не обов’язково повиннi збiгатися з
околицями ~X(j). Зазначена властивiсть призводить до асиметричної ре-
курентної дiаграми, але всi стовпцi матимуть однакову щiльнiсть роз-
подiлу рекурентних точок. Ми позначаємо цю близькiсть як фiксовану
кiлькiсть найближчих сусiдiв (fixed amount of nearest neighbors, FAN).
Однак, найбiльш часто використовуванi означення сусiдства полягають у
використаннi певної метрики

∥∥·∥∥ та фiксованого радiуса εi = ε, ∀i. Метрика
i фiксований радiус гарантують, що R(i, j) = R(j, i). Тобто, в цьому випад-
ку рекурентна дiаграма представлятиметься симетричною. Тип сусiдства,
який слiд використовувати, залежить вiд конкретно поставленої задачi [86;
119]. Наприклад, фiксована кiлькiсть найближчих сусiдiв корисна для не-
стацiонарних даних, для дослiдження двовимiрної рекурентностi з вико-
ристанням крос-рекурентних дiаграм або порiвняння рекурентних дiаграм
рiзних систем, оскiльки нема потреби заздалегiдь нормалiзувати часовi ря-
ди [119].

2.2.2. Бiварiативне доповнення рекурентного аналiзу крос-
рекурентними дiаграмами

Крос-рекурентна дiаграма (cross-recurrence plot, CRP) – це
бiварiативне доповнення класичних рекурентних дiаграм, що було введено
для дослiдження подiбностi еволюцiї двох рiзних фазових просторiв [88;
150]. Iншими словами, крос-рекурентна дiаграма демонструє всi моменти,
коли траєкторiя фазового простору першої системи опиняється приблизно
в тiй самiй область фазового простору, де знаходиться траєкторiя фазо-
вого простору iншої системи. Довжина часових рядiв обох систем може
вiдрiзнятися, що призводить до неквадратичної крос-рекурентної матрицi.
Припустимо, у нас є двi динамiчнi системи, кожна з яких представлена
траєкторiями ~X(i) та ~Y (i) в одному d-вимiрному фазовому просторi. Ми
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знаходимо вiдповiдну матрицю крос-рекурентностей, обчислюючи попарнi
взаємнi вiдстанi мiж фазовими векторами двох систем:

CR(i, j)
~X,~Y
ε = Θ

(
ε−

∥∥ ~X(i)− ~Y (j)
∥∥) , i = 1, ..., N, j = 1, ...,M. (2.5)

Варто зазначити, що обидвi системи розглядаються в одному фазово-
му просторi, оскiльки крос-рекурентний аналiз вiдстежує тi моменти, коли
стан першої системи рекурентний зi станом iншої системи. Використову-
ючи експериментальнi данi, iнодi важко реконструювати фазовий простiр.
Якщо параметри реконструкцiї оцiнюються за двома часовими рядами, що
не є рiвними, тодi слiд опиратися на параметри довшого ряду. Однак данi,
про якi йде мова, повиннi бути отриманi з одного й того ж (або дуже схо-
жого) процесу i, фактично, повиннi представляти однакову спостережу-
вану величину. Отже, вiдновлений фазовий простiр повинен бути однако-
вим. Компоненти ~X(i) та ~Y (i) зазвичай нормалiзуються перед обчислен-
ням матрицi крос-рекурентностi, щоб обидвi системи були придатними для
порiвняння.

Оскiльки значення головної дiагоналi CR(i, i) (i = 1, ..., N) не
обов’язково рiвнi одиницi, чорна головна дiагональ зазвичай вiдсутня. Крiм
того, структури, що спостерiгаються в класичних рекурентних дiаграмах,
можуть зберiгатися i в крос-рекурентних. Лiнiї, орiєнтованi по дiагоналi,
також представляють тут великий iнтерес. Вони являють собою вiдрiзки на
обох траєкторiях, якi у деякий промiжок часу йдуть паралельно. Частота i
довжина цих лiнiй, очевидно, пов’язанi з певною залежнiстю динамiки обох
систем. Мiри, заснована на довжинах таких лiнiй, можуть бути використанi
для пошуку нелiнiйних взаємозв’язкiв мiж двома системами, якi неможли-
во виявити за допомогою класичних показникiв крос-кореляцiї [88].

Важливою перевагою крос-рекурентних дiаграм є те, що вони вияв-
ляють локальну рiзницю в еволюцiї близьких один до одного траєкторiй,
представлених вигнутими лiнiями. Тимчасове розширення або тимчасове
стиснення однiєї з траєкторiй викликає спотворення дiагональних лiнiй
[87]. Часовий зсув мiж траєкторiями призводить до змiщення лiнiї син-
хронiзацiї (line of synchronization, LOS). Отже, лiнiї синхронiзацiї двох
рядiв можуть лежати досить далеко вiд лiнiї iдентичностi крос-рекурентної
дiаграми.
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2.2.3. Аналiз синхронiзацiї систем iз використанням об’єднаних
рекурентних дiаграм

Якщо вдаватися в питання, чи мають двi системи подiбну реку-
рентну структуру, тобто чи повторюються стани двох систем синхронно,
ми використовуватимемо об’єднану рекурентну дiаграму (joint recurrence
plot, JRP) [24; 97]. Тут ми розглядаємо рекурентнiсть траєкторiй двох
систем в роздiльних один вiд одного фазових просторах даних систем, i
шукаємо моменти синхронної рекурентностi обох систем, тобто коли спо-
стерiгається об’єднана рекурентнiсть. При використаннi цього пiдходу
допустимi навiть рiзнi розмiрностi реконструйованого фазового простору
обох систем. Крiм того, можна розглянути два рiзних пороги рекурентностi
ε
~X та ε~Y для кожної системи, так що можуть застосовуватись окремi кри-

терiї для вибору порогу рекурентностi з урахуванням природи обох систем.
Об’єднана рекурентна матриця для двох систем ~X i ~Y тодi представляє-
ться добутком Адамара одиничних рекурентних дiаграм:

JR(i, j)
~X,~Y

ε ~X ,ε~Y
= Θ

(
ε−

∥∥ ~X(i)− ~X(j)
∥∥)

×Θ
(
ε−

∥∥~Y (i)− ~Y (j)
∥∥) , i, j = 1, ..., N.

(2.6)

При такому пiдходi JR(i, j) = 1, якщо траєкторiя ~X(j) першого фа-
зового простору повертається в околицi траєкторiї ~X(i) цього ж фазового
простору, i водночас траєкторiя ~Y (j) другого фазового простору поверта-
ється в околицi траєкторiї ~Y (i) цього ж другого фазового простору. Зага-
лом, дослiджується спiльна ймовiрнiсть того, що обидва рекурентнi стани
(або N рекурентних станiв у багатовимiрному випадку) виникнуть одно-
часно у своїх фазових просторах. У даному визначеннi рекурентностi не
обов’язково, щоб рекурентностi розглядалися для одних i тих же станiв
дослiджуваних систем.

Об’єднана рекурентна дiаграма iнварiантна до перестановок коорди-
нат в однiй або обох дослiджуваних систем.

До того ж, ми маємо змогу працювати з об’єднаною рекурентною
матрицею iз врахуванням часової затримки τ :
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JR(i, j)
~X,~Y

ε ~X , ε~Y ,τ
= R(i, j)

~X
ε ~X ×R(i+ τ, j + τ)

~Y
ε~Y
, i, j = 1, ..., N − τ, (2.7)

що дуже корисно для аналiзу спiвзалежних систем iз часовою затримкою
τ .

Об’єднана рекурентна дiаграма може бути використана для оцiнки
ймовiрностей спiльних рекурентних станiв i навiть умовних ймовiрностей
рекурентної поведiнки [37; 55].

2.3. Структури в рекурентних дiаграмах

Основною метою рекурентних дiаграм є вiзуалiзацiя траєкторiй фазо-
вого простору вищої розмiрностi. Структурнi закономiрностi в рекурентних
дiаграмах розкривають приховану iнформацiю про часову еволюцiю цих
траєкторiй. Iншими явними перевагами рекурентних дiаграм є те, що вони
можуть бути застосованi не тiльки до шумових даних, але й до вiдносно
нестацiонарних даних, а також i до коротких наборiв даних. Рекурентнi
дiаграми демонструють характернi купномасштабнi та дрiбномасштабнi
структури.

Крупномасштабнi структури рекурентної дiаграми можна кла-
сифiкувати як однорiднi, перiодичнi, дрифт та рiзкi змiни [34; 83]:

• Однорiднi закономiрностi характернi для стацiонарних та автоном-
них систем, в яких час релаксацiї невеликий порiвняний iз довжи-
ною ряду. Прикладом такої рекурентної дiаграми є нормально роз-
подiлений шум (рис. 2.1а).

• Рекурентнi дiаграми з дiагонально орiєнтованими перiодичними по-
вторюваними структурами (дiагональнi лiнiї) є вiдмiнною рисою
осцилюючих систем. Навiть для тих систем, осциляцiї яких нелегко
розпiзнати, можна використати рекурентний аналiз [34].

• Блiдiсть або затемнення рекурентних траєкторiй, що супроводжує-
ться вiддаленням вiд лiнiї iдентичностi (дрейф) характерне для дрей-
фуючих систем з повiльно змiнними параметрами. Таким чином,
повiльнi (адiабатичнi) змiни динамiки з часом освiтлюють верхнiй
лiвий i нижнiй правий кути рекурентної дiаграми (рис. 2.1в).
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• Бiлi областi або смуги в рекурентних дiаграмах вказують на
рiзкi змiни в динамiцi, а також на екстремальнi (аномальнi) подiї
(рис. 2.1г). У цих випадках рекурентнi дiаграми можна використову-
вати для пошуку та оцiнки екстремальних та рiдкiсних подiй шляхом
пiдрахунку частоти їх повторень.

(а) (б) (в) (г)

Рис. 2.1. Характернi топологiї рекурентних дiаграм: (а) – однорiдна (нор-
мально розподiлений шум); (б) – перiодична (генератор Ван дер Поля);
(в) – дрейф (вiдображення Iкеди з накладеною послiдовнiстю, що лiнiйно
росте); (г) – контрастнi областi або смуги (узагальнений броунiвський рух)
(запозичено з [120]).

Ретельний огляд рекурентних дiаграм дозволяє виявляти
дрiбномасштабнi структури, якi складаються з комбiнацiї iзольованих
точок (випадкових або екстремальних подiй), точок, що утворюють
дiагональнi лiнiї (детермiнованi структури), а також розподiлу верти-
кальних/горизонтальних лiнiй або точок, що характеризують незмiнюванi
(ламiнарнi, сингулярнi) стани. Цi дрiбномасштабнi структури є основою
для кiлькiсного аналiзу рекурентних дiаграм.

• Одиничнi, iзольованi рекурентнi стани можуть виникати, якщо ста-
ни рiдкiснi, не персистентнi протягом будь-якого часу або якщо вони
мають сильнi флуктуацiї. Однак вони не є унiкальною ознакою ви-
падковостi чи шуму.

• Дiагональнi лiнiї R(i + k, j + k) = 1 (для k = 1, ..., d, де d – це дов-
жина дiагональної лiнiї) виникають коли траєкторiя вiдвiдує одну i
ту ж область фазового простору в рiзнi моменти часу. Довжина цiєї
дiагональної лiнiї визначається тривалiстю такої подiбної локальної
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еволюцiї сегментiв траєкторiї. Напрямок цих дiагональних структур
може вiдрiзнятися. Дiагональнi лiнiї, паралельнi лiнiї iдентичностi
(пiд кутом π/4), представляють паралельне проходження траєкторiй
за один i той самий час еволюцiї. Дiагональнi структури, перпенди-
кулярнi лiнiї iдентичностi, представляють паралельне проходження
траєкторiй з протилежними часами (дзеркальнi сегменти; це часто
є пiдказкою, що реконструкцiю фазового простору було здiйснено
неправильно). Довжини дiагональних лiнiй в рекурентнiй дiаграмi
безпосередньо пов’язанi зi спiввiдношенням детермiнiзму або перед-
бачуваностi. Якщо система передбачувана, тобто для станiв що є ре-
курентними, ймовiрнiсть для R(i + k, j + k) = 1 (ймовiрнiсть мати
схоже майбутнє) доволi велика. Таким чином, iдеально передбачу-
ванi системи мали б нескiнченно довгi дiагональнi лiнiї в рекурентнiй
дiаграмi. Для стохастичних систем ситуацiя зворотна: ймовiрнiсть
для R(i + k, j + k) = 1 дуже низька. Тобто, ми знаходимо лише
окремi точки або короткi лiнiї. Якщо система хаотична, близькi ста-
ни в майбутньому будуть розходитися експоненцiально швидко. Чим
швидша розбiжнiсть, тобто чим вище показник Ляпунова, тим коро-
тшi дiагональнi лiнiї.

• Вертикальнi (горизонтальнi) лiнiї R(i, j + k) = 1 (для k = 1, ..., v,
де v – довжина вертикальної лiнiї) визначає промiжок часу, протягом
якого стан системи не змiнюється або змiнюється дуже повiльно. Схо-
же, що система на якийсь час “заморозилась”. Це типова поведiнка
ламiнарних станiв (переривчастiсть) або систем, якi застрягли в станi
сингулярностi. Такi структури можуть виявляти розриви в сигналi,
якi вiщують про особливi стани системи.

• Бiлi вертикальнi (горизонтальнi) лiнiї R(i, j + k) = 0 (для k =

1, ..., w, де w – це довжина бiлої вертикальної лiнiї) постають на про-
тивагу чорним вертикальним лiнiям. Вони слугують оцiнкою часу
рекурентностi, який фiксує перiод, що минув, поки система не по-
вернулась до рекурентного стану. Подiбно до чорних вертикальних
лiнiй, кожна бiла вертикальна лiнiя має дзеркальний аналог тiєї ж
довжини, але з горизонтальним вирiвнюванням. Ця властивiсть ви-
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конується, якщо рекурентна матриця симетрична.

Рис. 2.2. Основнi концепцiї рекурентного аналiзу. Вiдображена дiаграма
рекурентностi базується на часовому ряду, що було реконструйовано до 11
реконструйованих векторiв, вiд ~X(0) до ~X(10). Видiлено дiагональну лiнiю
довжиною d = 3, вертикальна лiнiя довжиною v = 3 i бiлу вертикальну
лiнiю довжиною w = 5 (запозичено з [117]).

Вiзуальна iнтерпретацiя рекурентних дiаграм вимагає певного до-
свiду. Вивчення рекурентних дiаграм парадигматичних систем дає пов-
не уявлення про характерну типологiю та структуру. Однак їх кiлькiсна
оцiнка пропонує бiльш об’єктивний спосiб оцiнки дослiджуваної системи.
Кiлькiснi мiри рекурентностi надають неупереджене представлення реку-
рентних дiаграм.

2.4. Кiлькiсний аналiз рекурентних дiаграм

Вiзуально рекурентнi дiаграми можуть надати деякi кориснi
вiдомостi про динамiку динамiчних систем. Однак графiчне представ-
лення з недостатньою роздiльною здатнiстю для вiдображення мають
той недолiк, що користувачi змушенi суб’єктивно iнтуїтивно сприймати й
iнтерпретувати закономiрностi та структури, що представленi в дiаграмi
рекурентностi. Якщо у дослiдникiв рiзний досвiд роботи з рекурентним
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аналiзом, тодi кожен може сприймати феномени по-рiзному. Щоб подола-
ти суб’єктивiзм цiєї методологiї, Збiлут та Веббер запровадили кiлькiснi
мiри для визначення рекурентностi [147; 151; 152]. Вони визначили набiр
iз п’яти iндикаторiв рекурентностi, якi функцiонували як мiри складностi,
заснованi на розподiлi дiагональних лiнiй в рекурентних дiаграмах, i нада-
ли представленiй методологiї назву кiлькiсний аналiз рекурентних дiаграм
(recurrence quantification analysis, RQA).

2.4.1. Кiлькiснi мiри на основi щiльностi розподiлу рекурентних
точок

Найпершою та найпростiшою мiрою кiлькiсного рекурентного
аналiзу є вiдсоток рекурентностi (percent recurrence, REC) або частота
рекурентностi (recurrence rate, RR):

RR =
1

N 2

N∑
i,j=1

R(i, j), (2.8)

яка просто пiдраховує кiлькiсть рекурентних точок у рекурентної дiаграми,
виключаючи лiнiю iдентичностi. Ця мiра визначає вiдносну щiльнiсть ре-
курентних точок у дiаграмi. По-iншому, вона визначає ймовiрнiсть те-
перiшнього стану системи бути в станi рекурентностi при N →∞:

P = lim
N→∞

RR(ε,N). (2.9)

З iншого боку, RR для крос-рекурентних дiаграм вiдповiдатиме крос-
кореляцiйнiй сумi [92]:

CC2(ε) =
1

N 2

N∑
i,j=1

CR(i, j), (2.10)

i мiра частоти рекурентностi для об’єднаної рекурентної дiаграми з n си-
стем вiдповiдатиме об’єднанiй кореляцiйнiй сумi:

JC2

(
ε(1), ..., ε(n)

)
=

1

N 2

N∑
i,j=1

n∏
k=1

R(i, j)
~X(k)

(
ε(k)
)
. (2.11)
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2.4.2. Мiри на основi розподiлу дiагональних лiнiй

Наступна мiра опирається на розподiл дiагональних сегментiв дов-
жини d, де гiстограма довжин дiагональних лiнiй може бути визначена як

P (d) =
N∑

i,j=1

[1−R(i− 1, j − 1)] [1−R(i+ d, j + d)]
d−1∏
k=0

R(i+ k, j + k).

(2.12)
Частка дiагональних фрагментiв мiнiмальної довжини dmin визнача-

ється мiрою детермiнiзму (determinism, DET ):

DET =
N∑

d=dmin

d · P (d)
/ N∑

i,j=1

R(i, j). (2.13)

Системи, яким властива детермiнована динамiка, характеризуються
значним розподiлом дiагональних лiнiй рiзної довжини. Для перiодичних
сигналiв дiагональнi лiнiї довгi. Для хаотичних сигналiв дiагональнi лiнiї
короткi. Для стохастичних сигналiв дiагональнi лiнiї вiдсутнi, за винятком
випадкових повторень, що утворюють дуже короткi лiнiї. DET можна
iнтерпретувати як мiру передбачуваностi системи. Параметр dmin задає
нижню границю визначення лiнiй рекурентної дiаграми. Порогове значе-
ння dmin виключає дiагональнi лiнiї, якi утворюються в результатi тан-
генцiального руху траєкторiї у фазовому просторi. Як правило, dmin = 2.
Якщо dmin = 1, DET та RR iдентичнi. Для dmin > 2 цей параметр слу-
жить фiльтром, виключаючи коротшi лiнiї та зменшуючи DET , що доволi
корисно для вивчення деяких динамiчних систем. Варто враховувати, що
занадто велике значення dmin може погiршити гiстограму P (d) i, отже,
надiйнiсть вимiрювання загального детермiнiзму системи.

Iнша мiра кiлькiсного аналiзу враховує довжину найдовшої
дiагональної лiнiї Dmax знайденої на рекурентнiй дiаграмi:

Dmax = max
(
{di}Nd

i=1

)
, (2.14)

де Nd =
∑

d≥dmin
P (d) представляє загальну кiлькiсть дiагональних лiнiй.

Опираючись на максимальну довжину дiагональних лiнiй, ми можемо зна-
йти її зворотне значення – дивергенцiю (divergence, DIV ):
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DIV = 1
/
Dmax. (2.15)

Спираючись на Dmax, ми маємо змогу визначити максимальний
перiод передбачуваностi дослiджуваної системи, тобто, дiагональнi стру-
ктури демонструють перiод часу при якому сегмент траєкторiї знаходиться
досить близько до iншого сегмента траєкторiї в iнший момент часу. Зворо-
тне значення до максимальної довжини дiагональних лiнiй надає розумiння
про швидкiсть та тривалiсть розбiжностi дослiджуваних траєкторiй. Чим
менше Dmax, тим сильнiша розбiжнiсть траєкторiї. Чим Dmax бiльша, тим
ближче збiгаються траєкторiї фазового простору один до одного. Виходя-
чи з цiєї iдеї, очевидно, що iснує взаємозв’язок мiж найбiльшим позитив-
ним показником Ляпунова i Dmax. Дiйсно, взаємозв’язок може бути зна-
йдений шляхом розгляду (кумулятивного) частотного розподiлу довжин
дiагональних лiнiй та K2 ентропiї, що є нижньою границею суми позитив-
них показникiв Ляпунова [119].

Близькою до Dmax є середня довжина дiагональної лiнiї Dmean

(average diagonal line length):

Dmean =
N∑

d=dmin

d · P (d)
/ N∑

d=dmin

P (d), (2.16)

яка в свою чергу характеризує середнiй перiод часу при якому двi трає-
кторiї фазового простору знаходяться в достатнiй близькостi один до одно-
го. Цю мiру можна iнтерпретувати як середнiй час при якому система за-
лишається передбачуваною.

Для вiдповiдних дiагональних сегментiв є можливiсть розрахувати
очiкувану кiлькiсть iнформацiї, що може бути отримана iз розподiлу дов-
жин дiагональних лiнiй. Ця мiра буде мати назву Шенонiвська ентропiя
частотного розподiлу дiагональних лiнiй DLEn (Shannon entropy of the
frequency distribution of the diagonal line lengths):

DLEn = −
N∑

d=dmin

p(d) ln p(d), (2.17)
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де

p(d) = P (d)
/ N∑

d=dmin

P (d). (2.18)

Вiдповiдна мiра є показником складностi дослiджуваної системи.
Вищi значення DLEn характеризують вищу складнiсть або невпоряд-
кованiсть дослiджуваних систем. Для некорельованого шуму чи осци-
ляцiй очiкується мале значення Шенонiвської ентропiї розподiлу дов-
жин дiагональних лiнiй. Мале значення цiєї ентропiї також означатиме,
що розподiл довжин дiагональних лiнiй представляється асиметричним:
iснує невеличка частка дiагональних лiнiй певної довжини, якi є при-
домiнуючими в системi. Разом з тим, зi зростанням DLEn, очiкується
бiльш рiвномiрний розподiл довжин зазначених лiнiй. Тобто, перiод пе-
редбачуваностi дослiджуваної системи характеризується рiзними ступе-
нями прогнозованостi. Можна також зазначити, що DLEn залежить вiд
кiлькостi iнтервалiв групування i тому чутливе до пiдбору параметрiв ре-
курентного аналiзу (наприклад, рiзних порогiв рекурентностi ε, рiзних зна-
чень dmin тощо).

Ще один показник, коефiцiєнт (ratio, DET/RR), був визначений
як спiввiдношення мiж мiрами передбачуваностi DET та частоти реку-
рентностi RR [147]. Цю мiру можна обчислити на основi числа P (d)

дiагональних лiнiй довжини d наступним чином:

RATIO = DET/RR = N 2
N∑

d=dmin

d · P (d)
/ ( N∑

d=1

d · P (d)

)2

. (2.19)

Евристичне дослiдження показало, що це спiввiдношення може бу-
ти використано для виявлення прихованих закономiрностей в динамiцi
фiзiологiчних часових рядiв; пiд час певних типiв якiсних переходiв RR
зменшувався, тодi як DET залишався незмiнним [147].

Не менш важливими є кiлькiснi мiри, що опираються на розподiл вер-
тикальних лiнiй рекурентної дiаграми, якi й представляє наступний роздiл.

P (v) =
N∑

i,j=1

[1−R(i, j − 1)] [1−R(i, j + v)]
v−1∏
k=0

R(i, j + k). (2.20)
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У системах безперервного часу, дискретизованих з досить високою
часовою роздiльною здатнiстю i з вiдповiдним великим порогом ε, бiльша
частина цих вертикальних лiнiй зазвичай вiдповiдає тангенцiальному ру-
ху траєкторiї у фазовому просторi (рис. 2.3). Однак не всi елементи цих
множин належать до тангенцiального руху. Наприклад, всупереч тому, що
на дiаграмах вiдсутнiй тангенцiальний рух, ми знаходимо вертикальнi лiнiї
в їх рекурентних дiаграмах, наприклад, за наявностi ламiнарних станiв в
переривчастих режимах. Крiм того, у системах з двома рiзними часовими
масштабами ми могли б виявити вертикальнi лiнiї через кiнцевий розмiр
порогу ε, а не через тангенцiальний рух. Iнодi точки, що стосуються тан-
генцiального руху, називаються точками перебування (sojourn points) [32].

Рис. 2.3. Стани наступного моменту часу можуть потрапляти в околицi
стану в момент i, представляючи штучнi рекурентностi (сiрi точки). Це
називається тангенцiальним рухом, i такi точки називаються точками пе-
ребування (запозичено зi [120]).

Частка рекурентних точок, що формують структури з вертикаль-
них лiнiй можуть бути використаннi, щоб розрахувати мiру ламiнарностi
(laminarity, LAM):

LAM =
N∑

v=vmin

d · P (v)
/ N∑

v=1

v · P (v). (2.21)

Обчислення iндикатору ламiнарностi виконується для тих вертикаль-
них лiнiй довжина яких перевищують мiнiмальну довжину vmin, щоб змен-
шити вплив тангенцiального руху. Для кiлькiсного аналiзу vmin = 2
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є оптимальним значенням. Мiра ламiнарностi представляє виникнен-
ня ламiнарних станiв у системi без опису тривалостi цих ламiнарних
фаз. LAM спадатиме при збiльшеннi iзольованих рекурентних точок
у порiвняннi з вертикальними структурами. Зi збiльшенням цiєї мiри,
збiльшується i ймовiрнiсть перебування системи в ламiнарному станi.

Iнша мiра кiлькiсного аналiзу враховує максимальний перiод перебу-
вання системи в ламiнарному станi – максимальна довжина вертикальних
лiнiй Vmax (maximal length of the vertical lines):

Vmax = max
(
{vi}Nv

i=1

)
, (2.22)

де Nv =
∑

v≥vmin
P (v) представляє загальну кiлькiсть вертикальних лiнiй,

довжина яких перевищує vmin. За аналогiєю до (2.15), опираючись на ма-
ксимально довжину вертикальної лiнiї, ми можемо знайти її зворотне зна-
чення – дивергенцiю вертикальних лiнiй (vertical line divergence, V DIV ):

V DIV = 1
/
Vmax. (2.23)

Опираючись на Vmax, ми маємо змогу визначити максимальний
перiод незмiнюваностi дослiджуваної системи. Зворотне значення до ма-
ксимальної довжини дiагональних лiнiй надає розумiння про швидкiсть
та тривалiсть розбiжностi дослiджуваних траєкторiй. Чим менше Vmax,
тим сильнiше вiдходження траєкторiї вiд ламiнарних процесiв i тим ди-
намiчнiша (аномальнiша) поведiнка системи. Чим Vmax бiльша, тим ближче
збiгаються траєкторiї фазового простору один до одного.

Середня довжина вертикальних структур може бути представлена як

TT =
N∑

v=vmin

v · P (v)
/ N∑

v=vmin

P (v), (2.24)

яка має назву час затримки (trapping time, TT ). Середня довжина верти-
кальних лiнiй вiдповiдає середньому перiоду часу при якому система “зав-
мирає”, тобто залишається незмiнною. Очевидно, що зростання цiєї вели-
чини характеризує дедалi бiльший час затримки дослiджуваної системи в
певному станi.

Для розподiлу довжин вертикальних структур рекурентної дiаграми
може бути iнформацiйна ентропiя Шеннона для визначення того наскiльки
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складнiсть системи обумовлена даними структурами. Шеннонiвська ен-
тропiя частотного розподiлу вертикальних лiнiй V LEn (Shannon entropy
of the frequency distribution of the vertical line lengths) може бути визначена
наступним чином:

V LEn = −
N∑

v=vmin

p(v) ln p(v), (2.25)

де

p(v) = P (v)
/ N∑

v=vmin

P (v). (2.26)

Ця мiра, по аналогiї до (2.17), також є мiрою складностi (хаотичностi)
дослiджуваного часового ряду. Наприклад, для синусоїди ми очiкуємо
мале значення цiєї ентропiї, оскiльки це простий, перiодичний процес.
Для складного процесу з високим ступенем довгострокової пам’ятi ми
очiкуємо високе значення цього типу рекурентної ентропiї. Це означати-
ме, що ламiнарнiсть процесу характеризуються рiзноманiтними перiодами,
що розподiленi вiдносно рiвномiрно.

Схожим чином до (2.19), ми можемо виразити вiдношення мiж мiрою
ламiнарностi LAM та детермiнiзмом DET :

LAM/DET =
N∑

v=vmin

vP (v) ·
N∑
d=1

dP (d)
/ N∑

d=dmin

dP (d) ·
N∑
v=1

vP (v). (2.27)

Представлена мiра рекурентностi також може допомогти при вияв-
леннi прихованих структур у динамiцi системи. Можуть траплятися ви-
падки коли ламiнарнiсть систем залишається незмiнною i при цьому DET
зростає.

На вiдмiну вiд мiр на основi дiагональних лiнiй, цi показники
здатнi iдентифiкувати переходи “хаос-хаос” [3]. Отже, вони дозволяють
дослiджувати переривчастiсть навiть для досить коротких i нестацiонарних
часових рядiв. Крiм того, оскiльки для перiодичної динамiки показники,
що кiлькiсно визначають вертикальнi структури, дорiвнюють нулю, так
можуть бути iдентифiкованi переходи “хаос-порядок”.
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2.4.3. Мiри на основi бiлих вертикальних лiнiй (часу рекурен-
тностi)

Час рекурентностi можна вилучити безпосередньо з рекурентної
дiаграми. Спочатку визначаємо множину точок, що потрапили в ε-околицю
довiльно обраної траєкторiї ~X(i):

<(i) =
{
~X(j1), ~X(j2), ..., |R(i, jk) = 1

}
. (2.28)

Елементи цiєї множини вiдповiдають рекурентним точкам i-ої ко-
лонки рекурентної дiаграми {R(i, j)}Nj=1. Вiдповiднi перiоди рекурентностi
мiж цими точками (час рекурентностi першого типу (recurrence times
of first type), вiдповiдно до позначення, наведеного в [32]) виражається
як
{
T

(1)
k = jk+1 − jk | k ∈ N

}
. Деякi рекурентнi точки в <(i) вiдповiдають

перiоду рекурентностi T (1)
k = 1 через можливий тангенцiальний рух. Одним

iз варiантiв уникнення тангенцiального руху є видалення усiх рекурен-
тних точок iз <(i) для яких T

(1)
k = 1. Це результує в нову множи-

ну <(i)
′

=
{
~X(j1)

′
, ~X(j2)

′
, ...
}
. Далi, час рекурентностi другого ти-

пу (recurrence time of second type), вiдповiдно до [32], розраховується iз
залишку рекурентних точок в <(i)

′
:
{
T

(2)
k = j

′

k+1 − j
′

k | k ∈ N
}
. Отже,

T (2) вздовж вертикальної лiнiї вимiрює часову вiдстань мiж початком на-
ступних рекурентних структур у рекурентнiй дiаграмi. Альтернативною
оцiнкою часу рекурентностi T (2) є середнє значення довжини бiлої верти-
кальної лiнiї (mean white vertical line length, WV Lmean):

T (2) = WV Lmean =
N∑

w=wmin

w · P (w)
/ N∑

w=wmin

P (w), (2.29)

де P (w) – це частотний розподiл бiлих вертикальних лiнiй довжиною w, а
wmin вiдповiдає мiнiмальнiй довжинi бiлих вертикальних лiнiй (найменшо-
му перiоду повернення до стану рекурентностi). Дану мiру можна спробу-
вати iнтерпретувати як середнiй горизонт непередбачуваностi системи.

Для систем з меншим розподiлом ламiнарних структур (тобто LAM
i TT прямують до нуля) розподiл такого середнього значення майже
збiгається з розподiлом T (2), визначеним у [32]. Однак для систем з
ламiнарними станами (наприклад, для логiстичної карти з пiдбором пев-
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них параметрiв), T (2) згiдно з визначенням Гао [32] переоцiнює час рекурен-
тностi, а T (2), що обчислено на основi бiлих вертикальних лiнiй, недооцiнює
час рекурентностi.

Шеннонiвська iнформацiйна ентропiя може бути використання i для
вертикальних лiнiй даного типу. Iнформацiйна (Шеннонiвська) ентропiя
частотного розподiлу бiлих вертикальних лiнiй WV LEn (Information
entropy of the frequency distribution of the white vertical line lengths) може
бути представлена наступним чином:

WV LEn = −
∑

w=wN
min

p(w) ln p(w), (2.30)

де

p(w) = P (w)
/ N∑

w=wmin

P (w). (2.31)

представляє ймовiрнiсть того, що довжина бiлої вертикальної лiнiї переви-
щуватиме wmin.

Цi мiри дозволяють розрiзняти динамiку рiзних типiв (наприклад,
перiодичну, хаотичну чи стохастичну) або початок динамiчних переходiв
(наприклад, вiд хаосу до дивних нехаотичних атракторiв).

2.5. Процедура розрахунку кiлькiсних показникiв iз

використанням алгоритму ковзного вiкна

Кiлькiсний аналiз рекурентних дiаграм – це потужний iнструмент
для аналiзу незначних змiн i переходiв в динамiцi складної системи.
Оскiльки динамiчнi системи проходить рiзнi етапами еволюцiї iз ходом ча-
су, виникає потреба в кiлькiсному рекурентному аналiзу iз залежнiстю вiд
часу. Дана процедура може бути реалiзована в декiлька способiв (рис. 2.4):

1. Часовий ряд подiляється на пересiчнi сегменти xi (i = k, ..., wwin− 1)
для кожного з яких будується рекурентна дiаграма та на основi яких
i виконується подальший кiлькiсний аналiз.

2. Уздовж рекурентної дiаграми розрахованої для всього часового ря-
ду проходить сковзне вiкно розмiру wwin, що рухається вздовж

44



(а) (б)

Рис. 2.4. Двi можливостi використання кiлькiсного аналiзу рекурентних
дiаграм iз вiконною процедурою: (a) використання вiкон для вихiдного
часового ряду та (б) використання вiкон в рамках рекурентної дiаграми
побудованої для всього часового ряду. Пiдфрагменти чiтко демонструють
рiзницю мiж двома пiдходами (запозичено з [120]).

лiнiї iдентичностi. Для кожного такого вiкна виконується кiлькiсний
аналiз пiдрекурентних дiаграм {R(i, j) | i, j = k, ..., k + wwin − 1}.

Такий пiдхiд iз врахуванням залежностi вiд часу може бути вико-
ристаний для аналiзу стацiонарностi динамiчної системи або динамiчних
переходiв, таких як “перiод-хаос” або переходи “хаос-хаос”.

Рiзнi вiконнi методи залишаються еквiвалентними лише в тому ви-
падку, якщо ми не нормалiзуємо (стандартизуємо) часовий ряд (або йо-
го фрагменти), з якого будується рекурентна дiаграма, i коли ми обирає-
мо фiксований порiг рекурентностi. Обидва пiдходи можуть бути кориснi
й залежать вiд цього питання. Якщо ми знаємо, що часовi ряди прояв-
ляють нестацiонарнiсть або тенденцiї, якi не представляють iнтересу, то
перший пiдхiд може допомогти знайти переходи, якi нехтують цими не-
стацiонарностями. Але, якщо ми зацiкавленi у виявленнi загальних змiн
(наприклад, перевiрка на нестацiонарнiсть), ми повиннi зберегти загальну
рекурентнiсть всього часового ряду та обрати другий пiдхiд.

У будь-якому разi, для кожного кiлькiсного аналiзу ми повиннi чiтко
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вказати, як виконувалася процедура вiкна. У нашому випадку використо-
вуватиметься перша процедура.

При виборi розмiру вiкна ми повиннi враховувати наступний факт:
оскiльки показники кiлькiсного рекурентного аналiзу є статистичними
показниками, отриманими на основi частотних розподiлiв лiнiй рiзних
типiв, розмiр вiкна має бути достатньо великим, щоб охоплювати достатню
кiлькiсть рекурентних траєкторiй. Занадто мале вiкно може зiпсувати ста-
тистику точкових та лiнiйних структур дослiджуваних перiодiв ряду, що в
свою чергу призведе до показникiв зi слабкою статистичною значущiстю та
загалом викривленою динамiкою даних iндикаторiв. Тому обраний розмiр
вiкна повинен бути ретельно перевiрений, а висновки про нестацiонарнiсть
або динамiчнi переходи повиннi бути пiдтвердженi тестами на значущiсть
[86; 89].

2.6. Програмне забезпечення для здiйснення рекурен-

тного аналiзу

Цей роздiл надає огляд декiлькох програмних продуктiв, якi дозволя-
ють створювати рекурентнi дiаграми та здiйснювати кiлькiсний рекурен-
тний аналiз. Основна увага придiляється програмному забезпеченню, яке
є у вiльному доступi та з вiдкритим кодом.

Наявнi реалiзацiї кiлькiсного рекурентного аналiзу мають свої плюси
та мiнуси. Основнi обмеження багатьох продуктiв включає обмеження на
кiлькiснi розрахунки, якi ускладнюють аналiз великих даних:

1. Обмеження пам’ятi. Рекурентна матриця не вмiщується в основну
пам’ять обчислювальної системи. Матрицi, що перевищують основну
пам’ять, не можуть бути проаналiзованi в цiлому або взагалi.

2. Обмеження пристрою. Кiлькiсний аналiз проводиться на одному про-
цесорi. Обчислювальнi можливостi систем, що мiстять кiлька проце-
сорiв або прискорювачiв, таких як графiчнi процесори, не включаю-
ться.

3. Обмеження часу виконання. Кiлькiсний аналiз забирає багато часу
через обмежене використання можливостей паралельної обробки.
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Бiльшiсть iз зазначених програмних продуктiв страждають вiд цiєї
проблеми.

2.6.1. Програмний пакет “pyunicorn”

Програмний продукт pyunicorn – це бiблiотека мови програмування
Python, випущена пiд лiцензiєю BSD, яка дозволяє проводити аналiз скла-
дних мереж, а також рекурентний аналiз [144]. Окрiм цього, pyunocorn
дозволяє виконувати кiлькiсний рекурентний аналiз та створювати ре-
курентнi дiаграми рiзних типiв. З переваг цього продукту також вар-
то вiдзначити можливiсть побудови рекурентних мереж рiзних типiв та
рiзноманiтних мiр складностi для дослiджуваних мереж. Також pyunicorn
включає обширний набiр рекурентних iндикаторiв. Для пiдвищення ефе-
ктивностi обчислень вiн включає фрагменти коду, написанi на C, C++ та
FORTRAN.

Функцiонал бiблiотеки pyunicorn дозволяє зберiгати рекурентну
матрицю в основнiй пам’ятi. Залежно вiд розмiру доступної основної
пам’ятi, ця характеристика накладає обмеження на можливу довжину
дослiджуваного часового ряду, який можна обробити, лише для кiлькох
тисяч точок даних. Це унеможливлює аналiз часових рядiв, що складаю-
ться з бiльш нiж мiльйона точок даних.

2.6.2. Програмний пакет “TISEAN”

Абревiатура TISEAN походить вiд “аналiз часових рядiв (time series
analysis)”, являє собою набiр iнструментiв командного рядка, випущених
пiд лiцензiєю GPL, якi дозволяють проводити аналiз часових рядiв. Версiя
3.0.1 мiстить утилiти, наприклад, для генерацiї часових рядiв i зниження
рiвня шуму, а також для проведення лiнiйного i нелiнiйного аналiзу часових
рядiв [51].

TISEAN мiстити двi версiї програми recurr. Одна написану на C, i
iнша на FORTRAN для обчислення вмiсту рекурентної матрицi. Програ-
ма recurr обчислює попарнi вiдстанi мiж реконструйованими векторами,
використовуючи околицi фiксованого порогу рекурентностi в поєднаннi з
L∞-нормою. Вихiднi данi recurr – це список рекурентних точок, представ-
лених у виглядi пар цiлих значень, якi можуть бути записанi в stdout або
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збереженi у файлi. recurr не надає жодних функцiональних можливостей
для проведення кiлькiсного аналiзу на основi цих даних.

2.6.3. Програмний пакет “crqa”

Бiблiотека crqa – це пакет, написаний на R i випущений пiд лiцензiєю
GPL. Цей програмний продукт дозволяє проводити крос-рекурентний
кiлькiсний аналiз [25]. Пакет crqa частково базується на Cross Recurrence
Plot Toolbox, реалiзованих у MATLAB [85].

Серед iншого, пакет crqa надає функцiю crqa, яка виконує крос-
рекурентний для двох вхiдних часових рядiв. Задана функцiя може
iмiтувати традицiйний рекурентний аналiз, якщо надати на вхiд функцiї
два однакових ряди. crqa повертає як рекурентну дiаграму, так i дев’ять
кiлькiсних рекурентних показникiв, наприклад, частоту повторень i де-
термiнiзм. Функцiя будує матрицю крос-рекурентностi на основi сусiдства
фiксованого радiуса.

Структура даних, що представляє масив значень рекурентних то-
чок зберiгається в основнiй пам’ятi комп’ютера. Отже, цей продукт до-
зволяє аналiзувати лише тi матрицi, що вмiстилися в пам’ять комп’ютера.
crqa використовує розпаралелювання, виконуючи вiдповiднi розрахунки в
декiлька потокiв.

2.6.4. Командний рядок для виконання рекурентного аналiзу

Рекурентний аналiз у командному рядку представляє можливiсть
для отримання рекурентних дiаграм та проведення кiлькiсний рекурен-
тного аналiзу [84]. Версiю 1.13z даного iнструменту можна отримати в
скомпiльованому виглядi для рiзних платформ, включаючи Linux, macOS,
Windows, HP-UX i Solaris. Неприємна особливiсть цього продукту полягає
в тому, що його вихiдний код не є загальнодоступним.

Основою цього iнструменту є кiлькiсний рекурентний аналiз.
Iдентифiкацiя лiнiйних структур виконується без збереження рекурен-
тної матрицi в пам’ятi обчислювальної системи. Значення скорiше об-
числюються на льоту, при послiдовному переглядi елементiв всерединi
дiагональних i вертикальних структур рекурентної матрицi. Це дозволяє
аналiзувати рекурентнi матрицi практично довiльного розмiру.
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Командний рядок виконує обчислення виключно в одному потоцi про-
цесора. При цьому використовується лише мала частина обчислювальних
можливостей, що надаються багатоядерними процесорами.

2.6.5. Ефективне проведення рекурентного аналiзу з використа-
нням PyRQA

PyRQA – це безкоштовний пакет програмного забезпечення з
вiдкритим вихiдним кодом [118]. Обчислювальнi пiдходи, що закладенi в
цiй бiблiотецi були успiшно застосованi до реальних клiматичних часових
рядiв, якi складаються з бiльш нiж мiльйона значень [38]. Час виконан-
ня аналiзу може бути значно скорочено шляхом проведення обчислень на
декiлькох графiчних процесорах. У роботi [91] оцiнюється, як застосуван-
ня концепцiй з розробки баз даних впливає на продуктивнiсть проведення
кiлькiсного рекурентного аналiзу.

Обчислювальнi алгоритми PyRQA застосовують концепцiю
“Роздiляй та Рекомбiнуй (Divide & Recombine)” [68], щоб забезпечи-
ти обробку великих масивiв даних. Рекурентна матриця пiдроздiляється
на набiр пiдматриць. Обчислення подiбностi попарних векторiв, а та-
кож виявлення лiнiйних структур виконується для кожної пiдматрицi
iндивiдуально. Окремi результати рекомбiнуються в глобальнi структури
даних, якi служать основою для обчислення показникiв кiлькiсного
аналiзу рекурентних дiаграм.

Лiнiї можуть перетинати вертикальнi та горизонтальнi границi
сумiжних пiдматриць. PyRQA використовує додатковi структури даних,
щоб забезпечити їх правильне виявлення. Буфери перенесення (carryover
buffers) зберiгають довжину лiнiй, якi досягають зовнiшнiх границь
вiдповiдних пiдматриць. Для лiнiй кожного типу передбачений окремий бу-
фер перенесення. Цi промiжнi довжини лiнiй використовуються як вхiднi
данi для виявлення лiнiй у сумiжних пiдматрицях. Накладнi витрати на
зберiгання та обслуговування цих буферiв перенесення незначнi.

Роздiлення всiєї рекурентної матрицi має двi основнi переваги.
По-перше, це дозволяє подолати обмеження пам’ятi, оскiльки розмiр
пiдматриць може бути обраний таким чином, щоб вони помiщалися в до-
ступну пам’ять. По-друге, обробка пiдматриць може бути розподiлена мiж
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декiлькома комп’ютерними пристроями. Таким чином, усувається пробле-
ма обмеження на пристрiй.

PyRQA використовує фреймворк OpenCL для гетерогенних обчи-
слень [135]. OpenCL призначений для використання можливостей па-
ралельних обчислень багатоядерних пристроїв, таких як центральнi та
графiчнi процесори. OpenCL пiдтримується багатьма обчислювальними
пристроями вiд рiзних постачальникiв обладнання.

Обробка OpenCL роздiлена мiж одним або кiлькома обчислювальни-
ми пристроями. Вихiдний код PyRQA складається з основної програми,
написаної на Python, i функцiй ядра, написаних на OpenCL C. Функцiї
ядра фiксують атомарнi завдання кожного оператора i виконуються обчи-
слювальними пристроями.

PyRQA поширюється через “каталог пакетiв Python (Python Package
Index)”. Вмiст цiєї бiблiотеки є безкоштовним, а також з вiдкритим
вихiдним кодом, що випущений пiд лiцензiєю Apache версiї 2.0.

З цього невеликого оглядового списку можна зрозумiти, що PyRQA
представляє найбiльшу перспективу. Ця бiблiотека може бути цiкавою як
для звичайного аналiтика даних, так i для трейдерiв та спецiалiстiв з
областi ризик-менеджменту, яким потрiбно надiйнi та недорогi з боку об-
числювальних потужностей алгоритми. Для криптовалютного ринку не
менш важливим є можливiсть обробки великих даних, що бiблiотека до-
зволяє робити доволi ефективно. Варто згадати й першу з цього списку
бiблiотеку – pyunicorn. Хоча вона i не надає значного чисельного при-
скорення, але має екстенсивний iнструментарiй кiлькiсного рекурентного
аналiзу. У комбiнацiї з мережевими методами бiблiотека дозволяє прово-
дити крос-мережевий рекурентний аналiз, що мiстить мiри складностi з
теорiї складних мереж.

Висновки до роздiлу 2

1. Розглянули концепцiю рекурентностi. Визначили, що рекурентнiсть –
це фундаментальна властивiсть складних, нелiнiйних та хаотичних
систем, яка визначає iррегулярну циклiчнiсть або перiодичнiсть
системи. Тобто, системи реального свiту характеризуються повто-
рюванiстю, незважаючи навiть на значне вiдхилення вiд початко-
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вого стану. При роботi з реконструйованим фазовим простором
дослiджуваної системи пiд рекурентнiстю станiв розумiється збли-
ження фазових траєкторiй системи через деякий промiжок часу.

2. Продемонстровано методологiю дослiдження рекурентних станiв iз
використанням рекурентних дiаграм. Можна простежити, що з 1987
року, коли цей пiдхiд був представлений Екманом, вiн не втра-
тив свою надiйнiсть та популярнiсть. Бiльше того, був доповнений
кiлькiсними рекурентними iндикаторами та чисельними прикладни-
ми додатками для виконання рекурентного аналiзу. Наприклад, реку-
рентнi дiаграми пропонують дослiдження складних систем у рамках
мережевої парадигми або дослiдження станiв синхронiзацiї iз вико-
ристанням крос-рекурентних чи об’єднаних рекурентних кiлькiсних
показникiв. Простота впровадження i широка застосовнiсть реку-
рентних дiаграм у рiзних системах продовжує залучати все бiльшу
кiлькiсть науковцiв i розширювати використання цих пiдходiв у все
бiльшiй кiлькостi наукових областей.

3. В цьому роздiлi з’ясували, що структура рекурентних дiаграм
подiляється на крупномасштабнi та дрiбномасштабнi структури. То-
пологiю крупномасштабних структур рекурентної дiаграми можна
класифiкувати як однорiдну, перiодичну, дрифт та рiзкi змiни.
Дрiбномасштабнi структури складають окремi iзольованi точки,
дiагональнi та вертикальнi/горизонтальнi лiнiї. Визначили, що окре-
мо iзольованi точки можуть представляти рiзкi або аномальнi подiї
у динамiцi дослiджуваної системи. Комбiнацiї точок, що формують
дiагональнi лiнiї визначають детермiнованi структури дослiджуваної
системи. Вертикальнi лiнiї вiдображають стани ламiнарностi, коли
система переважний перiод часу залишається незмiнною.

4. Ознайомилися з кiлькiсною процедурою дослiдження рекурентностi.
Визначили набiр показникiв для кiлькiсної оцiнки складностi систе-
ми. Вiдповiднi показники можна визначити як для всього ряду, так
i в рамках процедури ковзного вiкна. Також представили декiлька
процедур у рамках алгоритму ковзного вiкна. У рамках першої про-
цедури береться фрагмент часового ряду i для нього виконуються всi
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дiї в рамках рекурентного аналiзу. Далi часове вiкно змiщується на
певний крок i процедура повторюється до повного вичерпання на-
шого ряду. У рамках другої процедури спершу будується рекурентна
дiаграма для всього ряду, i вздовж цiєї дiаграми проходить ковзне
вiкно в рамках якої визначається рiзний спектр рекурентних пока-
зникiв. Зазначили, що в данiй роботi використовуватиметься перший
пiдхiд, хоча можливi експерименти з другим пiдходом, i результати
можуть вiдрiзнятися в порiвняннi з першим методом.

5. Представлено короткий огляд програмних продуктiв, якi дозволя-
ють виконувати рекурентний аналiз. Основна увага була придiлена
програмному забезпеченню iз вiдкритим вихiдним кодом. Зазначе-
но основнi позитивнi та негативнi сторони багатьох iз них. На-
далi використовуватиметься бiблiотека рекурентного аналiзу PyRQA.
Основною перевагою цiєї бiблiотеки є можливiсть виконання роз-
подiлених та паралельних обчислень та використання фреймворку
OpenCL для гетерогенних обчислень. Це дозволяє проводити реку-
рентний аналiз паралельно на безлiчi комп’ютерних пристроїв, що
використовують рiзнi архiтектури, включаючи графiчнi процесори
та центральнi процесори вiд рiзних постачальникiв обладнання без
необхiдностi змiнювати вихiдний код [88].
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РОЗДIЛ 3
ДОСЛIДЖЕННЯ РЕКУРЕНТНИХ ТА

КРОС-РЕКУРЕНТНИХ ХАРАКТЕРИСТИК
БIТКОЇНА НА ОСНОВI

КРИПТОВАЛЮТНИХ IНДЕКСIВ

3.1. Унiварiативний рекурентний аналiз бiткоїн ринку

Будучи iсторично перевiреною, популярною i широко використову-
ваною криптовалютою, бiткоїн почав породжувати безлiч новин i спеку-
ляцiй, якi визначати його подальше життя. Подiбнi обговорення призвели
до рiзного роду крахiв, яких стали побоюватися професiйнi iнвестори й
недосвiдченi користувачi. Таким чином, ми перейшли до активних дiй i
поставили завдання:

• класифiкувати подiбного роду крахи;

• побудувати iндикатори (iндикатори-передвiсники) на основi рекурен-
тного аналiзу, якi будуть надавати надiйнi сигнали катастрофiчних
подiй крипторинку.

Вiдповiдно, за перiод iснування бiткоїна сталося безлiч крахових
подiй, що вiн вiдчув на собi. Наразi iснують рiзнi дослiдницькi роботи на
тему крахiв i їх класифiкацiї. Визначення цих подiй досi залишається супе-
речливим. Однак, пропозицiї бiльшостi авторiв мають спiльнi елементи, якi
дозволяють прийти до консенсусу, що крах ринку – це раптове зниження
цiн на фiнансовi активи на певному ринку [49].

Розглянувши рiзноманiтнi дослiдження на цю тематику, ми виокре-
мили найбiльш значущi краховi подiї крипторинку, опираючись на часовий
ряд щоденних значень цiн на бiткоїн за перiод з 17 вересня 2014 року по 22
листопада 2022 року [89].

Ми зазначаємо, що крахи – це короткi й локалiзованi в часi падiння,
якi тривають орiєнтовно декiлька тижнiв зi значним щоденним цiновим
зниженням. Волатильнiсть таких подiй висока, у вiдсотковому вираженнi їх
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зниження перевищує 30 вiдсоткiв, а нормалiзованi прибутковостi виходять
за межi ±3σ.

Виходячи з цих мiркувань, ми виокремлюємо 8 крахових перiодiв у
дослiджуваному рядi бiткоїна, опираючись на стандартизованi прибутко-
востi та волатильнiсть, де прибутковостi розраховуються як

G(t) = lnx(t+ ∆t)− lnx(t) ∼= [x(t+ ∆t)− x(t)] /x(t) (3.1)

i нормалiзованi прибутковостi згiдно з наступною формулою:

g(t) ∼= [G(t)− 〈G〉] /σ, (3.2)

де σ ≡
√
〈G2〉 − 〈G〉2 – це середнє квадратичне вiдхилення величини G,

∆t – часова затримка (у нашому випадку ∆t = 1), а 〈...〉 позначає середнє
за дослiджуваний часовий перiод. Волатильнiсть може бути визначена як

VT (t) =
1

n

t+n−1∑
t′=t

∣∣∣g(t
′
)
∣∣∣ . (3.3)

Бiльш детальна iнформацiя про виокремленi краховi подiї зазначена
в таблицi 3.1.

Таблиця 3.1
Список основних крахiв з грудня 2015 року по листопад 2022 року.

№ Дата
Довжина
корекцiї
у днях

Найвища
цiна, $

Найнижча
цiна, $

Падiння,
%

Падiння,
$

1
11.01.2015-
14.01.2015

3 267.80 178.10 33 89.69

2
04.01.2017-
11.01.2017

8 1154.73 777.76 33 376.97

3
16.12.2017-
30.12.2017

15 19497.40 12952.20 34 6545.20

4
06.01.2018-
17.01.2018

12 17527.00 11188.60 36 6338.40

5
18.11.2018-
15.12.2018

28 5623.54 3236.76 42 2386.78
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Продовження таблицi 3.1.

№ Дата
Довжина
корекцiї
у днях

Найвища
цiна, $

Найнижча
цiна, $

Падiння,
%

Падiння,
$

6
06.03.2020-
16.03.2020

11 9122.55 5014.48 45 4108.07

7
08.05.2021-
25.05.2021

18 58803.78 38402,22 35 20401.55

8
08.06.2022-
18.06.2022

11 30214.36 19017.64 37 11196.71

На рис. 3.1 представлено зазначенi краховi подiї, що вiдмiченi
вiдповiдними стрiлками, стандартизованi прибутковостi та волатильнiсть
розрахована в рамках алгоритму ковзного вiкна довжиною в 100 значень
(днiв).

Рис. 3.1. Нормалiзована динамiка бiткоїна, прибутковостi g та вола-
тильнiсть VT (t). Горизонтальними лiнiями позначено межi ±3σ. Стрiлки
вказують на початок зазначених крахiв.

З рис. 3.1 видно, що в перiоди крахiв стандартизованi прибутковостi
g значно виходять за межi ±3σ. Це вказує на вiдхилення цiнових флу-
ктуацiй бiткоїна вiд нормального Гаусового розподiлу та наявнiсть “важ-
ких хвостiв” у розподiлi прибутковостей, якi є характеристиками аномаль-
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них явищ на ринку. Разом з тим зростає i волатильнiсть. Як уже згадува-
лось, динамiка даних кiлькiсних показникiв у такий спосiб є основою на-
шої класифiкацiї вiдповiдних крахових подiй. Цi показники є iндикаторами
крахових подiй, оскiльки вони реагують тiльки в момент появи вищеза-
значених явищ i не дозволяють iдентифiкувати їх заздалегiдь. Водночас
вiд крос-рекурентних та об’єднаних рекурентних показникiв очiкується пе-
редчасна реакцiя на критичнi змiни в динамiцi криптовалюти. Таким чи-
ном, зазначенi показники слугуватимуть у якостi не просто iндикаторiв, а
iндикаторiв-передвiсникiв кризових подiй.

Розрахунки проводилися в рамках алгоритму ковзного вiкна. Пока-
зники розраховувались згiдно з пiдходом iз роздiлу 2.5. У нашому випадку
розмiр вiкна wwin = 100 днiв, а часовий зсув мiж кожним вiкном ∆t = 1

день. Часова локалiзацiя, наприклад, у 50 або 500 днiв не матиме сенсу,
оскiльки деякi з представлених мiр або занадто чутливi до розмiру вiкна,
або при кiлькiсних розрахунках ми охоплюватимемо забагато кризових
подiй, що негативним чином впливатимуть на iдентифiкацiю подальших
крахiв. Попередньо розрахунок показникiв тестувався як для стандартизо-
ваних прибутковостей, так i для стандартизованого часового ряду. У ходi
експериментiв було визначено, що стандартизований вихiдний часовий ряд
найкращим чином вiдображає динамiку крипторинку.

Рекурентний аналiз був проведений iз використанням наступних па-
раметрiв:

• порiг рекурентностi ε = 0.3 як для унiварiативного рекурентного
аналiзу, так i для бiварiативного;

• розмiр вкладень dE = 1 та часова затримка τ = 1 для реконструкцiї
фазового простору;

• для визначення вiдстанi мiж вiдповiдними траєкторiями фазового
простору використовувалась L2 (Евклiдова) метрика;

• мiнiмальна довжина дiагональних лiнiй dmin = 2, вертикальних лiнiй
vmin = 2 та бiлих вертикальних лiнiй wmin = 2.

На рис. 3.2 представлено класичну рекурентну дiаграму для всього
часового ряду бiткоїна.
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Рис. 3.2. Рекурентна дiаграма для часового ряду бiткоїна за весь
дослiджуваний перiод часу.

Виходячи з рисунка вище, можна зробити висновок, що упродовж
певного моменту часу (першi 1000 днiв) мiж значеннями бiткоїна спо-
стерiгалась значна рекурентнiсть. Пiсля крахової подiї 2018 року бiткоїн
почав представати менш рекурентним. Дана рекурентна дiаграма чiтко
демонструє, що динамiка цiєї криптовалюти виходить далеко за межi
стацiонарної, перiодичної динамiки. Для подiй останнiх рокiв вибудовую-
ться деякi рекурентнi характеристики, але їх значущiсть набагато менша в
порiвняннi з подiями минулого. Продемонструємо як виглядатиме змiна ре-
курентностi з ходом часу на прикладi кiлькiсних показникiв рекурентного
аналiзу.

На рис. 3.3 представлено динамiку показникiв передбачуваностi
(DET ) та ламiнарностi (LAM).

На рис. 3.3 видно, що DET та LAM зростають пiд час кризових
подiй. Ми можемо зробити висновок, що локально в межах певного часо-
вого вiкна всi крахи характеризуються високим ступенем ламiнарностi та
детермiнiзму. Помiтно, що вiдповiднi мiри зростають i в iншi перiоди, що
не були виокремленi згiдно з нашою класифiкацiєю. Як вже зазначалось, у
данiй роботi ми видiлили лише тi подiї, що характеризуються падiнням у
понад 30% за короткий промiжок часу. Безумовно серед них можна виокре-
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Рис. 3.3. Динамiка мiр передбачуваностi (DET ) та ламiнарностi (LAM)
для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

мити такi ж значущi падiння, але з бiльшим перiодом тривалостi. Загалом
можна сказати, що крахи представляються доволi складними, персистен-
тними та, вiдповiдно, детермiнованими. Їх ступiнь передбачуваностi стає
вище i вiдповiднi мiри рекурентностi предстають iндикаторами або навiть
iндикаторами-передвiсниками даних подiй.

На рис. 3.4 та рис. 3.5 представлено рекурентнi мiри вiдношень де-
термiнiзму до частоти рекурентностi (DET/RR) та ламiнарностi до де-
термiнiзму (LAM/DET ).

На рис. 3.4 видно, як DET/RR спадає у кризовi та навiть передкри-
зовi перiоди, сигналiзуючи про можливу кризу. Для мiри LAM/DET на
рис. 3.5 спостерiгається схожа закономiрнiсть. Для DET/RR можна зазна-
чити, що загальний вiдсоток рекурентних точок на рекурентнiй дiаграмi
постає вищим у порiвняннi з лише дiагональними структурами. Тобто, мiра
RR стає бiльшою у порiвняннi з DET . Виходячи з динамiки LAM/DET ,
можна сказати, що загальний ступiнь передбачуваностi системи набагато
вищий у порiвняннi з ламiнарнiстю.

Рис. 3.6 представляє динамiку мiр дiагональної DIV та вертикальної
V DIV дивергенцiї.

Рис. 3.6 показує, що дивергенцiя детермiнiстичних та ламiнарних
структур крипторинку спадає пiд час кризових станiв. Оскiльки данi мiри

58



Рис. 3.4. Динамiка спiввiдношення детермiнiзму до частоти рекурентностi
(DET/RR) для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

Рис. 3.5. Динамiка спiввiдношення ламiнарностi до детермiнiзму
(LAM/DET ) для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

представляють зворотнi величини до максимальних дiагональних та верти-
кальних лiнiй (Dmax та Vmax), данi мiри закономiрно спадають. Попереднi
показники продемонстрували, що кризовi стани крипторинку характеризу-
ються високим ступенем детермiнiзму та ламiнарностi. У такому випадку,
довжини дiагональних та вертикальних лiнiй також зростають, що вказує
на рiст горизонту передбачуваностi та незмiнюваностi.

Рис. 3.7 представляє динамiку частоти рекурентностi (RR), середньої
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Рис. 3.6. Динамiка мiр дiагональної (DIV ) та вертикальної (V DIV ) ди-
вергенцiї для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

довжини дiагональних лiнiй (Dmean) та часу затримки (TT ).

Рис. 3.7. Динамiка частоти рекурентностi (RR), середньої довжи-
ни дiагональних лiнiй (Dmean) та часу затримки (TT ) для всього
дослiджуваного перiоду бiткоїна.

На рис. 3.7 видно, що частота рекурентностi зростає пiд час кризо-
вої подiї. Це значить, що зростає загальна кiлькiсть траєкторiй фазового
простору, що постають достатньо близькими один до одного в передкри-
зовий перiод або у сам момент краху. Вiдносно динамiки попереднiх мiр
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та Dmean ми бачимо, що середнiй ступiнь передбачуваностi зростає пiд час
кризи. Згiдно динамiки TT можна зазначити, що система «застрягає» у
кризовому станi.

На рис. 3.8 та рис. 3.9 представлено динамiку середньої довжини
бiлих вертикальних лiнiй та ентропiї розподiлу дiагональних, вертикаль-
них та бiлих вертикальних лiнiй.

Рис. 3.8. Динамiка мiр середньої довжини бiлих вертикальних лiнiй
(WV Lmean), ентропiї розподiлу дiагональних лiнiй (DLEn) та вертикаль-
них лiнiй (V LEn) для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

З рис. 3.8 видно, що значенняWV Lmean, DLEn та V LEn починають
зростати в час кризи, сигналiзуючи про особливий стан системи в даний
перiод часу. Середня довжина бiлих вертикальних лiнiй показує, що кри-
зовi подiї характеризуються не лише детермiнiзмом динамiки крипторинку,
але i несхожiстю даних подiй у порiвняннi з попереднiми станами, оскiльки
довжина бiлих вертикальних лiнiй характеризується зростанням.

Ентропiя дiагональної лiнiї також показує тенденцiю до збiльшення.
Оскiльки ентропiя Шеннона максимальна при рiвномiрному розподiлi,
можна зробити висновок, що подiї колапсу бiткоїна характеризуються
рiзними горизонтами передбачуваностi. Тобто в передкризовiй динамiцi не-
має однiєї чорної дiагональної лiнiї, що є домiнуючою перед усiма iншими.
Пiд час кризи з’являються горизонти детермiнiзму, якi набувають ще
бiльшої ваги на одному рiвнi з iншими.
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Рис. 3.9. Динамiки ентропiї розподiлу бiлих вертикальних лiнiй (WV LEn)
для всього дослiджуваного перiоду бiткоїна.

Ентропiя вертикальних лiнiй зростає схожим чином до DLEn. Мо-
жна припустити, що аналогiчно дiагональним лiнiям ламiнарнi стани ма-
ють рiзнi горизонти незмiнностi пiд час крахових подiй, i цi горизонти
незмiнностi мають бiльшу тенденцiю до рiвномiрного розподiлу.

З рис. 3.9 видно, що ентропiя розподiлу бiлих вертикальних лiнiй
спадає у кризовий або передкризовий стан системи. Це вказує на зроста-
ння асиметричностi розподiлу даного типу лiнiй. Можна припустити, що
дана динамiка характеризується поступовим переважанням структур, що
складаються з розподiлу чорних лiнiй. Тобто, у передкризовий стан кри-
птовалютного ринку система досягає певного чутливого стану при якому
траєкторiї фазового простору поступово починають збiгатися.

3.2. Емпiричнi результати крос-рекурентного та

об’єднаного рекурентного аналiзу криптовалю-

тних крахiв

Даний роздiл представляє результати якiсного та кiлькiсного крос-
рекурентного та об’єднаного аналiзу. Використовуючи данi методи, ми
висуваємо припущення, що ринок криптовалют – це складна, самоор-
ганiзована система, динамiка якої зумовлена не лише цiноутвореннями
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самого бiткоїна, але й колективною динамiкою багатьох криптовалютних
iндексiв, iнновацiї яких породжують новi динамiчнi змiни.

Для крос-рекурентного та подальшого об’єднаного рекурентного
аналiзу були обранi двi найкапiталiзованiшi та найдовшi iсторично кри-
птовалюти – рiпл (ripple, XRP) та ефiрiум (ethereum, ETH). Данi крипто-
валюти, так само як i бiткоїн, були завантаженi з сайту Yahoo Finance [40]
за весь часовий перiод, що даний ресурс пропонує, а саме з 9 листопада
2017 року по 22 листопада 2022 року. На рис. 3.10 представлено динамiку
дослiджуваних iндексiв.

(а)

(б)

Рис. 3.10. Динамiка часових рядiв BTC, ETH та XRP у нор-
малiзованому масштабi з вказаними кризами (а). Розподiл прибутковостей
дослiджуваних криптовалютних iндексiв у напiвлогарифмiчному масштабi
(б).

Як можна бачити з представлених рисункiв, розподiл флуктуацiї
ефiрiума та рiпла також виходить за межi нормального Гаусового роз-
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подiлу, як i бiткоїна. Оскiльки флуктуацiї дослiджуваних iндексiв опи-
суються в рамках одного закону розподiлу, це дає нам пiдстави для
дослiдження їх крос-рекурентних характеристик.

На рис. 3.11 представлено крос-рекурентнi та об’єднанi рекурентнi
дiаграми для бiткоїна в парi з ефiрiумом (BTC-ETH) та рiплом (BTC-
ETH).

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3.11. Крос-рекурентнi дiаграми для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP
(б). Об’єднанi рекурентнi дiаграми для пар BTC-ETH (в) та BTC-XRP (г).

Видно, що для обох пар спостерiгається значна крос-рекурентна та
об’єднана рекурентна поведiнка для перших 1000 днiв. Прослiджується
певна часткова рекурентнiсть для останнiх днiв. Вiзуально найбiльша
частка рекурентних точок спостерiгається для пари BTC-XRP. Для

64



об’єднаного рекурентного аналiзу ситуацiя обернена. Кiлькiсний аналiз має
надати бiльше iнформацiї стосовно змiни бiварiативної рекурентностi.

На рис. 3.12 представлено крос-рекурентну рекурентну динамiку по-
казникiв передбачуваностi (DET ) та ламiнарностi (LAM).

(а)

(б)

Рис. 3.12. Крос-рекурентна динамiка мiр передбачуваностi (DET ) та
ламiнарностi (LAM) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Рис. 3.13 демонструє динамiку показникiв (DET ) та (LAM) на основi
об’єднаного рекурентного аналiзу.
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(а)

(б)

Рис. 3.13. Об’єднана рекурентна динамiка мiр передбачуваностi (DET ) та
ламiнарностi (LAM) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.12 та рис. 3.13 видно, що DET та LAM зростають пiд
час кризових подiй. Видно, що крос-рекурентна та об’єднана рекурентна
динамiка крахiв характеризується високим ступенем ламiнарностi та де-
термiнiзму.

На рис. 3.14 представлена динамiка крос-рекурентної мiри
вiдношення детермiнiзму до частоти рекурентностi (DET/RR).
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(а)

(б)

Рис. 3.14. Крос-рекурентна динамiка спiввiдношення детермiнiзму до ча-
стоти рекурентностi (DET/RR) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Рис. 3.15 представляє динамiку мiри вiдношення детермiнiзму до
частоти рекурентностi (DET/RR) на основi об’єднаного рекурентного
аналiзу.
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(а)

(б)

Рис. 3.15. Об’єднана рекурентна динамiка спiввiдношення детермiнiзму до
частоти рекурентностi (DET/RR) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.14 та рис. 3.15 показано, що крос-рекурентний та об’єднаний
рекурентний показник DET/RR спадає у кризовi та навiть передкризовi
перiоди, сигналiзуючи рiст рекурентностi в кризовий (передкризовий) стан
крипторинку.

На рис. 3.16 продемонстровано динамiку спiввiдношення мiри
ламiнарностi (LAM) до детермiнiзму (DET ) на основi крос-рекурентного
аналiзу.
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(а)

(б)

Рис. 3.16. Крос-рекурентна динамiка спiввiдношення ламiнарностi до де-
термiнiзму (LAM/DET ) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.17 продемонстровано динамiку спiввiдношення мiри
ламiнарностi (LAM) до детермiнiзму (DET ) на основi об’єднаного реку-
рентного аналiзу.

69



(а)

(б)

Рис. 3.17. Об’єднана рекурентна динамiка спiввiдношення ламiнарностi до
детермiнiзму (LAM/DET ) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Для крос-рекурентного та об’єднаного показника LAM/DET

(рис. 3.16 та рис. 3.17) спостерiгається схожа з попереднiм показником за-
кономiрнiсть. Можна зазначити, що загальний ступiнь передбачуваностi
системи в станi краху набагато вищий у порiвняннi з ламiнарнiстю.

Рис. 3.18 представляє крос-рекурентну динамiку показника дивер-
генцiї дiагональних (DIV ) i вертикальних (V DIV ) лiнiй.
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(а)

(б)

Рис. 3.18. Крос-рекурентна рекурентна динамiка дiагональної (DIV ) та
вертикальної (V DIV ) дивергенцiї для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.19 продемонстровано об’єднану рекурентну динамiку пока-
зника дивергенцiї дiагональних (DIV ) i вертикальних (V DIV ) лiнiй.
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(а)

(б)

Рис. 3.19. Об’єднана рекурентна динамiка дiагональної (DIV ) та верти-
кальної (V DIV ) дивергенцiї для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.18 та рис. 3.19 видно, що крос-рекурентна та об’єднана реку-
рентна дивергенцiя детермiнiстичних та ламiнарних структур крипторин-
ку спадає пiд час кризових станiв. Можна зробити висновок, що у кризовi
стани значно зростає максимальна довжина дiагональних та вертикальних
структур при синхронiзацiї систем у кризовi перiоди. Дана властивiсть та-
кож вiдображає зростання ступеня детермiнiзму та ламiнарностi пiд час
криз двох криптоiндексiв.
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Рис. 3.20 представляє крос-рекурентну динамiку частоти рекурен-
тностi (RR), середньої довжини дiагональних лiнiй (Dmean) та часу затрим-
ки (TT ).

(а)

(б)

Рис. 3.20. Крос-рекурентна динамiка частоти рекурентностi (RR), сере-
дньої довжини дiагональних лiнiй (Dmean) та часу затримки (TT ) для пар
BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Рис. 3.21 демонструє об’єднану рекурентну динамiку частоти реку-
рентностi (RR), середньої довжини дiагональних лiнiй (Dmean) та часу за-
тримки (TT ).

73



(а)

(б)

Рис. 3.21. Об’єднана рекурентна динамiка частоти рекурентностi (RR), се-
редньої довжини дiагональних лiнiй (Dmean) та часу затримки (TT ) для
пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Рис. 3.20 та рис. 3.21 показують, що крос-рекурентна та об’єднана
рекурентна частота точок зростає пiд час кризових подiй крипторинку. Це
значить, що зростає загальна кiлькiсть траєкторiй у дослiджуваних парах
криптовалют, що постають достатньо близькими один до одного в перед-
кризовий перiод або у сам момент краху. Зростає i середнiй ступiнь перед-
бачуваностi двох систем пiд час кризових явищ, i середнiй час ламiнарностi,
що вiдповiдає динамiцi попереднiх показникiв.
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На рис. 3.22 представлено крос-рекурентну динамiку середньої дов-
жини бiлих вертикальних лiнiй i ентропiї розподiлу дiагональних, верти-
кальних та бiлих вертикальних лiнiй.

(а)

(б)

Рис. 3.22. Крос-рекурентна динамiка середньої довжини бiлих вертикаль-
них лiнiй (WV Lmean), ентропiї розподiлу дiагональних лiнiй (DLEn) та
вертикальних лiнiй (V LEn) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

Рис. 3.23 демонструє динамiку середньої довжини бiлих вертикальних
лiнiй i ентропiї розподiлу дiагональних, вертикальних та бiлих вертикаль-
них лiнiй на основi об’єднаного рекурентного аналiзу.
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(а)

(б)

Рис. 3.23. Об’єднана рекурентна динамiка cередньої довжини бiлих верти-
кальних лiнiй (WV Lmean), ентропiї розподiлу дiагональних лiнiй (DLEn)
та вертикальних лiнiй (V LEn) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

З рис. 3.22 та рис. 3.23 видно, що показники WV Lmean, DLEn та
V LEn на основi крос-рекурентного та об’єднаного рекурентного аналiзу
починають зростати в час кризи, сигналiзуючи про особливий стан двох си-
стем у конкретний перiод часу. Оскiльки довжина бiлих вертикальних лiнiй
характеризується зростанням, кризовi подiї двох пар характеризуються не
лише детермiнiзмом динамiки крипторинку, але й несхожiстю даних подiй
у порiвняннi з попереднiми, бiльшим iнтервалами часу для повернення до
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стану рекурентностi.
Ентропiя дiагональної лiнiї також показує тенденцiю до збiльшення,

вказуючи на рiст складностi взаємної динамiки двох систем. Аналогiчним
чином зростає ентропiя вертикальних лiнiй.

На рис. 3.24 представлено крос-рекурентну динамiку ентропiї роз-
подiлу довжин бiлих вертикальних лiнiй (WV LEn).

(а)

(б)

Рис. 3.24. Крос-рекурентна динамiка ентропiї розподiлу довжин бiлих вер-
тикальних лiнiй (WV LEn) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

На рис. 3.25 представлено динамiку ентропiї розподiлу довжин бiлих
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вертикальних лiнiй (WV LEn) на основi об’єднаного рекурентного аналiзу.

(а)

(б)

Рис. 3.25. Об’єднана рекурентна динамiка ентропiї розподiлу довжин бiлих
вертикальних лiнiй (WV LEn) для пар BTC-ETH (а) та BTC-XRP (б).

З рис. 3.24 та рис. 3.25 видно, що крос-рекурентна та об’єднана ре-
курентна ентропiя розподiлу довжин бiлих вертикальних лiнiй спадає у
кризовий або передкризовий стан системи, вказуючи на особливу самоор-
ганiзовану критичнiсть крипторинку в передкризовий стан.
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Висновки до роздiлу 3

1. У цьому роздiлi проведено класичний рекурентний аналiз бiткоїна за
перiод з 17 вересня 2014 року по 22 листопада 2022 року. На основi
часового ряду даної криптовалюти представлено класифiкацiю кри-
птовалютних крахiв, що пережив бiткоїн за час свого iснування. Ви-
значено, що крахи крипторинку – це короткi й локалiзованi у часi
падiння, волатильнiсть яких значна, а у вiдсотковому вираженнi їх
зниження перевищує 30 вiдсоткiв, i прибутковостi перевищують ±3σ.
На основi цього визначення представлено вiдповiдну таблицю крахiв.
Використовуючи класичний рекурентний аналiз, розраховано широ-
кий спектр кiлькiсних рекурентних показникiв для надання надiйних
сигналiв катастрофiчних подiй на ринку криптовалют. Використо-
вуючи класичнi рекурентнi дiаграми показано, що упродовж пер-
ших 1000 днiв мiж значеннями бiткоїна спостерiгалась значна реку-
рентнiсть. Пiсля крахової подiї 2018 року динамiка бiткоїна почала
представлятися менш рекурентною. Рекурентна дiаграма чiтко де-
монструє, що динамiка цiєї криптовалюти виходить далеко за межi
стацiонарної, перiодичної динамiки. На основi кiлькiсного рекурен-
тного аналiзу можна зробити висновок, що всi крахи бiткоїна хара-
ктеризуються високим ступенем ламiнарностi й детермiнiзму. Зростає
загальна частка рекурентних точок, як i середня довжина вертикаль-
них з дiагональними лiнiями. Також спостерiгається зростання реку-
рентних ентропiйних показникiв, що вказує на зростання складностi
системи пiд час вiдповiдних крахових перiодiв.

2. Представлено динамiку кiлькiсних крос-рекурентних та об’єднаних
рекурентних показникiв. Виходячи з припущення, що динамiка
бiткоїн ринку обумовлена не лише теперiшнiми та попереднiми зна-
ченнями самого бiткоїна, але й попарною залежнiстю даної кри-
птовалюти з такими iндексами як ефiрiум (ETH) та рiпл (XRP),
дослiджувалась крос-рекурентна динамiка BTC-ETH та BTC-XRP
за перiод з 9 листопада 2017 року по 22 листопада 2022 ро-
ку. Бiварiативний рекурентний аналiз показав, що взаємна крахо-
ва динамiка двох криптовалютних пар характеризується високим
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ступенем передбачуваностi та незмiнюваностi. Так само як i для
унiварiативного аналiзу бiткоїна, крос-рекурентна та об’єднана ре-
курентна динамiка бiткоїна та одного з дослiджуваних iндексiв ха-
рактеризується пiдвищеною кiлькiстю дiагональних та вертикальних
рекурентних структур, що може вказувати на взаємну реакцiю майже
всього крипторинку на крахову динамiку бiткоїна.
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ВИСНОВКИ

У цiй роботi, згiдно з поставленою метою та завданням дослiдження,
було проведено огляд робiт присвячених криптовалютному ринку. Ми пе-
реконались, що ринок криптовалют – це складна самоорганiзована си-
стема. Цiни на криптовалюти демонструють високий рiвень нелiнiйностi,
невизначеностi та волатильностi, тому прогнозування динамiки крипто-
валютного ринку являє собою дуже нетривiальну задачу. Дослiдження
нелiнiйної динамiки цифрових активiв стало привертати увагу багатьох
науковцiв, що пiдтверджується чисельною кiлькiстю дослiджень присвя-
чену фiнансовим ринкам i, зокрема, криптовалютам. Виявляється, що
цей ринок було дiагностовано за допомогою рiзних як лiнiйних, так i
нелiнiйних методiв. Одним iз найефективнiших пiдходiв iз цього списку
є iнструментарiй рекурентного аналiзу. Як показують роботи присвяченi
фондовим iндексам, рекурентний аналiз представляє ефективнi якiснi та
кiлькiснi показники для iдентифiкацiї критичних змiн у динамiцi системи.

У другому роздiлi було репрезентовано рекурентнi дiаграми рiзних
типiв i характернi закономiрностi, що можна спостерiгати. Було описано
як крупномасштабнi, так i дрiбномасштабнi структури, що є основою для
проведення кiлькiсного аналiзу рекурентних дiаграм. Був представлений
пiдхiд до оцiнки мiнливостi рекурентних станiв iз плином часу – алгоритм
ковзного вiкна. Також було описано кiлькiснi пiдходи до оцiнки ступе-
ня рекурентностi, що властивий дослiджуванiй системi. Останнiм у рам-
ках другого роздiлу представлено короткий огляд програмних продуктiв,
якi дозволяють виконувати рекурентний аналiз. Основну увагу придiлено
програмному забезпеченню з вiдкритим вихiдним кодом. Було зазначено
основнi позитивнi та негативнi сторони багатьох iз них. З усiх зазначених
ми виокремили лише бiблiотеку PyRQA, оскiльки вона характеризується
можливiстю проведення розподiлених та паралельних обчислень на вели-
ких масивах даних.

Було проведено класичний, крос- та об’єднаний рекурентний аналiз
криптовалютного ринку. Кiлькiснi та якiснi показники рекурентного
аналiзу рiзних типiв надали можливiсть отримати наступнi висновки:

1. Краховi подiї криптовалютного ринку проявляють високий ступiнь
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ламiнарностi й детермiнiзму. Крахи характеризуються значною дов-
готривалою пам’яттю, що вiдображається в зростаннi пропорцiї чор-
них точок на рекурентнiй дiаграмi.

2. Загальний вiдсоток точок у рекурентнiй дiаграмi стає вище, нiж
вiдсоток лише дiагональних або просто вертикальних структур. Ра-
зом з тим, вiдсоток дiагональних лiнiй у рекурентнiй дiаграмi пiд час
кризових подiй набагато вище, нiж вiдсоток вертикальних лiнiй. Та-
ким чином, загальний ступiнь детермiнiзму бiльше нiж ламiнарностi.

3. Дивергенцiя детермiнованих i ламiнарних структур криптовалютних
iндексiв спадає пiд час крахових станiв, що вказує на вищий ступiнь
рекурентностi в динамiцi дослiджуваних систем. Також це дає ро-
зумiння того, що траєкторiї фазового простору стають близькими
один до одного пiд час критичних явищ.

4. Такi показники, як частота повторень, середня довжина дiагональної
лiнiї i час затримки також збiльшуються пiд час кризових явищ. Це
показує, що загальне число траєкторiй у фазовому просторi однiєї
або декiлькох систем, якi досить близькi одна до одної, стає бiльше
в кризовий або передкризовий перiод. Отже, ймовiрнiсть виникнення
рекурентного стану зростає, i середнiй ступiнь передбачуваностi стає
вище. Велика частина вертикальних лiнiй вказує на те, що система
“застрягла” в станi кризи на певний перiод часу.

5. Ентропiйнi показники на основi частоти розподiлу дiагональних та
вертикальних лiнiй i, зокрема, показник середньої довжини бiлих
вертикальних лiнiй показують, що криптовалютним iндексам при-
таманнi складнi нелiнiйнi характеристики, якi поєднують в собi не
тiльки горизонти детермiнiзму й ламiнарностi, але й деякi патер-
ни асинхронностi вiдображенi у бiлих вертикальних лiнiях. Ентропiя
розподiлу бiлих вертикальних лiнiй спадає в кризовий або передкри-
зовий стан системи, що може вказувати на поступове зростання роз-
подiлу структур iз розподiлу чорних точок. Тобто, у передкризовий
момент часу криптовалютний ринок починає приходити до певно-
го стану синхронiзацiї, за якого траєкторiї фазових просторiв двох
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дослiджуваних iндексiв починають повторюватись.

Застосованi пiдходи до пар BTC-ETH та BTC-XRP пiдтверджують,
що криптовалютний ринок є вiдкритою, колективною, дуже складною,
хаотичною i нелiнiйною системою, яка залежить вiд рiзних технiчних
та фундаментальних показникiв. Хоча рекурентнi дiаграми рiзних типiв
i кiлькiсний рекурентний аналiз на їхнiй основi надає перспективнi ре-
зультати для прогнозування криз та побудови iндикаторiв-передвiсникiв,
але описанi пiдходи потребують подальшого розвитку, сам кiлькiсний
аналiз – доповнення спектром нових показникiв, аби мати змогу ство-
рювати прикладнi торговi стратегiї на їхнiй основi та автономних торго-
вих ботiв. Оскiльки пропонованi мiри рекурентностi є лише iндикаторами
(iндикаторами-передвiсниками), якi дають можливiсть вiдстежувати кра-
ховi явища в конкретний момент часу iснування ринку, прогнозування та-
ких подiй вимагає iнтеграцiї представлених пiдходiв з конкретними про-
гнозними моделями, що i планується зробити в подальших дослiдженнях.
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