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Ф. к. косик

ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУНКЦІЇ ГРІНА ДЛЯ ОПЕРАТОРІВ 
ВИЩИХ ПОРЯДКІВ

Нехай дано функцію Гріна /С(х;$) для диференціальної си
стеми

Ь (и) ==0
/?;(ц) =  0 /  =  1, 2 , . . . ,  п

де
Ц и )  =  Ро(зс) “ (л)(*) +  Рі(х)  и<п- 1\х)  + . . .  +  Рп(х) и(х)

Р і(х) неперервні на [а-,Ь] функції, а Р0, крім того, відмінна від 
нуля для всіх х на [а\Ь]

Ялн; =  Ял(и) +  Яй(и) І =  1, 2, 3 , . . . ,  п.

Ріі (и) — И

2  Г і
^  і-

г=0

Треба визначити функцію Гріна /С*(х; в) для диференціальної 
системи

Ц и ) =  0
/? Л « )  -  0 у =  1 , 2 , . . . ,

^ ?(и) =  0 /  =  / ’ + ! •  2 , . . . ,  п

за даною функцією /С(х;«), 
де:

Я / (и )  =  / ? »  +  /?,2(Ц),
П—і (У
2 а-'гіі(а)

/■= о
/1-1 < (г)

/ ? , г( и ) =  Е Ріг и ( Ь)
/■—О

2* Наукові записки, т. І. 17



Т " » "  --- \

вважаючи, що

А  =
Яі(іІ\) • • • Яі(ііп)

' Я л Ю . . . Я п (Ч п)

• • • • • • • •
/ ? > ! ) . . .  я ; ш^ 0  та Л* =  ' ' /А “ 17 • • • " ру“ п>.

^ » + 1 .  2 ( « і )  • . . Яр+І ,  2 ( « „ )
................. « • • •
Яп -2 (Ч і )  ■ • . Япо (Нп)

де. и1 (х), ііо'х), . . . ,  ии(х) — фундаментальна система розв’язків 
рівняння £ (« )  =  0.

П обудуємо ядро:

О

де:

К*(Х-,8) =  ±

К(х;5) Уі(х) у 2(х) ур(х)

Я *  [ /С (х ;  5)]
• • • • • о Р

я ; № ; 5 > ]

Уі(х) =

І радо“
=  2 Л,киь(х) 

Й=1

Я М  . . . К^ІІп) 

иі ( х ) . . .  ии(х)

/? . (« , )  • • • Яп(ип)

Ал  —  алгебричне доповнення елемента /?,■(«*) в детермінанті Д

/ ? ;  (Х і)  . . . / ? > „ )

* > ) • • • * ;  о д

і доведемо, що /С1*'(х;5) є функція Гріна для системи:

Ь(и)  =  0 

Я - (и )  =  0 для /  =  1, 2, . . . ,  р

/ ? , ( « )  =  0 „ /  =  р 4 - 1 ,  /» +  2 , . . . , л .

1. Насамперед покажемо, що коли

А ф  0 та А* ф  0, то £>р ф  0.
18



Справді, детермінант Ор> підставивши в нього вираз для у* (х ), 
можна написати в такому вигляді:

£ А 1к /? * ( ик) . . .  2 Арк /?* (и*)
й=1 к=і 1

о р =

Е А р ь /?*(«*) . . .  Е АркЯ І(ик)л=і к=і

Але цей вираз можна дістати, перемноживши два детермінанти:

А*

А п • • А 1п
• • • •

Арі
• • • • •
• • Арп

К  ( « о •. / ? > „ )  
• • • • •

А р + 1, і Ар +1, п та А* = * > , ) . 

^/>+і ( ці)

• • * > « )

• ■ (Цл)
А А

Аді
~А ’

Апп 
"  ~А

• • • • • • • • •
• ■ Яп(ип)

бо, перемножаючи рядок на рядок і беручи до уваги відому 
властивість детермінантів

" /  0 для а ф  р
^ А«& а$к =  і 

*=і І А
матимемо

а =  р де: А =  | |

2 ^ Д *7? К ); д  - Д+і, кК(и») -  ̂ £ АД ’(“*)[=1 *=1 Л=1 Л 4_ !

(“*); д ь£ Д + і . ( иа)- І ^  \ к К ( ик)Лг=1
о

л=і 
0  1

0  0

0

1
або

др -1  Л:і

2 А 1к /? * («* )  
* = і • • ( и к)Я=1

І  А 1кЯ І ( и д  .
П=і • к л̂ А *  ( “ к)

2* 19



■
Отже:

і тому, коли 

то  і

д р - і . А* =  Dp 

А ф  0 та А* ф  0, 

Ор ф  0.

2. Щ об довести, що ядро К * ( х ; з )  має першу й другу власти
вості функції Гріна, напишемо його в такому вигляді:

K * (x ;s )  =  K (x ;s )  +

0 Уі(х) . . .  ур (х) 

R [ ( K ) ~
D„

К ( к )
а через те, що

у і (х) =  I  A ih uk (х) ( / = 1 , 2 , . . . ,  р )
k=i

є неперервні, разом із своїми п першими похідними, розв ’язками 
диференціального рівняння L (ц) =  0, то

уГ ( *  +  0) =  У“ (5 - 0 ) - И 7 . І
Виходить, що

K'mo(s +  0; s =  Кто  (s - f -0 ;  s)-f- Dt

0 y (M>( s ) . . . y l m>(s)
я ; ( ю  I

D B

K M
та

K o  (s -  0; s) =  /cm0(s -  0; s) +  ~

0 y<m> ( s ) . . .  y(pm) (s) 
R \ ( K )

D„

де:

Тоді

d* + ?/<(x; s) 
(x; S) — dxp dsq

« l o i s  +  O; s ) ~ K ' mo( s - 0; s) =  Km0(s +  0; s) —  /Cmo(s —  0; s)
20



Але К ( х ; я) є функція Гріна, тому

Ї о  ДЛЯ 777 =  0, 1, 2, . .  . (л —  2) 
* т _  п __ і

Я о ( 5 )

і виходить:

/ C ( s + 0 ; s ) - / C ( s - 0 ; s ) =  і
0 для т =  0, 1 , 2 , . . .  (п — 2)

(s)
т — п —  1.

3. К * (х ;$ )  задовольняє граничні умови:

/? ; о о = о  о  =  і,  2 , . . .  Р)

Справді, зробивши операцію /?* над функцією К*(х; 5), ма
тимемо:

/ ? ; [ к ( х ;  s)] я ;  (у о .

* ; [ * • ( «  » > ] = £ /? ; [К (Х ;  s)] . я  ; (у,)

* ; [ к ( х ;  «)] я ;  (У х ). • / ? > , )

тобто  в першому рядку детермінанта матимемо елементи, що д о 
рівнюють елементам /  +  1-го рядка. Виходить:

/ ? ; [ / ( * ( х ;5 ) ]  =  0 ( /  =  1, 2, 3, . . . ,  р)

що й доводить наше твердження.
4. К*  (х; 5) задовольняє також граничні умови:

Я і (и) =  0 0  =  р — 1, . . . ,  п)

Через те, що операція зроблена над функцією у,(х), дає в 
г-ому рядку детермінанта уі елементи, рівні елементам / - го 
рядка, то

' /  =  1, 2, . . .  /7 
=  Р +  і, Р - !- 2,

/ ? у (у ,)  =  0 г , п )

і в наслідок того, що К  (х; 5) —  функція Гріна відповідає гра
ничним умовам

/?,(ц) =  0 /  =  1, 2, . . .  п
то

У?, (х; s)j =  0 для /  =  р +  1, р  +  2, . . .  п.
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Виходить, що, зробивши операцію /?, ( / =  р +  1, р +  2, . . .  п) 
над функцією К*  (х; 5), матимемо детермінант

/? ,-[ /С (х; «)| Я)  (Уі) . . .  Я,-(Ур)

Я?

1 
1 

* •X- Х' Со
1 __

__
__

_
1

1
~ О р

Я,*[ К ( х ;  «)]
а Р

/? ; [ '  КГ(х; 5)]

в якому всі елементи 1-го рядка дорівнюють нулеві.
Отже

/? , [ к * ( х ;5 ) ]  =  0 (у =  Р +  1, Р +  2, . . . ,  п)

5. Залишається показати, що К* (х; в) зсередини [а; 5) та 
(х; Ь] задовольняє рівнянню Ь(и)  =  0.

Справді, через те, що функції Уі(х), у2(х), . . . ,  у п(х)  є роз
в’язки рівняння

Ь (и) =  0 в (а; Ь),

то
£ ( у г) =  0 (г== 1, 2, . . . ,  р)

К(х-, 5і, будучи функцією Гріна оператора (а) зсередини [а; 5)
і (я; Ь\, задовольняє рівняння / . ( « )  =  0.

Виходить, що, зробивши операцію /. над функцією /(* ,  мати
мемо детермінант

Ь(К*) ЦУі) . . . Ц Ур)

Ь ( К * )  =

в якому всі елементи 1-го рядка дорівнюють нулеві. 
Отже,

Ь(К*) = 0
зсередини [а; ї )  та (5; Ь].
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ф. к ■ Косик— ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Р е з ю м е

В статье дается решение задачи по данной функции Грина
(я) (п—1)

K (x ,s )  оператора L (и) =  Р 0(х) и (х )  +  Р ^ х ) и ( х )  + . .  . + Р „ ( х )  и (х), 
соответствующ ей граничным условиям

Я, (и) =  Rn  (U) +  Rit (и) =  0 ( /  =  1 ,2 ........п)
построить функцию Грина К*(х,  sj  оператора L (и), соответ 
ствую щ ую  граничным условиям

R*j (и) =  R*2 (и) +  R*i (и) =  0 для / =  1 ,2........р,
R j (u )  =  Rji (u)-\-Rj2(u) =  0 для /  =  р +  1,р +  2 , . . . п

где:
(г)

Rji ( u ) =  S ayru(fl)
г=0

п-1 (г)
Rj2( u ) =  £ P # r U ( f t )

r=0 

и—1 (r)
R *n (u )=  “

r=0

R % ( u )  =  nZ ? ] r U ( b )
r=0

К**,*) определяется через данную ф ункцию /< (х ,s) по формуле
К (x,s) y, (x). . .  yp (x)

1 Я* [K (x, s)]
Dp .................. Dp

Яр fK (x, s)]
где:

DB
R* (у . ) . . -Я ? (у р)  

R l i y J . - . R l i y p )
У>(х) =

Ri ( u j . . ./?! («n)

/?/_! (Uj). • • Ri—l (Un) 
ur ( x ) . . .u„(x) 

/?/+l (U l ) . . . / ? ,+ l ( M  
•

Ял (Ml) • • • Ял (Un)

—у-ая строка
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F. K .  Kossik  UMFORMUNG DER FUNKTION GREENS FÜR DEN 
OPERATOR DER HÖHEREN ORDNUNG

R e s ü m e e
In dem Artikel gibt man „ ns die L5sung der Auf Mch

+ gA w ™ - ™ x ) “ n d0pera? rs K « ) - P . ( x ) « ! 8 +
entspricht dle den Randbedingungen

R s(u) =  Rli{u)Jr R J u )  ~  o ( / * = it 2....... a)

d t  “ d i n ^ n  S S S S ä ?  * '< *•  s> des i w ,  die

* ** (« )  =  /?%•!(«) +  /?* 8(u) =  0 j = \ , 2 , . . . , p  
Rj(u)  =  /?yi(u) +  /?;2(u) =  0 /  =  p  _|_ i > p  _j_ 2> # _ ? n

n~ 1 (r)
Rjl(U) =  -  a>rU(ö)/■=0

WO

/1—1
tf;2( u ) =  E ßjru $ j  

/•=()

t i * n ( u ) =  E L*jru(a)
r=0

y*,2(u) =  E ß*iru(l).
r= 0

nach *d'S Formel“  dl" ’Ch gegebene Funktion * (* , *)

WO

/C*(x, s) =

Da =

y 3(x) =

K(x, s) y i ( x ) . . . y p(x)
R*i[k(x, S)] —------- -—
......................

Dp
R*p{k(x, s)] p

Dp

• • ■ R \ (y p) 
 

R*p(yi) ■ ■ ■ R*p(yp)

• ■ R ^ )
........................ ...... • •

un(x)
.......................... .
Kn(Ui) . . .  Rn(un)

-y-ste Zeile,


