
приклад, для студентів музичної спеціальності домінантним видом мис- 
нгва буде музичне, для художників - образотворче.

Значимою складовою професійних умінь студентів художньо- 
г-шЛічннх факультетів, наряду з педагогічними, є художні уміння, які у 
д^дгу дослідженні визначаємо як володіння системою усвідомлених, ці- 
іЄСПрямованих. взаємопов'язаних розумових і практичних дій, які дозво- 
дцоть особистості успішно виконувати художньо-аналітичні та художньо- 
вякояавські футгкції в процесі художньої діяльності. У художньо- 
педагогічпому словнику художньо-педагогічні уміння трактуються як зда
тність викладача образотворчого мистецтва на високому рівні виконувати 
живописно-графічні роботи і на професійному рівні вирішувати педагогіч
ні (навчально-виховні) задачі в роботі з дітьми [7].

Висновки. Таким чином, підсумовуючи вищесказане, можна зазна
чити. пю художні уміння дозволяють людині здійснювати образотворчу 
діяльність на високому якісному рівні. Педагогічні уміння становлять еле
менти роботи вчителя з дітьми, за їх допомогою відбувається успішна пе
редача теоретичних знань і практичних навиків, засвоєних ним самим. От
же, професійні уміння вчителя включають здатність людини повноцінно 
здійснювати всебічне навчання і виховання дітей засобами образотворчого 
мистецтва. Розвиток художньо-професійної освіти потребує зміни пріори
тетів в освітньому процесі. Для вчителя образотворчого мистецтва на пер
ший план виходять художні і педагогічні уміння, від рівня сформованості 
яких залежить якість виконання фахових обов’язків.
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ОСОБЛИВОСТІ ВИКОНАННЯ ЦИРКУЛЬНИХ СПРЯЖЕНЬ

^отаз^ія. У статті розглянуті залежності між параметрами циркульних спряжень і іх яико- 
• навчальному процесі університету.
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Аннотация В статье расмотремы заткимоспш между параметрами циркульных сопряжений | 
и га использование в учебном процесе университета.

Ключевые слова; циркульные сопряжения, раиус сопряжения, радиус окружности, тригопаме. 
трические функции.

Постановка проблеми. Циркульні спряження - одна із тем геомет. 
ричного креслення, яка с основою як для побудови деяких виглядів дета
лей, так і для виконання геометричних орнаментів.

На художньо-графічному відділенні Криворізького державного педа
гогічного університету вивчаються всі відомі способи спряження прямих і 
кіл при заданому радіусові спряження, дотична до кола, спряження двох 
прямих дутою, спряження двох кіл прямою, внутрішнє, зовнішнє і змішане 
спряжеїшя дугою заданого радіуса, спряження прямої і кола дугою, коро
бові криві. Ця тема достатньо викладена у навчальній та технічній літера- ■ 
турі, наприклад [1; 2; 3; 4].

При виконані завдань, в яких є циркульні спряження, студенти ви
значають форму спряження і тільки після цього його будують, користую
чись конкретним правилом, часто пе знаючи спільних особливостей бага
тьох із них. Крім того, для створення завдань по кресленню потрібно вста
новити закономірності побудови циркульних спряжень, у тому числі при 
невідомому радіусі спряження.

Метою дослідження є встановлення загального правила для вико
нання переважної більшості циркульних спряжень і взаємозв’язку між їх , 
параметрами.

Результати дослідження. Як показує аналіз відомих способів вико
нання спряжеш», при заданому радіусі спряження послідовність їх побудо
ви гака:

1) визначення центра спряження;
2) визначення двох точок спряження;
3) проведення дуги спряження заданим радіусом спряження.
Крім того бачимо, що для всіх видів спряжень завжди проводять де

які допоміжні лінії, на перетині яких розміщений центр спряження.
При побудові циркульних спряжень розглядаються такі випадки: 

пряма і пряма, коло і пряма, коло і коло. Якщо відомий радіус спряження, 
то для прямої допоміжною лінією є пряма, паралельна заданій прямій, на 
відстані радіуса спряження. Для кола допоміжною лінією є дуга з радіусом. І 
рівним абсолютній величині суми або різниці радіуса кола і радіуса спря
ження.

причому знак плюс чи мінус можна легко визначити по формі побудови. і 
При перетині прямої і кола можливі кілька випадків спряжень (рис.О'І 
Радіус допоміжної дуги у випадку 2 і 4 Ямя , = Ншы + у випадку І

1 і З R^ 2 = Raw — R.
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Допоміжна пряма паралельна заданій прямій у випадках І і 2 - звер
ху чяпаної лінії, у випадках 3 і 4 - знизу заданої лінії. Форма спряжень в 
усіх чотирьох випадках різна.

Якшо пряма дотична до кола або не перетинас коло, то таких випад
ків два При однаковому радіусі спряження вони дзеркально симетричні.

Треба відмітити, що може бути випадок, коли дві допоміжні лінії не 
перетинаються, тобто допоміжна дуга з радіусом кола

Ямл =|ЛииаіЛс| і допоміжна пряма, паралельна заданій прямій не 
мають спільних точок. В такому разі центр спряження не може бути визна
чений. Проаналізуємо, яким повинен бути радіус спряження, щоб побуду
вати спряження прямої і кола. Для випадків 2 і 4 радіус спряження необ
межений ( спряження розташується зовні заданого кола) Для випадків 1 і З, 
коли спряження розміщується всередині заданого кола, радіус спряжения 
повинен бути не більшим половини висоти сегмента, який відтинається від

кола £—Н до Н - висота сегмента кола.

При виконанні спряжень кіл дугою заданого радіуса розрізняють 
внутрішнє, зовнішнє і змішане спряження. Для складання задач і кресленні 
циркульних спряжень важливо знати, в яких межах змінюється радіус 
спряження. Визначимо пі межі для всіх випадків циркульних спряжень.

1. Для внутрішнього спряження двох кіл ДУГОЮ заданого радіуса. 
(рис.2). Знайдемо мінімальний радіус, яким може бути виконане внутрішнє 
спряження двох кіл, визначимо радіус внутрішнього спряження ЯС1, центр 
якого О, розміщений на осі А В

= (1)

Точка О, дійсно може бути центром спряження, тому що центри кіл 
0} і Оу й точка дотику А, цептри О2,03 і точка дотику В розмішені па од
ній прямій відповідно.

Доведемо, що цей радіус буде мінімальним. Для цього введемо де
який інший радіус спряження Rc із центром О. який не лежить на осі АВ.

Розглянемо трикутник ЛО.О.О. Відомо, що сума двох сторін трику- 
тника більша третьої сторони.

<\О + ОО2}О()2
Із побудови 2RC -Rt- R2)OtO2; 2/?f )О(О2 + Rt + R2;

а отже Rc> Rct, і Я., - мінімальний радіус спряження. 

Тоді ~(О}О2 + Я, + R2) S Rc <, оо (2)
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При Я,., = co, цей випадок перетворюється на зовнішнє спряжендд 
двох кіл прямою.

2. Для зовнішнього спряження двох кіл дугою заданого радіусу 
(рис.З а, б)

Якщо кола не перетинаються, то є мінімальний радіус спряження 
(рис.За). Знайдемо деякий радіус зовнішнього спряження, центр спряження 

якого (23 розміщений на осі АВ. Яг1 = у MN = -R,-R2) (3)

Лгі буде радіусом спряження і точка Оу дійсно може бути центром 
спряження. Доведення аналогічне попередньому випадку.

Введемо деякий радіус спряження Я із центром О, який не лежить
на осі АВ.

Із трикутника ЬО,О2О 
яс>1(од-я,-я2).

0,0 + ОО^О,О2; 2ЯС + R, + RJO,О2;

Тоді

Випадок справа коли, Я.п() = оо означає, що зовнішнє спряження 
двох кіл дугою , перетворюється на зовнішнє спряження двох кіл прямою.

Якщо кола перетинаються , або дотикаються, то радіус спряження
0<Rc <<ю (рис.Зб).

Значення зліва означає, що радіус спряження може бути як завгодно 
малий (звичайно, в розумних межах), а значення справа, коли ЯГ(ф =оо, як 
і в попередньому випадку, перетворює зовнішнє спряження двох кіл дугою 
заданого радіуса на зовнішнє спряження двох кіл прямою.

3. Для змішаного спряження двох кіл дугою заданого радіуса, (рис.4) 
Приймемо, шо для кола із радіусом ^спряження відбувається по типу зо
внішнього. а для кола 03 радіусом Я, - по типу внутрішнього.

При виконані цього типу спряження коло із внутрішнім спряженням 
буде всередині кола із радіусом спряження.

Знайдемо деякий радіус змішаного спряження, центр якого розміш» 
ний на осі АВ

Лс1 =-^Я5, де точки А і В - точки дотику R с1=у(ОД -R, + R2)

Для радіуса спряження центр якого О не на прямій із відрізком Aft 

із трикутника ЛО,О2О, аналогічно попередньому -^(О,О2 -R, + R2)£ Кс

При Rc = ос цей випадок перетворюється на внутрішнє спряженй*

двох кіл прямою.

— 238 —



Існує ряд задач, коли радіус спряження не заданий, а є однією із ве- 
дцчнн, які потрібно визначити в задачі. Якщо такі задачі і не задають сту- 
-елтам. то для побудови завдань викладачеві потрібно легко володіти за
кономірностями, які існують між параметрами циркульних спряжень. Роз- 
[■тянсмо основні із цих параметрів. Будемо аналізувати способи спряження 
двох кіл дутою.

Серед основних параметрів є такі: радіуси заданих кіл Я,, Я,, центри 
дд ОрО,, радіус спряження Rc, центр спряження О. точки спряження М, 
X, відстань між центрами спряжених кіл L = (\О2 .

Розглянемо деякі із таких задач.
1. Побудувати внутрішнє спряження, коли в умові задачі задані раді

уси кіл Я,, Я,, центри кіл , О2, відстань між центрами кіл L = О^О2 і одна 
точка спряження М на колі радіуса Я,. Потрібно знайти радіус дуги спря
ження Я. і другу точку спряження N на колі радіуса Я,. (рис.5)

Точку спряження на колі при визначеному положенні двох кіл радіу
сами Я, і Я, й відстані між центрами О, О2 не можна задавати будь-де. Її 
місце обмежене двома умовами: перша - обмеження мінімальним радіусом 
спряження, що визначається точками А і В , які лежать на лінії О, О2 (1); 
друге - обмеження точками С і Д, що являють собою точки спряження 
двох кіл прямою. Тобто, точка М обмеження дугою АС, точка N обмежен
ня дугою ВД. Крім того, задавати можна тільки одну із точок, М або N, 
тому що при визначеному положенні Яс = ОО М , визначається положення 
Яг -OO2N (дві прямі лінії, рівні між собою, що проходять через спільну 
точку О і кожна з яких обов'язково через Ot або О2 відповідно).

Рішення. Задаємо точку М. На продовженні лінії МО, відкладаємо 
радіус Я2. MT -R2. З’єднуємо точки Т і О,. Ділимо Т О2 пополам і прово
димо перпендикуляр до Т О2 - висоту рівнобедреного трикутника. Цей пе
рпендикуляр перетнеться з продовженням лінії М Т в точці О, яка і є 
Центром спряження, а О М = О ti=Re - відшуканий радіус спряження, N- 
віДШукана друга точка спряження.

2. Побудувати внутрішнє спряження двох кіл, коли в умові задачі 
’идані радіуси кіл Я,, Я,. і радіус спряження Я£. Визначити залежність ві- 
д<лащ між центрами кіл і кутом а, який складає лінія осі між центрами кіл 
нормаль до однієї із точок спряження (на колі Я2).

Як видно із рис.6, радіус спряження Яс буде мінімальним при відс- 
1 між центрами кіл L-Oflu. Далі, при зменшенні відстані L (напря

ла L=O.O2) той же радіус спряження не буде мінімальним. Він по від- 
ИоЩенню до відстані L поступово зростає. Тобто, якщо проведемо деяке 

3 радіусом Rr, то відстань між центрами кіл буде дорівнювати відста
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ні точки О, від однієї із точок на ободі кола радіуса Я. - Я2. Для цього 
можна уявити, що центр кола з радіусом Я, поступово рухається до кода 3 
радіусом, Rc-R. із положення О2, до положення 0И.

Кут а = Z.MO2S = Z.KO-JO. В трикутнику ДО,О0, ОК є висотою.
Тоді із трикутників \0\K0 і &ОКОг
L = О}О2 = O.K + К02, 0,О = ЯС-Я,=Д,; 00, = R, - Я, = Д;.

O,X = O,Ocos3 = £|Cosp де p = ZOO,£; КО, = ОО, cos а = A,cosa; 

L = A,cosp + A2cosa; cosP = >/l-sin*P

ЯО = О, О sin P; KO = OO,sina; sinP=—^sina;
ді

І д2 j І
cosp= 1 —rsin2a =—5/Af -A2 sin2 a;

V ДІ ді

L = - A2 sin2 a + A, cosa (2).
Визначимо межі зміни відстані L від кута a (2). 180° ZaZO
При a = 0; Z = A, + A, = Яс - Я, + Я1 - Я, = 2ЯС-Я, - Я, = 0,0,,
Приа = 180° Z = tf2-fll=O,Oa.
Тобто, маючи значення Re можна будувати задачі із різними відста

нями центрами спряженнях кіл.
Якщо нема потреби викладати цикл задач (вручну чи за допомогою 

комп’ютерної програми), то графічно ця задача виконується в такій послі
довності (рис.2). Проводимо вісь, на якій будуємо коло радіуса Я, із 
центром 0,, на осі будуємо кут AOtM = a, із точки дотику М відкладаємо І 
Яс, і визначаємо О. Із О як із центра проводимо дугу радіусом 
ОО2 = Rc - Я. до перетину із віссю в точці О2. Тоді О, 02 = L.

Аналогічні задачі на визначення залежностей між параметрами мож
на побудувати для зовнішнього і змішаного спряження.

Висновок. При виконанні задач на спряження доцільно орієнтувати 
студентів на універсальне правило побудувати спряжень і на особливості 
їх побудови в залежності від розміщення елементів спряжень. Це допомо
же виробити в студентів навики правильної побудови спряжень.

З метою складання задач на спряження для контрольних індивілуаль' І 
них завдань можна користуватись залежностями між параметрами цирку8*'” 
них спряжень, що дозволить більш раціонально будувати цикли таких задач

Подальше використання. Універсальне правило побудови сП?^, 
жепь й закономірності між параметрами застосовуються в практиці пооУ*І 
дови задач на спряження. У подальшому дослідження і рекомендації мо* І 
на використовувати як для контролю знань студентів, так і при склад®8* . 
методичних посібників і робочих програм.
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Використання циркульних спряжень можна значно розширити, якщо 
будь-яку плавну криву зімітувати кривою із циркульними спряженнями (не 
сукупністю циркульних дуг!) [5]. Параметри такої кривої можна розраху
вати по методу, розглянутому, наприклад, в [6].
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