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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ,  СКОРОЧЕНЬ 

 

a(mod b) залишок від ділення a на b 

int(x)  ціла частина числа x 

sup  верхня грань 

LSS  Least Squares Spline  

PFDD  process flow description diagrams 

UOB  units of behavior 

АКФ  автокореляційна функція 

АЦП  аналоговий цифровий перетворювач 

АЧХ  амплітудно-частотна характеристика 

ЕОМ  електронна обчислювальна машина 

МНК  метод найменших  квадратів 

РЕС УПР    радіоелектронні системи управління повітряним рухом 
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РЛС            радіолокаційна станція 

РМНК рекурентний МНК 

СКВ  середньоквадратичне відхилення 

СЩП  спектральна щільність потужності 

ШПФ  швидке  перетворення Фур’є 

ФНЧ           фільтр нижніх частот 

ФВЧ            фільтр верхніх частот 

 

 

 

 

 

 

 

 

ВСТУП 

Актуальність теми.    Сьогодні інтенсивно розвиваються радіотехнічні 

системи, що обробляють сигнали, носіями важливої інформації в яких є не лише 

деякі середні чи локальні характеристики, а саме їх унікальна форма. Це 

радіолокаційні станції для контактного та дистанційного проникаючого зондування 

GPR (Ground Penetrating Radar), радіометричні системи, що використовують власне 

випромінювання тіл у радіочастотному діапазоні, расдари і содари тощо.  

Алгоритми обробки сигналів у таких системах здебільшого запозичені з 

радіолокації і мало адекватні процесам зондування, що не дозволяє повною мірою 

використати потенційні можливості цих систем. У багатьох випадках сигнали в 

таких системах є сплайнами. Іншим важливим напрямком розвитку радіотехнічних 

систем є телемедицина, зокрема біорадіотелеметрія. Ефективність цих систем 

значною мірою залежить від наявності високих метрологічних характеристик 
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пристроїв підсилення,  перетворення та фільтрації біосигналів, інформативності 

пристроїв  обробки та  стиснення сигналів. Біосигнали також мають складну форму 

та значну шумову складову, що ускладнює їх обробку. Роботи цієї тематики із 

застосуванням сплайнів представлені Biomedical Imaging Group (BIG, bigwww.epfl.ch)  

Успішно вирішити проблему обробки сигналів у вказаних системах допоможе 

використання сплайн-моделі сигналів. Сплайни мають добре розвинену математичну 

теорію (роботи I.Schoenberg, C. de Boor, M.Unser, Стечкіна С.Б., Субботіна Ю.Н., 

Зав’ялова Ю.С., Василенка В.А., українських вчених Корнєйчука М.П., Лигуна А.А., 

Попова Б.А., Марченка Б.Г., Денисюка В.П., Шутка М.О. Приставки О.П.) і відомі 

своїми хорошими наближуючими властивостям в поєднанні з ефективним апаратом 

розрахунків. Достоїнство сплайнів полягає в тому, що зростання порядку 

сплайнового полінома не погіршує якість обчислень, а похибка наближення 

залежить від похідної фіксованого порядку. Прості несплайнові моделі, що 

використовуються для обробки сигналів складної форми (у цій роботі неперіодичних 

гладких сигналів, що мають більше 4-6 екстремумів), не здатні адекватно та 

ефективно описати вказані сигнали в цілому. Тому такі сигнали обробляють 

короткими фрагментами (вікнами), в межах яких зберігається практично достатня 

адекватність простої моделі.  За наявності випадкових шумів, для отримання якісних 

статистичних оцінок параметрів моделі сигналу бажано врахувати максимальну 

кількість даних, для чого необхідно збільшити розкрив вікна. Розширення вікна 

призводить до неадекватності простої моделі і потребує її ускладнення (наприклад, 

зростання порядку полінома), що в свою чергу призводить до погіршення 

статистичних оцінок та обчислювальних труднощів. Це погіршення знову необхідно 

компенсувати збільшенням числа даних (розширенням вікна). Не вирішеним є також 

питання вибору відповідного базису для наближення конкретного сигналу за 

методом найменших квадратів в радіотехнічних системах. Використання сплайнів, 

як моделі сигналу, дозволяє уникнути зазначених труднощів і суттєво підвищити 
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якість обробки сигналів. Наприклад, заміна кубічного полінома сплайном дозволяє, 

при однаковій похибці апроксимації, вдвічі збільшити ширину вікна обробки.  

В області цифрової обробки сигналів сплайни інтенсивно почали 

використовуватись з кінця 80-х років у wavelets методах, в основі яких лежать 

інтерполяційні схеми з локальними базисними функціями. Сучасний стан 

досліджень та  перспектив в області застосування сплайнів для обробки цифрових 

сигналів найповніше висвітлено в роботі [M. Unser, "Splines: a perfect fit for signal and 

image processing," IEEE Signal Processing Magazine, vol. 16, no. 6, pp. 22-38, 1999].  

Використання більш складних, статистичних методів обробки, а саме, статистичної 

ідентифікації, оптимальної фільтрації та адаптація сплайнів до характеристик 

реальних сигналів дозволяє отримати значно точніші моделі та ефективніші 

статистичні оцінки параметрів сигналів ніж ті, що грунтуються на інтерполяційних 

схемах. Однак ряд особливостей обробки сигналів не дозволяє безпосередньо 

застосувати існуючий математичний апарат сплайнів і потребує нетривіальних 

підходів до реалізації методів і засобів сплайн-обробки та їх об’єднання в рамках 

спеціалізованої теорії і технології. Основні підходи до оптимізації та апаратної 

реалізації обчислень викладено в роботах  Блейхута Р., Гольденберга Л.М., Задіраки 

В.К., Теслера Г.С.,  Кузьміна С.З., Ігнатова В.О., Білецького А.Я., Прокопенка І.Г. 

Отже, виникає потреба у вдосконаленні обробки сигналів складної форми, яку 

потенційно дозволяє задовольнити застосування сплайн-моделей, але сплайни не 

можна застосувати для обробки сигналів в радіотехнічних системах у рамках 

існуючих методів та методик. 

Викладене вище дозволяє сформулювати важливу науково-технічну 

проблему вдосконалення обробки цифрових сигналів складної форми в 

радіотехнічних системах  шляхом застосування сплайн-моделей.  

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Результати 

дисертаційної роботи отримано та  застосовано в процесі виконання наступних 

науково-дослідних робіт: 
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036-ГБ92 “Разработка методов повышения достоверности обработки измерительной 

информации и контроля параметров радиоэлектронных систем” (1992-1994); 

301-Х93 “Разработка, проектирование, изготовление вихревих устройств для научно-

исследовательских целей “  (1993); 

302-Х93 “Разработка контроллера прибора неразрушающего контроля 

поверхностного слоя ферромагнитных деталей (1993); 

397-Х93 “Разработка технологии радиоиммунологического  анализа предсердного 

гормона” (1993-1994); 

497-ГК94 “Разработка и исследование методов и средств повышения технико-

экономических показателей преобразователей параметров электроэнергии в 

несимметричных режимах” (1994-1996). 

ГБ07-206-01 “Створення інтелектуальної системи оперативного аналізу 

техногенного навантаження довкілля на основі сучасних інформаційних технологій 

(2001). 

У зазначених  науково-дослідних роботах сплайн-технологія обробки  даних 

застосовувалась для ідентифікації, моделювання, фільтрації та стиснення сигналів 

складної форми. 

Мета роботи. Досягти суттєвого покращення результатів синтезу та аналізу 

цифрових сигналів складної форми в радіотехнічних системах, шляхом застосування 

сплайн-моделей. 

Основні задачі дослідження. 

1. Розробка методів адаптації сплайнів до частотних властивостей конкретних  

сигналів (діапазону частот, амплітудного чи енергетичного спектру) з 

врахуванням практичних аспектів застосування в задачах цифрової обробки 

сигналів в радіотехнічних та телевізійних системах. 

2. Створення та дослідження методів та алгоритмів побудови сплайнів із 

заданими частотними властивостями. 
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3. Розробка і дослідження швидких алгоритмів та методики побудови пристроїв 

для обробки сигналів, що грунтуються на сплайн-інтерполяції та 

статистичному оцінюванню за МНК  сплайнових моделей  в реальному часі. 

4. Синтез пристроїв та алгоритмів адаптації сплайнів до сигналів та завадової 

обстановки, включаючи алгоритми та пристрої частотно-часового розкладу, 

стійких до адитивного білого шуму. 

5. Виконання експериментальної та  практичної перевірки основних теоретичних 

положень, алгоритмів та засобів,  що складають апаратне і програмне 

забезпечення цифрових систем сплайн-обробки радіотехнічних сигналів 

складної форми. 

Об’єктом дослідження є цифрові сигнали, їх теорія, засоби і методи аналізу і 

синтезу.  

Предметом досліджень є засоби і технології сплайн-методів аналізу і синтезу 

цифрових сигналів складної форми в радіотехнічних системах. 

 Методи дослідження. Для побудови сплайнових моделей застосовано методи 

апроксимації, лінійної алгебри, математичного аналізу. При розробці методів 

статистичного оцінювання  параметрів сплайнів застосовано методи максимальної 

правдоподоби, математичної статистики та випадкових процесів. Методи лінійної 

фільтрації, дослідження операцій, нелінійної оптимізації використовувались при 

розробці прикладних методів та  алгоритмів. Для моделювання даних застосовано 

методи статистичного моделювання та чисельні методи.  В цілому у процесі роботи 

використовувалась теорія сигналів, теорія наближень та теорія сплайн-функцій.  

Наукова новизна полягає в наступному. 

1. У класі сплайнових моделей сигналів створено методи синтезу оптимальних за 

МНК фільтрів (фільтрів Вінера-Колмогорова).  

2. Отримано та теоретично обгрунтовано згортковий метод побудови базисних 

сплайнів з фрагментів  широкого класу неперервних на фрагментах функцій. 
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3. Розроблено способи трансформації чотирьохфрагментних базисних сплайнів в 

локальний та глобальний інтерполяційні імпульси. 

4. Cтворено методику розрахунку LSS (Least Squares Spline) фільтрів зі сплайн-

моделями, які складаються з необмеженої кількості фрагментів рівної ширини, 

що грунтується на наближеному оберненні матриці специфічної форми. 

5. Виведено формули для рекурентних розрахунків оцінок МНК зі сплайновими 

моделями (рекурентних LSS фільтрів). 

6. Отримано частотно-часові розклади сигналів в локальних сплайнових базисах 

за методом найменших квадратів (LSS розклад). 

Практичне значення роботи полягає в тому, що: 

1. Створено технологію обробки цифрових сигналів складної форми, яка 

грунтується на сплайнових моделях залежностей.  Перевагою розробленої 

технології перед  відомими є універсальність моделі, що використовується та її 

обчислювальна ефективність. Порівняно з іншими сплайновими технологіями, 

розроблену відрізняє обгрунтованість вибору конкретних сплайнових базисів з 

врахуванням  характеру сигналів та завад 

2. Розроблено методику розрахунків віконних, рекурентних, децимуючих LSS 

фільтрів, синтез базисів для яких обрунтований частотними властивостями 

корисного сигналу і шуму. 

3. Синтезовано алгоритми та пристрої адаптивної обробки сигналів однократної 

обробки (з адаптацією за рахунок зміни частотних властивостей базисних 

сплайнів) та багатократної обробки в системах оптимального частотно-

часового сплайн-розкладу за МНК (LSS розклад), що є стійким до адитивного 

білого шуму. 

4. Ефективність розробленої технології випробувано у процесі вирішення 

практичних задач в системах обробки реальних сигналів складної форми у 

медичній  функціональній діагностиці, геології і геофізиці та на модельних 

сигналах. 
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5. Отримані методи, способи і методики реалізовано у вигляді алгоритмів,  

прикладних програм і бібліотек функцій на алгоритмічних мовах  “C”, “VBA”, 

у середовищах математичних пакетів “MathCad”, “Reduce”, ”Derive”, 

“MatLab”, “Simulink” та в спеціалізованих пакетах проектування цифрових 

пристроїв “Altera DSP blokset”, “Quartus II”. Така реалізація потенційно 

дозволяє розробити системи автоматизованого схемотехнічного проектування 

та комп’ютерного моделювання радіотехнічних та телевізійних пристроїв та 

вузлів (наприклад, створення гіперфункцій для ПЛІС Altera). 

6. Отримані результати дозволяють виготовляти універсальні та спеціалізовані 

інтегральні мікросхеми оптимальної та адаптивної сплайн-обробки цифрових 

сигналів складної форми в радіотехнічних та телевізійних системах в умовах 

реальної завадової обстановки.  

7. Загалом застосування здобутих результатів в системах проникаючої 

радіолокації, телеметрії, телемедицини дозволяє суттєво покращити обробку 

сигналів, підвищити інформативність та достовірність результатів. Так, заміна 

кубічної моделі сплайновою в фільтрі Савицького-Голея зменшує максимальну 

динамічну похибку в 16 разів, або дозволяє розширити вікно обробки 

щонайменше вдвічі, відповідно зменшивши випадкову похибку в 1.4 рази. 

Впровадження результатів роботи.  Основні результати досліджень і 

розробок впроваджено: 

· у міському діагностичному центрі 2-ї міської лікарні м.Кривий Ріг; 

· на кафедрі педіатрії та клінічної лабораторної діагностики факультету 

післядипломної освіти Дніпропетровської державної медичної академії 

(м.Кривий Ріг); 

· на кафедрі математичного забезпечення ЕОМ Дніпропетровського 

національного університету. 

Особистий внесок здобувача. У наукових  роботах, опублікованих у 

співавторстві, авторові належать:  [311,320,321,322,323,325] - застосування сплайн-
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моделі, [312,313,314,318,331,333, 343] - методи побудови базисів, [315, 324] – 

рекурентний алгоритм, [316] - метод адаптації, [319] - метод реального часу, [317, 

326, 338] - постановка задачі, [327] - побудова необмежених сплайнів, [334] – 

застосування центральної граничної теореми, [335] - швидкий алгоритм, [337] – 

розв’язок МНК, [340] - сплайн-метод частотно-часового аналізу, [341] – 

встановлення звязку між сплайнами і вейвлетами,   [344]- конструкції пристроїв.  

Апробація результатів дисертації.  Основні результати  доповідались на 

таких наукових конференціях: II МНТК “Методы  управления системной 

эффективностью функционирования электрифицированных и пилотажно-

навигационных комплексов” (Киев, 1993);  звітна науково-технічна  конференція 

наукових колективів університету за 1994 рік (Київ, КМУЦА); XVI звітна науково-

технічна  конференція університету за 1995 рік (Київ, КМУЦА); МНТК “Проблемы 

совершенствования систем аэронавигационного обслуживания и управления 

подвижными объектами” (Киев, 1996); МНТК “Авіа-1999” (Київ,1999); МНТК “Авіа-

2000” (Київ, 2000). МНТК “Авіа-2001” (Київ, 2001), МНТК “Авіа-2002” (Київ, 2002), 

МНТК “Авіа-2003” (Київ, 2003), МНТК “Авіа-2004” (Київ, 2004), МНК “Теорія та 

методи обробки сигналів” (Київ, 2005), МНМК “Проблеми математичного 

моделювання” (Дніпродзержинськ, 2003), МНМК “Проблеми математичного 

моделювання” (Дніпродзержинськ, 2004). Результати дисертаційного дослідження 

доповідались на секції №1 Вченої ради ІПММС НАН України, та у відділі 

оптимізації чисельних методів Інституту кібернетики ім.В.М.Глушкова НАН 

України, де отримали позитивну оцінку. Основні результати досліджень (а також 

електронна версія монографії) розміщені в internet за адресою www.kdeu.dp.ua/spline 

і є загальнодоступними з лютого 2003 року. Частину програмного забезпечення 

(побудова інтерполяційних сплайнів та сплайн-інтерполяторів) розміщено на сайтах 

www.matlab.ru  та www.exponenta.ru./journal.  

Публікації.  Основні оригінальні  результати є підсумком наукової роботи 

автора, котрою він займається з 1983 року. Вони складаються з 34  наукових робіт, в 
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тому числі 27 статей у фахових наукових виданнях, згідно списку ВАК, та однієї 

монографії.   

Структура роботи та її обсяг. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

шести розділів, висновків, що містять основні результати роботи, списку 

використаних джерел та додатків.  Загальний обсяг роботи складає 308 сторінок, 

робота містить 147 рисунків, 6 таблиць та список джерел з 345 найменувань. 
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�� ����’������� �� 9������ ����������� !� 5������� ���� �	������
�

���������������������5-(,��www.uacml.kharkov.ua).  

+������ ������ ������ ������� ������
��	
� �� .������������� ����������

������	���� �www.srlc.nmu.kiev.ua/telemed)����'�������������7�����������������

������	��� �'��',5�� www.telemed.org.ua)�� ��	���� �������� ���	�������

��������� ,&� 5������� ���9������� (���	���� ����	���� ��7���������� �������-

������������ ������ �������������� ���������� �� 	�	��� .-.� 5������� ��

,���	��	��� �	���� �� ������ 5������� �,..; 9T�2, www.dlab.kiev.ua). <�����

)-11-�� Ltd (www.pallar.com.ua) ������ ����������� ��	����� -��� �� ����������

��������� ������������ �� ���7�� ��������� ����������� ����������� )���� ��

������������	��������	�������������������������	��������
����	�������
���������

��	����� �������� �� ������7���
���� ��7����� ����� ���������� �����	�	����� !�

'��',5� ��� �������� ����������� ����������� ����� ����������� ����������������

	�	���� ��
� �������� 	����  ������� ���� ������ �� ����������  ����� '����	���

-���
�26-��������
���
�����������������7���
�7�
�������������������	�����

����������������������	���������������	
�����������������������������
�����'&+�

������� ������� ������ !� �	����� ���������� ���������� ������� ����������������

	�����;�� ����������� ��������#�� �� ��	����� �������������
� ����
� �� ��������

	��	���� ���������� 	�������#��� ���	��	���� �� ��	���� ��’
���� ,������ ��������

������������������������7�����������������������������������������������
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���� 	��� 	������ ����������� +���������� #�� ������ ����� 	�	��� �����������

��������� �� ��7�� 7��	���� �������� )��� ������ ������� ��� �������� ����7���

���������� �	������� ��������� "���� �������� ������ ������� 	��������� ������� ��

������	������	�	����������������������������������������)�����7������� �	��

���	�������� ����������������������� ������������� ����	���������� �������������

����������������� �� ����� ��	���������	�������������, 
������	����	
� ����	�����

������� ������#���	������������������.  

!����������:�,�6������� �,..; 9"�2, ����������������	�	�������	����������

�"������������� �25-�,� ����
� �&&& ���� (����� ���������	
(� �/�������	��

��	�����������������������������������������������������	�	��������������


�� ��������	�� ��	����� ������������ � �������� ������������ �����������

��
���	�� ��	����� ������������� ��������	��� ���	����� ���	�����
���

����������
� �� ���������� � ���	��������� �����������	�� ���	����� � ����������

	�	��� �� ��������� ������������ � �� ���7� �������	�� ��	����� � ������������ � �  

������������������������������������������������������	�	���   

/�������	���������������
� �	�	��� �����������������	������������������

��� 	����������������� ����������������������	
� ���� � ������������������������

���������������������	����������
������������	
������	���������������	�������� 

���	��������� � ��� ��������� ���� ��������� �������� ���������	
� � ��� � ������ � ���

���������� ��	�� �� ����������	
� �� ����
��� �������� ��
� ���������������� ���

	���������������	������'��������������	��������������������������������� ��

�������������������������
�����������������������������������������������	�	���

������������������	��������”  

)���	������� ��� ��7������ ����
���� �������� �������������� 	�	���

��’����������	��������	������	��	������� ������	�	����( 

	������	�������������	��������	�����������	��������������	��	���7���
; 

��	��������	������������������������	����������������������; 

����	���	��������	���������	����	
���	������������ ����. 
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 �����
��������������������#����	�	�����	
���������	���������!��	�����

������7���� ���� �	�� ������� �������� �� �������� ��������
�� &	������� ��
�

������ ���� �������� ��7����� ������� ������� ����	�� ������������ �� ����
���

��������� ����������� �����
�������� �������� ������� !������ �������������

	��������
�����������	�����	�����������7������������	���	�����������������

�����������������-��	�������������	������9� ������7����������	���	
���

���	���	������� �������� �� ��
���	��  ������� ���������� ��� ����������� ��

��7����	�� ����������� -80� �������� ������� !��	���	�� �������� ��� 	����	��

���	���	���������������������
����	�	�������������������������������� 

  '�
���	
�����
���#�����������	������������������������
��������������

������� .������ � �7�������� ���	��� �� ����������� �� ��	�	������ ��� ��������

	�������� ��� �����7���
�������� �� 	����������������������������;����������� ��

������� ����������������	���������	�	�����	
���<��’���������������������������

����	�����.������ ���������������������������!�������+�����7���
������������

��	����� ��������	��� ������� ����	����	
� �� ��	����� ����	�� ��� 	��������

���7��	���8�	���������������������������������������������������������( 

( )
( )

( ) ( )
x

x e

W
K j

W W

ωω
ω ω

=
+ �� ��� ( )xW ω -	����� ���7��	�� ����	����� 	��������

( )eW ω -�	��������7��	�� �������	����������+����������#�����������������������

�� ��	���������������	����	��������
�������������������	��� 

9� ���������� �������	
���� ������� �������� 	������� ���������������� ���

��������� ��� ���������� ������������� ���������� �� ����7����� ������� ;�� �������

2���������-4���
�� 
��� ��	�	������ ��
� �������� 	�������,� ����� ��7����� �����

���������
���������� ���
�,.(���������7���
���������������
���������������	
�

��������������������	����������	���	����������������!������������7��� ���
�

,.(���������������	�������#�����������������������������(��������;��������

���������� ������ ���������� ����������� 	�������� ���� ������ ���
���� �	�������
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���������� ����� ����������  ������ ������ �� ��	��� ����������� ������������ )���

	������	�������������	�����������	
����	���� 

)����#��� 
��	�� �����	������� �������� 	��������� ����� �����	
� 

��	�	���� �� ��������� ������������� ����	����������� -� ���������'�
� ������ ���	��

����	��� �� ��������� �������� 	�������� ��������� �
��  ������� ����������� #��

$������	
� ��� �������
���� 	��������� .�� ��������� ����� ��������� �������

��������� ����� 	������	�� ���
���� &�n��� ���� ��������� ������������� 	����� ��

������� ���� ����	��������� 	������	��&�n log n).�)���� ������
��� ��� ���	������

<��’�� ���������� �������������7��� ���������� �����	������	���� ��������	�������

����������� ;�� ��������� �	�� ��� ��	�	������ ��
� �������� 	�������� ��� ������

�������  ������ &����� �������
������ 	����� ��� ����������� ��������	�� ����

��
���	�� ���������  ����� �� �	������� �������� "���� ��� ��
���	��  ���� �� 	�����

������� �������� ��������� ������������ 	������������������������������������

���������	���������������������. 

2��������	���������������������	�	����GPR������������������������

������
���	����������������	���������)�� �����������
����	�������� �)
����	
���


-�,� ���� (Shoenberg,I.) [34]. 2���� �	������� ���������#�� 	������� ���� �� �����

��	�	������ �� ����	������ �����������26-�� ��
� ����������� 	�������� ���������

	���
���� �� ���	����� 6�������� �� �����
� 	������� ������� ������ ��� ����������

�� �����
������)����������������
-,&��������&	�������	�����������	�	�����
�

	��������)�������������������������������������
��+�������������6���������

���������	����������������������� �� �&�	�����)��	������������	���7����	����

���������
���������$.�/��.0��%0���������1�����������
-2'����� [35]�� � �����������

������ ��� ������6�������� ����� ���������
� #�� 3,� ��������� ������ !���������

	���������������������7���
��������	
���������������������
������������������
���

�� ���������������������)���������������!�
����	���#���������������������

	������� ����� ������ �
�� �������� ������ �������������� �� ����������������

������������ "������ �� �������� 	�������� ���	�
����� ������ (�:��� (deBoor,C) 

[19,163]�� 6�������� (Shumaker, L.L.) [40], -������� (Ahlberg,A.), .���	����
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(Nilson,E.)�� 5�� �� [122]�� +��
����� =�2� [172,173]�� (��	���� :�9� [172], 

(��������� ,�)� [200]�� 2������� 2�:��� 2������� =�.� [289].� !� 9������� ����

���������� :���� �� 6��������� � ����������� ���������� ����� ������ ��� �������

���	�
������ 	�������: Spline Bibliography Database  (SBD) 

(www.math.aucland.ac.nz/~waldron/Splinebib/splinebib.html).� )���� ������7���

���� �	���������������	���7�������	�
������	����������7��������	�����	�����

����������� ���������� ���� ��	������� �������� 9�7������� 	����� ��	�	�����
�

	������������	������������������������	������������	���	����������������
������

��	
���� ����������� ��	���7����� )����� ��� ����������� �� ��7��������

����
������������������	����������������������	������
��'�
�
	��	����7���

����	�� �������� ��� 	����������� ���������� ,���������� ����
�� ��

����	�������� ������������� ���������� ������������ ������� �� ��	��������

������������� ��������� �� ��7�������� ��	�������� ��  �������� ����������� � 

������������	������	���������������������
 [216]�������7��
����	�����������

����������� ������� �� ������� 	������ ������(� ����������� [137]�� �������� [214], 

���	��� [273]����������� ������������[233] ������ 

.������ � �������� ��7�������� ����	�� ������	���
� 	�������� ������� ��	�

���� ���	
� ����)������ ������� [217]�� � .����� �� ������ ��� ��7��������

��	�	������	��������	����wavelet ��������������	������� [2,33,150]��!� ��	�����

wavelet ����������������� ��������������
��
� ��������������������������������

����	�� [12]�� �9	������	���������������������	����������������	�������������� ��

	������ [54,305]�� )���� 	������� �� ��� �������� ������������ ����7���
�� ���

���7����� ��� ����� ������������ ��������� 	���� �� �������
������� ��������� &�����

��7���	�������#�������� ��	����������������
�	����������	�����signal processing 

�� ��������� ���������� ��	���.������ � ������������� �� ������	���
�wavelet ��
�

	�	����
� ������ ��� ������ [82]�� 9	���� ������ ����������� ����
� �� �� ��	���

��������������������������	�� ������������
�	�	����
������7�����.�����7�����

��� ��� ������������� � �� ���wavelet ������� �� ����	����� �� � ������� 	������ � jpeg 

��������� ��� 	������� ���������� ��$��������
� [230]�� 9� �� 	������
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������	���
� 	�������� �� ��7�������� ������� �������� ��������� ������ �� ��	���

����������� �� �������������� ;�� ����������
� ����������� 	�	�� [221], 

�����	�����
� �����7��� [82]�� ��������
� 	�������� 	������������� [249]��%� �������

	������ �������� ������������������� ��')<� ��� 	�����-�������
����� �� ��� 	�����

	���	��� ���������� [90]. &7�,� ��	�	�����
� 	�������� ��
� �������� 	�������� ��

�������������� 	�	����� ������������ �������������� ���������� ������������ ��

����������������������������7�����.  

 

1.2 �.��/����#+ �%(0�"'�!��)� ��."�"-��."-1!"'� 

 

�����
����� ��	��� ������� �����������	�� ��������� #�� ��� ���������

	����������.�����������	���������������������������� ��������������������	��������

�� �� ���� ������ �� ��� ���	�������� #�� �������
��	
� ����
���� ���������� ��

�	������	
��� �������� [28,42,48,67,94,95,96,97,165,184,225,231,249,250,269]. 

"���� ��������� �� �����
� ������� 	�����-��������� #�� ������������ ���������

������������������	�����������	�	�����
� 

!������ ���	����� ���������
� 	������ [200](� <�����
� S(t) ���������� ��

����������� ��� ��������� 4a,b5� ��������	
� ��������������� 	�������� ���
����m �� 

�������� ( )0 1 ...j nx a x x x b∈ = < < < = ��
�#�������7����������������� )1j jx x− , j=1,n,  S(t) 

�������������������������	������ �#�����������#�� m, �����7���������� ��  ��
���

�������� ��7�� ���� �������� � ��#�� �� ����� jx � ����������� �������� ( ),S t  …, 

( )( ) ,im kS t−
� �� �������� � ( )( 1) ,im kS t− +

� �� ����� jx � ������ �������� � ��	�� 
0
min i

i n
k k

≤ ≤
=  

�����������������	�������   

2���� �����7��,� �#�� ���� ���	����� ���������
� 	������� �� ��#�� ���7�������

"��� (�:��� ��	�	����� 	������� �� �������� ������� [163], � �� 

0 1( , ... )j ax a x x x b∈ = ≤ ≤ ≤ = . :�-�)����� ������ 	������,� ��������� 
���� ��� ��

����������������������������	�������	
� ��������������������������������)�����
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	��������� ������� [112]�� !� ����������� �����
���� �����
� �������������

�����7���
� 	��������� �� ���������� ������� ���’
�����'�
� ������������ 	��������

����	
���������������#������������������	�	�����
��)������������������������

����������� ���������
� ����� 	��������� 9��������
�� ���������� �� �������

[157,249,255]������� ���������������#��	���
����������������������������	����

	����������
����������������� 

(����:����������������
�	��������������������������������!-	���������
�����

	���� ������ ���������	
� ��� ��� 	��������� ��	�������	�� �������

1 1(... , ... ...)i i j jx x x x+ +≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  ����������������������� [163].�!���������������

	������ �7�� ��� �� ����7����� ���������� [a,b) ��� ���	������� ��	���� �������� ������

����������	�����������������������������������������������	
,�
��������������

���������� :��� �����
���� ���

� 6	�����6� 
�� �	������� ����� ����� ��� ��	����-

����������������������6����������7������
���������
�����������������
�������

	�������� ��
� ������7������ ��	��� ���������� ��� ������ ���������� ���7����

��������� [19].  

+� ����
��� ������ ����� ������� ���	���	�� ����7���� ��� 	��������	�� 	����

������� �������
���� �� ����	�����-������� 	����������������������� 	���� �������

�������� �� ������������� #������� �� �������
��� �� ��� ��� ��������� ���

��������������������	������. 

!������� ��	����-��	������� � ��������� 
�� �� 	������� �� ������ ���������� 

��7��������
������
���������������	������	�����������������������	�������� 

;������ �����
���� �� �� ������	���
� �� ���������� ��� �������������

����������� 
�#�� �����	
� ������ ��	����� ���	��� 	��	��� �����������

����������	����������	����� 

5���������������

�	���������	������������	���#��	���������������������

�������������������

��6	�����6���� 

������������	��������������������������������������������������������

��������S,  
���	�������	
���������������#����������
�����������������	��������
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	������������������"�����	�������
�������������������������������	��������

&	������� ������� 	�������
� ���������� �� ����������	�� �������� �� ��	����

������������������	�������
� 

)�	�������	�� ������� � �� ���	������ ������	�� ������� �� ������ ������ ���

�����
���������� &	������� ��	��� ��������� �� ��������� ��� 
���� 	���������	
�

	������ ��� ������	
�� ������ ��7��� ���� ������������� ���� ��	��������� ��	���

����������� �� ���

� ������� 	������� ������� ���	� �� ������ �� �������� ����

	����������������������m-������������������	�������
� 

�����
����� 	��	���� ��������� 	��������� &	������ ��������� ���
���� ��

���������������������������� ��	�����������������	�������
�	�	�����������������

<�����
�� #�� ����	���
�� ������� ��������� ���� ����7��� ���� � ��
����� �������

����������� ������ 
������������ ����������� ��������
� ����� 	�������
� ���������

������	�� �������� �� ��	���� ����������� &������� �������� ����7����� ������

���������+���	��	���������������	��������	�������������������������� �����
����

������������7���������
��������������"����������7�������	���	
�	����������


���	�������	
���������������
������������������������<��������������������	�����

�������������7������
�����������������	
������������
��������������������
�

*�������������������#�� ����#�������������� �&���������#�� �������
�����������

��7��� ����������� ��������� ��� 	�	���� ��������� ����
��� ���� ������ ���������

����7��	�� �������� � ���� ������������ )��� ����� �������� �������� �
�� 	���������

��������� 

2���������������	
��������7������	��������+���������������������	������

������ ��� �������� �������� ����� ������������� 1� �� ����� �� �	�� ���7����

�����������������7������������������
�	������������������������� 

)������������)
����	�	���������������������
�����������
�����
�����������

��	�	�������������	������	�������	�	��������	����������������������������
���

��������������������������������������������� �������)
��� [180,181,183]��)����

��
�����������������������	���
������������	����������� 
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"�����#�������������
��������������������	���������
���	�����������������

�� �������� �������� ��
� ������ ���	���� 	�	����� ����������&7�� ����� ����������

���� ���	
� ��������� �� ��� �������� ������ ��
���� 	��	������ ;��� �����#���

�����	
� � ������	
�� ����	����	�� ������������� 	���������� ��
� ������ �������

���������	����������������������7���
���!��� ���������������������������������

����������
���������������������������	��������������.���������������	�������

��� ���������������������������� [172]��(�����������������������������������#��

���7�����	������	������������������������������������
�	���������&	���������

����������� ���������� �������� ��� ���������� ��������� ���	�� �	�� ������

�������
����� �� 	������� ������ ����� ��������� ������������� ����

�����������������.�������$����������
�� �����������	���7����������	���������

��� �� ��
���	�� �
��� ����������� ���	���	��� ������������� ��������� ��
�

������������.������ �������������	�����������	��������—����������	���������

������ ������������� ����������� � !��� ���� ���	���	�� ������������ ������	�� ��

������#���� �����7���
�� +������
� ��� ��� ��������� �� � ������� ������
�������	
�

����������������	����������������� [155,304].  

,�� � �� �������� �� ��������� 	�������� .����� �������� ���� ����� #�� ��

����������� ����� 	�������
� ���������� ����
��� ����7���� ������	�� ������7����

��������"���� ���
� ���������������������������)
������	�	�����������������
����

!�������	�� ���������� 	�������� ���
����� �� ������� 	��	����� ���������
�

������������ ���������� .������ � ���������� �� �����	�� ��� ��� ��������� ��� ���

��������� ��������������� �������� ������������ �� ��
� ��#��� ����������� "���� ����

	���������������������������.��7������������
���� ����������������������������

��������� ������� "���� ��� �������
� ���������� ������ ����������� ���� ����������

�������� � �� ������	���
�� 	�	������ �������� '�
� ���������� ���������� 	������� ��

������������ ��� ��� ��������� �������
� �� ����� ������������ ������

������7���� ������� "�����#�� ������� ��������� �������� �� ��� � ������������

�	������� �� ��������� �����	��� ����������  �
���� ��� ���� ���
�� ,�7��� ��
�

������������������������
���� �� � �	�������������������������������������������
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�������������9� �������������
�����������#���������7������������������������

���������� '�
� ���������� ����������  ������ -� �������������� '�
� ���������� - 

������7������ �� ��	��������	���'�
� ��������� ��������� 	�������� ��� ���� ���� ��

����������������� ������������-������������� 

/������� 	������� ����� ������������ ��������� ��� ��� ��7� ����������� "���

��������� ������� 	���������� �� �����������������	�� �� ����� �������������!����

���7� ��� ����� ����������� ���	���	��� ����������� 	��������� '�� ����������

��������� 	�������� �����	��	
� �������� 
��� �� ���� ��� ���	������� ��� �	�������

��������� 2���� ��������� �������� 	������� �� ������#���� ����������� ���

��	�	�����
����������������������������	���������>����������������� �������	���

������������� !� ���� �	�� ��������� ����������	�� ������� ��������� �� ����������

���	���	�������������������������������������+��������7���� ������������	��

��� ������������ ���������������� ����������������������������������������������

2�������������#���������
�����������������������	�����������������������������

��)������ �� ��	��� �������� ��� �� ��
������� ����������� ��������������1�������

�������� -� 	����������� ���� ����������� ���� �� �������� ����������� ���������	��

��)
�������������������������)���������������������������������������	��������

������������ ��� ������ ������� �������
��	
� ������1�������	�� ������
�� ��������

	��������������7���������	������������� 

)�
	�����#��������������������#����	����	������	
�� 

(�����������	�������-����	�������������������������������7�����9���������

����������������	�	��������� ������������	����������	�������	������������� ��

�����
����	
� �� ������� �����	�� �6����������&����� (�:��� ��� ���

� ������
���

��	�	������� ��� ����������� 	�������� ������ *�������������� 	���������

(�����������	��������� �������������������������
�������	���
�������������

������������	�����#�������������������������������������	�	�����������
�������

����
��� �������� "��������� �������� � ��
� � 
���� �	����� ��������� ������

������������ 
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!-	�������������������	������	
�����������������	����������)��	��������

������������	���
��������
������������ ������������������������
��������������

������
� �� ������ ����	������
�� 2������ ���������	
�� 
�� �������� ���������
� ��

��������������	����	���������#�������������	
��������������������������;������

������ ��������� �� ������������ �� ��	���7����� ��� ���	���	���� 2��� 	������

�������������
�������������������
�����������!-	�������������	� ����������������

�	���������
��������7���
�����������������)
����	
�	�	�����������������
����#��

����������	���������!�������������������!-	���������������#�� �� ���������
���

��� ���������� �� �� ������������ 	�������� �� ��������� 	��������� ����	�� ��������

���	������������������������������������ 

.��������� � 	������ (	��������#�� ���������� ����7��� ���� ����������� 
��� ���

�������������	���������	��������
��������������������	�������������#�����������

��������������������
������	
�� �8�	����������#����������������	����������

�	��������
������������� ��������������������������������������������������

��	��� +� �� ���� ������ 	������� �������
�� 	���� ���	��� � �� ��������	��

������������ �������� ����������������������������	���������������	�����

���� 	������ ��������	�� ����� �������� �� 	����� �������� 	�������� ��������� ;������

����������#�� ������������������������7�� 	�������� ��$��������
� �����������

���������	�������	������������������������������� �+����������#�������#���
�


��	�� �����7���
� 	��������� �������� ���
����� ��������� ��	
����	
�  �
�����

����� ���
� ��	��� ����������� ���� 	������� �	��������
� ������������� "���� ���

����
�������7������������������
��������������	��������
�	�����	��������� 

&7��� ������� � ���������� ��
� ������ �������� � 	�������� �� ���������

	�	�������	���������������������������	��������������	��������������	��������

?�� 	�	���	
� �������� �����#���
� ��������	�� ������������� �� ��� �����
�

�����
����	
� �� �������� ������� [127,137,146,174,243,175,239,245,302,308,309] ��

������	�����	
�������� 
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1.3 �",�(�)2 ���-��3*��4��.��/��&� �!*)*%&(�"'���+ �������('�  

 

&	���������������	���������������� ������������������7���
���
��
��	
�

�� �������
������� ��������� 2���� �������
������ 	������� �� �������� ���������

����������������������� �������� �����7���
� ��� � ���	�����������"����
� 	�����–

�������
���� �� ������ ������������� �	������� ��
� 	�������� ������������ ��������

�������������������������	���7�������������������
������	�����������	�������

�� �������� ���������
� [148,163,172,200,249].� 9	���
� �������
� ���� ������ ����

�������� �����	������	���	��������
����������������[23]. 

"������������������������ �������
�����������������	���
� ���������������

�������� ��� �������� ���	�� �� �������� ��������������� ���	���	
�� [163,200].  

&	������� �������
��
� 	�������� ��� 	��� �� �������
����� � ������
���� #�� ��

����������� 	�������� �� ��������� ������� ���)
���� � �������� ��� ������������

���	�������������	�	���������������������� 

"��� ��
��������� �� ������� ������������� �������������	�������� ���)
����

�������
���� ������������ ���������� 	��������� ��� � ������������ 	���� �������

	�������[200] 

4 (4)5

384C
g S h g− ≤ , 

��� 
4g W∞∈ ���������������������
�7 

� �������������������
�����������������	�����7 

� �� ���������������	������� 

'�
���������������������	������  

4 (4)1

384C
g S h g− ≤ , 

'�
������������)
����������������)
������
������������
���( 

21

8C
g S h g′′− ≤ , 

2g W∞∈ . 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 
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��� � �������� �������� �����7���
� ����7��� ����  ������ ��������� ���

�������������� ���	���	��� � ��������������� ��������� .��)
���� ��
� ���������

	�������� �� ��������� ��� ������������� ���� ������� ������ �� ��������� �������
��� 

[155] 

4 (4)1

24C
g P h g− ≤ , 

4g W∞∈ . 

2�������������	�������������	������������������	������������������
����

�� ����� #�� ����� ���
� ������� � �������
���� ��� ����������� ���� ���
�  ������

����������� ��� ���)
����� � �� �	��������
�� �������
�������� ���������� "����

������#�� ��	
��� � ���� ���
� ���)
���� �
���� 	��������
� ���7��������������

	�������� 5	��������
� ������������ ���� ������ �� ����������� '�
� �����������

	�������� ���	��� ��������	�� �������
������� ����
���� 
���� ������� �� ������

�������������� '�
� ���������� 	�������� �
� ���������� ��������� ������	
� � ���

�������)
�������������� ���
������������ �������������
���������7����������

����� �������
����� � "����� ������ ��
� � 	�������� ����� ���
� ��������	��

�����7������� ���	���� ��� ���� ���	��������� ��	�������� ����������� ��
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���	�������������� � �2��������������������������������7��������������	������

	�������� ��������� 
���� �� 	��������� � ��
� ������������ ������
���� '�
�

���������������������������7���	
�	�������������#��������� 

9� ��� ���������� �������� �����7���
� 	��������� �� ����7��	�� ���)
����

���� ������ ��������� ���	�������� ���
����� ;�� ������
�� �	�� ��� ����������

�����7���
� *��������� ��������� �� 
���� ��#�� �������� ������ ���	���� �
�� n! ��

 ��� ���� �� �������� � �� ���������� ���������� ;�� �������� �������� ������

(1/(1+25x2)1/2), | x | -�#���������������� ���������������� � [163].  

&������� ������� ����	�� �����7���
� ��� ������������� �� �� ����������

�������
� �� ��7��� 	�������� ��
� ���������
� �����	���� ������ ���)
���� ���� ������

	������������+��� �������������������������7����	���	��������������������������

������ �������� �����7���
�� -�������� �	������� ��������� ���)
���� ��
�

���������� ������ ��� �������� ��7���� �	������� ��� �������� �����	���
� ������ ���

(1.4) 
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�������� ���	�� ��������� ������� �������������� ���	���	
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������7���� ���� �	�� ��������� ���	��
�� �� ��	������ ���������
� ��������������
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&7�� ���������#�� $������	
� ��� ���	������ �������� �������� �����7���
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� ������� ���	��� �������� �� �������������� ��
� � ��	�	�����
� �� ����������

��������� �������� 	��������� )�-��� ��� ���� ������� �� ����� ��	���	�������� ��-

�������������������� ���	
������
������	���
�	�������������������� �������	���

.��’
���������7���
�����7��������������
���#���������������������������������

������� ��������� � ��7���� &7��� ��
� ������� 
��	�� �����7���
� �� ��7������� 

�������� 	���� � ������ �� ��� �������� ��7����� �� ����	������� ������������ ����

���� ������
����������������!���������
�������������������	����������������

����� �������	�� ��
� �����7���
� ���������� ������ ���������	
� 	����	��	��

	�������� ���
��� ��7� 	�������� � 	���������� ����	��� �� ������� '�	���7���
� ��

����������
������7�����������5�	��� [54]. +�����������	�	�����
������7���
�

������������� ������
��� ��7��� 	����7������ #�� ��������� �	�� 	������ 

���7���	
��������#����������������������������'�������� � �+����������� ������

��7������ ������ ����������� ����� 	����������� ����	��� 	����� ������� �����

�����7��������	������ 	��������"�������������7���	������������������	������

	����������� ����	��� #�� ����������� �������� ��	����� ��������	����. +����� 

��������	�������������������������������	����	����������2���������	�����
����

���������	�����������������������������������	���������������������������������

������ ������ ��������� ��������� ��	���� ��������	���� ����	���� � ��� �� ���

��������  ������� ����������� ���� � �� �����	�������� �������� ������������ �����

�����������;��������������������	�������������	�������������
���	������	���

���������� ������ �� ������� ����7���� ��� 
��	�� �����7���
�� 8�	����� �������

��	�	�����	
� ��������� #�� �������	
� ��������� �������� ��������� ������� ���

���������� ������������� !-	������� [54,55,56,62]�� )���� ��	����� �������

��	�	�����	
�����	������������)
������������������������7�����������	��������

#�� �������	
� ���� ��	�	������� 	�������� �� 	����� ��������� �������� �������
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1.4 �)�)��)�,�( �"5(� ���.��/�-&"!*�*/�������(' 

 

�����)�����7��� ���� �	�� ����������� 	�������� ��	��� 
�� �������������

	����������������
��������������� ���������������7�������������&7����������

	�����-�������
�������������	��� ����
������	��������������������������� ������

����������������������	������������������������;��������������������������#���
�

��	�����	����������	������� [301]. 

�����.�
���	�� ����������� 	��������� �� 	��������� ���������� �����������

������	���
� 	��	������ ������� ��������� -� 	����� ������ ������	�������

	��	��������������
������������	�����-������ [121,158,195,207,211]. 

!� ����������� ������ �����7���
� 	��������� �����	� �� �����
����	
�

�����7������	��������
�3� [108,163,266]. 

+���������#���������������
�����������������������
���������������������

( )�� :   ( )
���

���� +=       �������� 1,..., nx x , �����������2(!� ( )�δ ����7������������

����	�� ��������� ( )�� �� '�
� ������ ������� 	������ � S�� � 
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( )�
� � �

� �
� � � 	�

� �

�

�

�

�

�

�−





 + − ∫∑ � �

� �
� � � �� �
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��� �	��� ���������� S ��� m –� ����������� )������� [ ]0,1p ∈ –� �	��������

��������	���7�������	��S �������7���
����������� 

(1.5) 
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�p��������������)���������������	����

������	
� ��� ��
��� ��������� ����� ���� ( )�� �� �� ��������� ���������� �����������

���������� �������� ������������ ����������� ������	�� ( )�� ��)���������� �����
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�����������	������
��	�����������������������������������

������	���	�������� ���
��)���p8&���������	��	�����������������������7���
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���� p8
� ��������� �������
���� ���� �����7�����
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� ��������� � ������

�����7������� 	������� ����7��� 5������� �� ���������6��������� � �� ���� �� 

[163]. '�
� ��������� �����7������� 	������� �������� ��������	
� ������������

������
���� � �)�����������������������������
������	������	������)
����	�	����

����
���������������������7�������	����������������������� ���
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������	�� 	������� ������	��� #�� ������#��� ��������	�� ������� "���� 	����	��

����)
���� ��	
����	
� �� �� ����
��� ������������ 	���������� � )������� �������

�����7�����
������������� ���������Statistika, ��
������7�����
��������������������

��� ���������� 8�	��� ��������� ��������� �� ����������� ���	�
������ �����7������

	�������������	����������������	������	
������	������������’
�����������������

����� [41,86,108,132,164,165,209,237,285,294]. 
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� 	������� �����7�����
��



 34 
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�����	�������

wavelet ���������������������������������	�����������������multiresolution analis 

[12,13,25,93,100,101,112]. "�������������������	���������	������#�� $������	
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������� ����� 	��	����� ��7��� ������ ���� ��� �����#���
�� #�� ��������������

�������� ��������� (�������� ���������	�� �����	� �� �������� ��������
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� ��� ����

����������� #�� 	������ ��������� ��� �� �� �� ������������� � 	�����������

.����7����� ��	��� ������� ��� ��	��� ������� ��� ��7���� ���	�� �������
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� ��������
������� � 	�������� ���� ������� ��� ������� �� 
��	��
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!� ������ ���������	
� ������	�������� 
�� ��������� 	��	����� ��������

��������	�� ��
���	�� �������������� 	��������� �� ���� ���� �����7���
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������� �������� ������ 
��	�� �����7�����
�� �� ������	��� ��$�������� �����������

��	��� 	������� ������	��� .������ � �����
����� ��
� ���������� ��	�	�����
� ��

����������������������	����� �� �����	�� [134,286]�� �
����������
��	
����	�����

����������������������� ������������������������7�����	�	������	��������

��������7�����
������������������ �������������,.(��� 

.������ ������
������
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�� �����7�����
� ��� ������� ������ ��� ���������� #�� �� ������#��� ��� ������
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[164,166]. 
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���� '�
�

	������������� ���
�������	�����������������������������)
��������	��������
��

��������� ������� �� ���������� �������� ����������	��� "��� 	����� �����	
�

��������� ���	��� � ����� ��� �������� ���������� ��� ���� ��� ��	���� ��������� ��

���������������������� ��	��	��������������'��������������������������'-���

�������� 

?��	�	���	
��� ���	��	�������������� ���	����������������������	���

������ ���������� [130,201] ��� �� �������� ������ ����� ���������������
����	
��

�����������������	�������������������
��	�������������	���7�����#�������
�������

������������������ 

 

1.5 �� "%��)���4 ��.��/�(' �1  %�!(")*+�(,��+  ���)*&�+   

 

���	��� ������ �� �������������� ��������
�� ��� �	����� ��	
�� ������ ��������

��7����������������������7���
�	����������������������� ������������� ������

��7������� ��������� )��7��	�� ������ ���	��������� ����)������ �����������

����������
�������7����	����������������������������������	�������	�����������

��������������	���+��	���
����7��	��	�	����������������������������������

����
��(� � ���	���
�  �����	�� ������ ����������� ����������� �� 	������
�
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����������7�����������������������������;������
������
���������������������

�	�����������)
��������)�����7�����������������������
���������������	�����

����� ������� ��� �� ����� #�� ���)
����� �� �	�����
�� ������ 	���� ��	�	�����
�

����������������������
��	��������������
��"��������������������	��������������

����������� ����������� ��������7����	�� ��
� �������� ������ �� ������ �������;��

	����������������������
��	�������������������	�	����
��������JPEG, wavelet, 

MPEG)�� ���������� ������ �����	�� �� ����	������ �������� ��������������������

������ �� ������ �������� 9������ ���������� ������������� ������ �� ���������
��

�#��� � ;������� �� ����
�� �������� 	�	��� ��������� ��������� ������ ���

������	���
�� 	�������� � �� �������������� ����
��� '�
� ����� 	�	��� ��)
����

���������� ��  �����	�� ��� '�&-�&&� 4��9	� ���� ��������� ������ ��� ���������

������7�������	���� � ������7�����������������7����	����������3&-
&&��� [277]. 

2�������������������������
���������������	�������	���������"����������������

�������� ������ [29,30,39,85,98,107,159,196,244,296]. 9� �� ���
� ���
���� ��

������	����� 	�������� ��
� 	������ ������� [212].  ��������� �������� �� �-�� 

���������������
�����������B-	�������-�	������� 

)����	� ��������� �� ���	��������
� ���������� ������� ��� �� ����� ������ ����

������ #�� ��	
�� ����
� ����������� ��7����	���� ���������� ������ 	���	����

������������ 

&�	
�� ������������ � � #�� 	�	���	
� 	�������� ��� ������� 2.'� �� ��	�� 

����7��������
���7�����������	
���������	
������ ���������������7������������

���������!�����������������������������������������������������������7����	��

�����	���������� ��	�	�����
� ���������� ��
� �������� ��������� 	��������� +�

������������ ������� ������ �� �� ���� ���������� [122,163]�� +������ ����� �� �
�

�����������	�������������������	��(�+��’
����=�2����(��	���:�9����2������=�.����

2������2�:���,������4�9���,�������!�-���!�	�������!�-�[26,57,99,139]��"��5������(�

(���������,��)���1�����-�-���.���������.�-���)�����:�&���,���������:�4���'���	���

!�)�� [165,166,200,210,249]��)��������� ������ 	�	���	
� ��������7�������� �	��

����)������� 	�	��� ������������� ����������
� �� ����)������� � ������� 
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[173,217,218,228,270,271]�� !� ������� [153,227]� �����
���� ��	�	�����
� 	��������

��
�����)
��������������������
�����������������	���������������!�������[273] 

��	���������	������������	�����	�	�����
�	����������
�����)
����������	��	�������

�����������+����7�����
�	��������������
�3��	�����������������	�����	�������

���	���� � � [108]�� '�������� 	������� ������	���� �� ������ *4�������� ��
�

����������
� ��������� ������������ ��)����� �� ��	������� ���� � � )����
���

������	���
� 	�������� ��
� ���	�� �������� ���������� ����������� �������� ��

��	�	�����
�� ��������� ���������� �� �������� ���������� ���������� �� ���������

�������	
� ������ ���������� ���� ������������ � )��	����� &�)�� ��������� ���

��	���7���� ����	������� �� ������ [258,265,266]�� ;��� 7�� ������� ���	�
�����

������ �� ������7���� ������ [22,73]. )������������ ������� ��� ��������� ������ ��

��7���� ���������� ��	��� .����� ����	������� �� 	�	����� ����)������� � ��������

�������
������	������� �������	
������������ ���7���� �����������������������

����������������� [252,253]��.����������7������������� �����	�	������	��������

�������7������������������	���7���	
�����������������	���7���� �� ���	
����

��7����������	�	������� 

+���������������� �	����� ��	�	�����
��	����������
���������	��������	���

�������� :.;�0��<� ������ [12,112,113,240,241,291,305,]�� 5� ��������� �������

	����������������������������7����������������:.;�0�������	����=.;�0��<��������

�����������	������
�����������������������	�� ��������	�����	
���
�	�	����
�

�� �����7�����
� ����� [54,114]��,���������� ������������ ������� �������� ��

�����
���	��� ����
��� ��
���	�� ���� ��� ���������� �	����� �� ��7����	��

�������� 	�������� 	��������� ���� 	����� ��� ��	�	�����
� ��	��� �������&	������

�����
� ������	���
� :.;�0��� ������� �������7���� � ��� 	����

www.mathsoft.wavelets.com [268] �������.����>��!�$�������	����www.wavelet.org. 

!������� ������ ������� ��� ������������ ������������ �������� �quadrature 

mirror filter, QMF), ����� ����� ������	��� ��������	���� h  � g� �� ���������

	�������������������������������������������������������<������	���������������

#����������	
������������������	�������������������	�������( 
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 � 
 � � � � �� � � � � � � �− −+ =� � � , 


 � 
 � � � � �� � � � � � � �− −− + − =� � � . 

<��������H(z) �<.8�����������������������
�������G(z) �<!8��������������
�

���� ���� �������
�����8�	���� ���������������������������������� �������
������


����������
����!�������	������x ����������	
����������	�������	��d2 - ���������

��������� �� v1 -� ���)
���� �������
���� ������� ���������� )�	�������� ��	�	�������

���������� ��� � di - ��	�������	��� ��������� ��������� ��������� �������������

����	������
����������	������ ������
�����������	�����	���������dn  ������ ����

�������
���� vn-1, ..., v1 .�"��������������� ����������� �������
���� 	������� ������	��

	���������������� ��������������#������	��������������� ���������������������

�������	 ������ ������� �&MA). .����������OMA �� ��	��������	���������� ��

�����������	�����	����0���������������� �'��� �� [14,33,55,56,58,76,84,91,94]�� �(��	�

����	��� ��� ������ �� ���������������� � �������	 ������� �������� �BMA)�� ���

��	�	��������������������������� [4,5,6,14,55,56,66,81,89,92,93]��9��
����
������

��	�	���������
� ����������
��� ����������
�������������������(� � � � ) - �	������ 

(	�	�  ) -� ��������� +��#���
� �	������� ����	��� ������������ ���������� ���� ���

������������ ��7� 	������ '�� ��������������� �����	
�	
� �� �������� ��� 	��������

������
��� !-	�������� [18,20,21,25,27]�� <������ �� ��������������� ���������

��7��� ���� 	������������ )�������� ���������
� ������� ����������� ���� ����

�	������� � ���������� -������� ,����� �Mallat algorithm)  �������� �������

����������
�(WFT) ���������������� [12,49,112]���'�
�������������������������

	�����������������������������������multiwavelets) [102]. 

2����� ��	�	�����
�wavelet ���������7�� ������� �2���������� ������������

�������� 	�������� 	���� �������� ��	���7���
� Biomedical Imaging Group ��

6������	������ ������������� ��	���� ���������� �EPFL, bigwww.epfl.ch)� ����

������������M.Unser��!���� ���������	��������������������� [54], #����	��� 

��	��������������
����	�	�����
�	����������	�	����������������������	������� 

(Signal Processing�� �� ������77��� :����������
� ����� ������ ���������� 
&&� ���������
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�������<������������������	�������	����#����������	���������Signal Processing, 

�� ���	�������� ����
���� ���������2����� ���	��������� ������ ���������� �������

�����
�������� �� �����7�����
� ����������� ������ ��� �������� �������  ����� ��

	������
����������	�����-���������� �������������������.������ ������������

	����� ��	�	�����
� 	�������� ��
� �������� �����7���� �� ��������� 	���������

�������������������;-)���-;)������	�	�����
���	��������� 

'�������� ���
��wavelet �������� ������������ 	����������	��	
�������� 

[113]�� �
�� ������7������������� �������� 	��� �������� �������� ��� ��������� ��

���	�������� ��� ���������� ������ ��
� ���� ���� �������� ���������� ��
���	��

������ ���������� ������� 2����� �������� ��������� ��������� ��������

��	�����	�����	�������, 	����������� ���������������������	����#������������

�������� �������� ������� 2�������� �� ����7���
� ���� ����������� �� �������� ����

����� ���
� �����	� �������� ����
���� !��������	
� ���	���	�� �	��������

��������������������	���������

�wavelet �������� 

.��	����������	�����������������������	����������	��	����������������������

������
���� ����������� �� ���� ������ ��
� ��7������� ��	����� ���	�� 

[168,193,194,240,241,291,305]. ;�����	���
����	����	��internet ��	��	����0��� ���

��������������������	����������������	
����	����www.autex.spb.ru. 

?�� 	�	���	
� �����	���������� ��	�	�����
� 	�������� �� ����������� 	�����

�������� 	�������� –� ��������� ����������� �� ��	��� ����� �� ��7�� �����������

.��������� �	������� �������� ���������� [149]�� �� �����
����	
� �������� #��

����������	�����-��������������	��	����#��	�������������
�������������������

������������ !� ���� 7�� ������ �����
����	
� �����	�����
� ������	����

��������	���� �������� 	���������� ��� ����� �����#���
� ����	�� �� ������	��

�������������  .�� 7����� �������� ��� �����	
� ������ ������ ���� �������� ������

�������������
����   

;
� ��	�����
� �� ���������� ���������� ��
����	�� ������ ��� ��	�	�������

	����������������������������������	��������������7������������
�����������
��

������������������������!���� ����������������������������� �(,5;-��� 
-2��
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�����,��������:�4�� ��6����,�&�,� ����� 	��������������� ��������	����������

������ � �������	
� ����������� ��������� �� ��	�	�����
� 	�����-������� ��

��7�������� 	������� �6���� ,�&�� �� ��������� ���	�������� ������� &	�������

����
����� ���� ����� �� ������	���
� 	�����-�������� ��
� �������� �����������

��������� ������ �� 	��������� &	������	�� ����� �� ��	�	�����
� �� �	��������

��������� 	�������� �� 
��	�� �������� �������������� � 	���������� �� ,.(� ����

	��	��������������������2���������	�	�������	���������������������������
���

������������� ��	����������� ��������	���� �/2� 5)� [164].� !� ������� �����

	������� ���
����� 	���� ��������� ������ �� ����� ���	������� ����������������

�����
��� �� �������� ��������� ����������� �������� � � ��������	��� ����	���

����������������	�	���5)� [224].  0��� �����������������������������	�����

	������������	���7�������	��	�������������������������	��	�	���5)� [164].    

2�����-������ � ��	�	�������	�� �� ���������� �� ��������� �������� ����������

	�	���5)��� !� ��	���7���
�� �������7����� �� ������ � ����� ���	�� �� ����� � ������

������  &������� ������ ������������� �� ������������� ���������
� �����������

��������	�� 	���������2�����	�� ���������������� ������������������� ����7��	��

���	�����������	����������������7��������������������������������	����������. 

&������� ����7��	�� ������	�������	�� ��
� ����������� ���	�� ��������� �����

�����7� �������� 	����������� �� ����������� �2���� �� ���� �������� ����� �����������

�������������������������������	������������
�	���	����������� [316,336].   

;������
������������
��#����	���	
�	�����������������������	�����������

��������� 	�����������7������	�������� [1,29,30,31,39,75,85, 98,107,132,145,26, 

212,244]. -�������� ���������� ��	�� �� 	�	����
� –� ����������
� ������ �����

����������� � �� ����������� ��
� ������ ��������������� ������	���� �� � ���������� +�

���������� 	�������� ����	������	�� ��������
� �� 	�	����
� ������ �������� ��

���������������� [338]�� '�
� ��������� ������	��� 	���� �������	���� 	�	����

�������
��	�����������������������������������������������
�������������	�	��� 

[318]. 
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,�����	��������	�����
�������������	�����������������������������������

�� ������������ �������(� ��������� ��
� ������������ ������������
� ���	�� ����� ��

������������������
� [323].  '�
��������������������������� �	����������������

��	���������	��������������	��������
�����	���	�� [185]. 

��������������������������	���������������7���������������������	������

���������������������#���������7���	
���������������	�������������	���7������

���� 	����� � ��� ��	�	�����
�� ������� ������� �� � ����������� �������� ���������� ��

Biomedical Imaging Group) [7,8,9,10,11,16,17,37,45,50,53,59,64,65, 77,78,80,82,87,106, 

110,111]�� 2�����-������ ������	������ ����������
� ����� ������� [218] ��

	������
� ��������� ,������ �������� ���������������������� �� �������������

	�������� ���	�
����� ������ ��������� ����� �� ���7������ ������77� 

[118,143,144,147,176,177,197,238,242,246,247,267]. +�	�	�����
� ������� �������

��
� �������� ���������������� 	�������� ���������� �����#��� ���������� �����	��

�������������	��������������&+ [177,246].  

?��	�	���	
����������������	���������������������	���������������������

������������������	��������� �������������������
���������������������������

��	���7��� [222,224,249,261,284,303]�� ;����� �
�� ��������� ����� ����������

�	��������	��� ��5����������’
����� ��� 	�����-������
�� [125,189,200,201,221,232, 

256,258,259,264,281,282,283,273]. 

��������� ��� ������������� 	������� 	�������� ���� ��� ��	�	�����
� ��

������������(� ��
� ����������
� ��������	����� 	������� [311]�� �� �������������
�

����� [328]�� )��	��������� �� �������� ���������������� �����7���� �� �12� ���

	����������� ��������� �synthetic aperture radar, SAR) [32,74], ��������	�����

	�����������������������������’���� [26,88,115,116,117,126,141,169,288,300,310].   

"����� ������� ������������� ����������� ����
��� ��	�	�����
� 	�������� � 

������� 	������ ���������� ��
����	�� 	������� ���� �����	�������� ��?
����

���������� 	���������� ��������� ��� ��� ��	�	�����
���2�������������������� ��

	��������������������	��������������������� �������������������� ���
� 
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1.6 �1,���* ��.�%�)�* �0�-*0.*,*��4 �"-%"- ��������(' 

 

/�������� ���� ����� ������� �������� 	�������� �� �������������� ��

������������	�	����������7������������������
��	��������������������������� 

DSP������	���������	�����������������������
�	������������������	�	����

�������������������-������
���	�������������������7���
�������������
��	�����

����
���	����	������������	������	����� 

2�������� ����������� 	����� ��������������� ��� ������� ��������: ASSP 

(Application-specific standart products). ,���� ���#�� ����������	�� ��7�DSP ����

��� �������	�����������������������������������������������
���	������������

������������������� ���	������� 

+������� ����������� 	����� �� ������� ��������: ASIC (Application-specific 

integrated circuits).   <�����
����������	
�����	������� ���	������������	�������

��������������
��+��7���
�����	��������������������������������7� 

&	������� ���	��������� ����
����� �������� ��	����� �������� ���������

	�������� �� ������������� �������� ����������� 	����� �)192�� PLD)� ����� ALTERA, 

XILINX, ATMEL. ;���� ���
�������
������	��������	�������������������������

������� �� ����	������ ����	�� ��7�� ������� ����
����&������� �� ���
� �� �����

������� ��7��� ��	�	����� ��
� ASIC �� ASSP� 
�� ��������� &	������ ��	���

	��	�������	
��������
��������7���
 PLD ��ASIC��)���������������	��������
�

���������������������������������	��������	
�����-&+���
--&���������33+����&&&�

������ ;���������������	��	
�������� ���	���������������������������������

������� � "����� �������� ��
	����	
� ��������� ������������ �����������
� ��
�

����������
� ���	������ ;����� �
�� ��������� QUARTUS, VisualElite, Sonar, IC 

Wizard, Xilinx ISE ���������� ��������� ��� ����
�� ���� � ��	����� ��7� VHDL, 

AHDL ��������������������������������!����	
������������������������������

������������������
��#��������
��������������������� ���
���
��������������

(����������� ���������� �������� PCI  ����� I2C� �������	���� !���	�� �����

�������������	�����������
&&&$��#����
	����	
�
������������������������������
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��������	�� ���� ��	�	�����
� ���� �������� �����.  ;�� ���7� �� 	�������
��

���	�������	����
����	��������������
����   

�����
����������������	��������PLD��;� 	���� FLEX, MAX, APEX, ACEX 

APEX II, Stratix ������ Altera. 2���
� Stratix �� ������� � ������ �����������

��������������������������������
��+�����
�����������	��������	������������

��
���	���������������������� �	��������DSP��#���������������	����� �3&,4��

������������ ��������� ����������	�� �� ��&�GMACS ��� ��7���� ����� &	������

��������	����	�����Stratix ������������������
� 

.������ � ���	��������� 	������ ����� Xilinx �� 	���
� Spartan-3. ;
� 	���
�

���7�������������������������7���
��#��������
������������������������DSP 

��������� 0�������	���� ����� 	����� ��������� �� ������� ��� ;
� 	���
� ��#�� ��������

Stratix ��� ��7����	
���� ,��� ��� �� ��	��� ��������� ��������� �� ���	����

	��������������DSP �������)�����������������������	��� 

 

"�����
�
�1.�&	��������������	����PLD Stratix. 

    EP1S10 EP1S20 EP1S40 EP1S80 EP1S120 

�"�(,��+�*�*&. 10570 18460 41250 79040 114140 

RAM (-()) 920448 1669248 3432744 7427520 10118016 

DSP -�" (' 6 10 14 22 28 

	*%*&�"31'�,(

' 9x9 

48 80 112 176 224 

 

!������� ���� ������������ ���������� ���	����� ���������� ����������� ���

�� �������	������������	������������7��	����������
���	���������	������
���

�� ��� ������7���� 	����	��� ���������� �� ����	�� ������������ �����������
� ��
�

����������
� 
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"�����
�1.���&	��������������	����PLD Spartan-3 ������Xilinx 

  XC3S50 XC3S1000 XC3S2000 XC3S4000 XC3S5000 

�"�(,��+�

*�*&*�)(' 

1728 17280 

 

46080 

 

62208 

 

74880 

 

�*�)��(' 50( 1M 2M 4M 5M 

	�&4)2��-()� 


�",���%"0."!� 

&@
�( 4'�(@
�&

( 

2�&(@'�&

( 


2�	(@�'�

( 


	2�(@3�&( 

	*%*&�"31'�,(

' 18x18 

0 24 40 96 104 

 <����� ATMEL� �������� ��������� �����
����� 	����� 	-������ AVR 

������������>��������������	������	����RISC ��������������������
����������

��������������
���	�������������������7���
���
�DSP �����������������������

����2���������	����������������AVR ������������������ ��������������������

�����7��	�������������������������	�	�������������������������	������	���

&	����������������	��������	���
�AT40K (FPSLIC Field Programmable System Level 

Integrated Circuit ). !� ������� ���	���� ����� 	����� �����#����� �AVR ��������� ��

������������� �������� �����
� ��	
���� 3(�� 
&(�� �&(� ��������� ������. 

)���������	�� ���������� 	�������  19MIPS ���� ������� ��	��� �� �3,4���

(����������������UART ��2-wire �������	���������������watchdog �������

JTAG ICE �������	� 	���#��� ������������
�� ��������� �� ��	���������� "����

���	�����
� ������
�� ���	������� ���7��� ���	���� �� 	��������������� DSP 

�����	��������������������������������7��������������	�� 

 

1.7 	"�)��"' � �0�!�,( �!"��(!3*��4 

 

)��

� *	�������� #�� �������� ���� ����	������ “signum” - “����”�� ����

���������������� �������
� �� ������� 	��	����������������
�������������� �������

��� � ����� ����������#�� �����
����	
����������2�������� �������	� ����������	���



 46 

����	��������������� 	���� ���)������#�� 	��7�����
� ��������7���
�����	������� 

��������� ����������� 4
'
5.� ,�� �����
�������� ������������ 	������� � �� � �� #�� ��

��������� 	������	�� ����	���� 	��������� � �� �  (
��� ��7��� �����
���� 
��

����������� ������������ �����	�) �� ���������������� ������������  ���� ξ � ��

��������� ����������� 	��������
��� 2������� ����	������� ��	��������

���������� � � ��#�������	�������	����� � � �
� � �

= +� � ξ ���&���7�������7����	��������

�������#�����������7������������� � � 	�� �
�

< ∞
−∞

∞

∫ ��#����������������7���
��

��
���������������	�	��� 

!���������� #�� �� ��	���� ����	���� ����������� �� 	�������� �� �����	�� ������

������� .�	� ����������� 	�������� ��� ��	���� ����������� �� ��������� ������

����	���� 	��������� 	�������� �!� �
��� ��������� ��������������� 	����������7������

��������� ����� ��	� ����������� ����� ������ ������� #�� �� ���������� ��

�	��������
� ��� �� ����������� �������� ������
�� �����#��� �����������	��

���������� ��������� � /����������� 	����� 	������� �� ��	����� ���������

����	����� 	������� ������ ��7������ ���� ������7��� �������
��;�� ��������	����

��	�� ������� ������� ��������� ������������ 
�� ��������	���� ���	��������

���������
�� ��� �������� ��������� 	���������� ���� �����7��� ��������"���� 	������� ��

�������� ��
� 	�	��� ������������ �������������� ������������ �� ������������

	�	��� 

"��������������	���������������������������	�������
1

ˆ ˆ( , ) ( )
n

i j j i
j

S t A a tϕ
=

= ∑ , 

t T≤  ( ��  -�������������������������������, ( )j tϕ �����	���
2 ( , )L T T− ����������� �

������ ���������
�� ������ ����	���� 	���������� )������� �	��������
� �����

	���������� � � � � �
� � �

= − � � � � ����������������������������� 

)�������� �����	������� � � ������������� 	��������� � �� � � ��������� �����

������������ �������������������� ���� ��������� ��� ������ ���	���	�� �������

	�������� 0iξ = ).  
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!���������� ���������� #�� ����������� ����������� ���������� �������

���������������� ˆia �����	��������
���	�� ������������������	�������� iξ .  

'��������� �������� ����7��� ���� �������� ������� ���	�� ������� �����	��

{ }( )j tϕ )��#��������������������������	��������� � �� � ����	�	���������	���	���

{ }( )j tϕ �� !��������� � �������� ���� ����� ��	�	������� 	��	����� ������

���������
����������������� ˆia ��#�� ���������� �������� ����������� 	����������

"�������	�������������������	�	��������4�&�5�(���������2�+. 

)�����������������
�	�������� �� �������������	������������	�����������

����������������������
�����)
����
������	�	���������������������������
�����

�����������������������������). 

�2��������#�������	���������������������	
�������������	������	����

�����
��� 4��&5��2��������� 	����������������� ���7������� ����� 	�������� � �� �  

������ �� �������,� ���� ���� �� �-,� ��	�������� �� ����	�� ������� ( , )T T− �� ��� ��

������������� +��������� ���� ��������
� ��� �� 	������� �	������� ��7��� ������

�����������������	��������� �
���������������
���������7������������������������

-��� �� ������7���� ���� �	�� ��������� ��
� ����� 	�������� ���	����� ������� ��

���������������������
�����������������������������������������	���
����
����

���������� ��� ���	���
� ����������� �������� �� ����	���������� �����#���� !�

���	������� ��� ���������� ����	��� ���������� �� ���������� �������� ���
���� 

������7��������7��	�� 

!��� ��� ��� ��������� ��7��� �� ���������� ���������� ����	���� ��������

����������� 	��������� 0 0 0 0( ) 0,  ( , ),  B t t T= ∉ −∆ ∆ ∆ < �� 1�������� ����	�� ������
����

������7�������������������������������������������������������������	���7�

����������� �����	�� �� ��	����� �� ��	����� ����	
��� -������ ��	�	�����
�

���������� ����	��� �� �������� �����7���
� ������
�� �����	�� ������ �
�� ����	����

��������. +��������������� ��B-	����������������������������	������������	���

���	���	������� ��������� !������ ����	� { }( )j tϕ  �������	
�  �
���� ���#���
�
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������	������ ����	� { }0 ( )t jhϕ − �� -���������� �� ����	���� 	�������� ������	
� ��

	������(� ( ) ( )j j
j

S x a B x= ∑ ����� 0( ) ( )jB x B x jh= − . +��#��������	���������������	���

	�����-�������� { }( )jB t  ����� ��������� ���������-��	���� �������� ��

�������
��	
��� �������������#���
��� 

.����7���
� ��� ,.(� �� ����� ����	��� ������	
� ��� ���7�����
� ����	����

���������#���������
��	
�����	���������	���� ���������� ���#���
��� �
��� 

������7���
� ��	������ ������������ ja . �-��� �� ��	������� �������,.(� � 	�	����

����	������������ { }( )jB t ������������������� �&�$������������������
�����������

��������� ����	���� �������� { }( )jB t ��,.(� 	�	����� 	�������� 	�������� ������ ��

��������������	�	��������	��
. 

'�
�����������������	�������������������������������(�������-1���������

����	����� ������
��� �� ��������
������ �������� �����	��� )��� ������ ��������

�����	� �����
����	
� 
�� �������� ������7���
� ������� ���� ������ 	�����������

����������������"��������������������������
���	������������ ���� iξ �����������

�����������	
��������������� 

!���
�� ������������ 	������� ����	����� ������������ 	������� ��  ����

���������� �� ������ 	������ ����������� �������� !�����. ;��� ����� � ���������

	�������� ���
� ��7� ������������� 	�������� 	������� �� ����� ��� ��� ��������  

������ 	�������� ���
. &	������� ��	����� �������� ������������� 	������ ��

��������
������ ������
�� �� ������� !����� �� ���������� ��� ��������� (�������-

1����������� �����������. 

�!�����	���
����������� 	��������� ����	���������
�������������’������

��� �������� � ��$�������� ������ ����	���� �������� ,.(,� 	�������	�� ���

��������������������������	������	��������������
������7������������������

 ������ 	�������� �� ������ ����� ��� �������������������� 	��������
�� �������

���������	�� �����������,.(��� +�	�	�����
� 	�������� �� 
��	��������� 	��������
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������
�����������������������	���������� ������������!��
������������	���������

���������� �������� ������	������� 	�������#�� '�	���	���� 	�������� �� ���7�

��
���	�� ������ ������������ ����������� ������� �� ��������	�� ������������ 

"����� ������ ���� ��	��� ��7����� ������� 	������ ����	���� 	�������� ��� ���������

��	���������	���	
���  

&	������ ���
� ������ ���
���� �� ����� #��� ��’������ 	����� ������������

������� !������ �� ��	����� ����	�� ���� ��������� 	��������� ��	������

��������	������ 	��������� �� ���������� �����7���
� �� ��	����� ����	�� 	�������

��������������������,.(��&7��	�����������������������������	�����	��������

���������-��	���� ��������	���� 
����� ����� ��������� ��� ����������� -80�

������� !������� 9�� 	������������ ����	����� 	������� 	���� �����������  �
����

���#���
��	��������������	���
��������,.(�������������7�������������	������ 

)��� �������� ���������� ������	������ ������������ ����	��� #��

������������ ���	��� ��  �����	�� ������������� &����� ������� �����������	��

����	����	������������� �����������7���������� ���
������������� ��������"����

	�������	�� ��� ��������	�� ����	���� �������� 	���� ������ ��������� ������ � 

��������� ������������ ,.(� �� �������������� <����� ����������
� �� ����������

	��������������	��� 

'��� ���������� ������� �� ���������� �	������ ��
� ��������� �����������

�������� ���������� �� ��	����� �������� �������������� 	�������� 	�������� �������

"���� ��	������ ������� ������ �� ��������� ������� �������
����� �����������

����������� 	������ �� �������� 	�������� �� ��������� 	���������� ����	����

)���������� ��7������ �������� �� �����	�� ��������� �� ���������� ��	�� ��

��7����	��������������������������������� �PLD ��ASIC������	������'�
�������

��7���� ������������ �� ���
� �����	�� ��� ������� �������������� ���	������(�

����������� �������
���������������� ���	���	��������������� ��� ������������

2���������-4���
��������������������������	����� 

�����������	��	��������	������������������������������	�	������������ 

��7��� ������� ��’���� �� ��������� ��	�� �������� ��������� ���������� ��������
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��������������	��������������'����������������������������	�����
�����������

��	������	����������������-	�������	���-��	����������������!�������	����	
�

������� ��������� ������������ 	����� ���� ��� �	����� ,.(� 	�����-����������

+�	�	�����
� ,.(�� ��� ��������� �������
����� ��������� ������� 	����	��

������������������� ��������������	��������������������	������	��� 

!� ������ 	������	
� ��������� �� ���	�����#�� �������� ��� ���	������ 

	������� ��������� �� ��
���� �� ��������� ��’
������� ��� �������
� ����	����	
� ���

������������������������	����	��������� 

+��������� �������� �� ��������
� 	�������� �������� ���������� �� ��	�����

 �
���������������������������������	��������	��������������� 

!� ������� �������	� 	�������������� ������ ���� ��� � �������-��������

���������	������
�	�����-������� ����	���������������	���������������	��������

	�������� ������ �� �������������� 	�	������ !��� ���
� ��������� ������

������������ �������������� 	�	��� ������	������� ��	���������� ��
� ��������

	�������� 	���������������#�� ����������� ���#�� ��7� ������� 
��	��� ��������	���� 

.���������� ������� �� �������� 2���������-4���
� ���������� ��������� ���������

��������� 	�������� ���� ��� ���	�������� ���������� �������� ���������� �� 
,�

�������
�#��	�����������	��	
�������	�� 4W∞  (1.2, 1.4).�;��������
�������������������

��� ��������������������#��	��������� ��������������������� 

"����� ������� 	������
� ������������ ���������������� ������������ ��

���������������������
��������	��������������������������������#���������	
�

��� 	���������� �����
�� 	��������� ��������� 	����� ���	�������� �������������

	�	�����������������������������������������������������#�. 
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 ������������	��
�������
�������-����������
������� 

2.1 ����������������� 

 ��������� ��	��� 
������ ��
���� �� ������� 	�� �����	������� ��	�
���

����
���� ��	������������ � ���������� ��������� ��
�	���� 
��� ���	��������� ��

��
����� ������� ��������� ��� �������	�� � ���������� ���������� ��� ���	�	���

����	����	��������
������������  ������
��������
�������������������!��������

������� ��������	���	�� �� ��
��
��� 
�� ����
���� ��������� �� 
�� ������� �����������

���������"���������� ��
��� � ��������� �� ��������� ������� �� 
����� �����������

����
����� 	�� ��
����
����  -�������� #�� �������	���� ����� ��	����������

����	����	���� 	�� ������	�� ��	���	������ ����
���� � � ��	�������� ����	����	�� 	��

���������	��
��������
�������������
����������!������
�
������!��������	��

	�����������	�����$�������������!�����������
�����	�������	������������	���� ��

������ ���������	�� 
����� ����
����� %� ����� 	����� ���� ������ ������������ ��

���	����������������������
����������
��	����������&����'���������������������

��
��	��
���������������������	�������
�����
������(�����
����������
�����!������

������ �� ����	���� ����
����� ��� ���� ������������ ���������� �����
��� ��

�������������� �������� ���	����� ���������� � ��������� �� ���������� ���������

���������������
��������������$���� ��� ���
��
�������������
��	�����������������

��
��
� 
�� ����
���� ���	����� ���������� )��	������� � ��
���� ����
���	�� ���	����

��	���������������������������������������	������������	�������	���������
��

�����&����������� ���������&����������
�������������	�������������������

����� ����&���� �������	�� ��������� �� �������� �	������� ������ 
��� �����������

������	�� � ������
��� ����
���	�� ���������� � ��������� � �������� 	�� ��
����
���

���	���� ��������� ��������� � *������� ����������� ��������� ��������� �	�����


��������� ��������)���������� 
�� ������ ������� ��������� �����
������� ��������

������	��� +���� ����� �
�� ��� �������� 	�� ���&�� ��	���	����� ���	���� ��� ������

������������ ��������� � �)�	�� �������� �������	�� 
������������ �������� ��	��

������	���������	������������	�������������������������������������������� �
����
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��
��
�� 
�� ����
���� ��������� �� ��������	���� ������	��� ��	����	��

��
���
��������� ��
��
�� 
�� ��&����� ����
�� [249]�� #�� ������
&��� �������

������-	����������� ���� ��	����� �
���������	������� $���� ������
������	�
� �����


������	����
���	��������� ������������������	����������������������������

������� ����������� ��
��
��� �	&��� ����� ��
���� ����� �	���� ��� ���	���� ���  -

��������� 	�� ��� ��� ������	�����!�� ����� �� ��������������,�	�� ��
���� ���	����

��
����
��������&��������!����	�������	�����	���	����������	�������
������������ 

 -�����������	����	�
������������������&����������	�����	�����������������

��	�
���� ���	���������� 
�� ������� ���������	���� � ��������� �
���� ��� ���
����


��������	��������
������	�
���	�������	�������������������	�� ��������	���� 

���������	�� �� � ��������	�� 
������ '�!�� ����&�	���� ��������	�� ��	��� �������

��������� 	�� �������	���� ��&������ ��
���	�� ��������� ������	������� ���	���

��������������	���������������$����������������
������
�����
���������������

 -�������� [163]�� ,�	�� �	���	�� ��
���� �����	�� ���������	�� 	����� ����
���� 
���

���������� ��
������ �������� ������ ��������� � �  � � ��
��
����� ���� 	�� ����

�����
��	������	�
�����
�������������������������
�����	��
����������������

����
����� ��� ��������� ��	���� ������ [312,313]. )�	�� �����	������ �������

����
��������	��
���������������	�������������	���������	����
���	�������
������

 ���
��
������	��������	������
����
����	���� -��������� �
��������������	���

�������	����	���
���� [314]���+�����	����������	����	���
��������	����	����	������

$��	������������!�����
����������&�����������	����������������	���
���������

�	�������� ������������ ������� ��� �������	���� ��
���� ��	����������.�����
���

�����	�� ���	���� ��	������������ �������� !��� �������	�� ���������	�� ���

��������� ���������� -�����	�� ���� ���������� ��&��� ��������  -������� 
��

�����&����������� � � ��
��
���� ��
� ��� ��
���� ������	���� ���������� �������� 

[313]�� (�����
��	���� ����������������	� �������� �� 
��� ������ ������	���� ��
����

��	���������� $������������� ������ �� � ���	������ /����� �������� �������	��� ��

��
��
���� ����� ���	��	���� � ��� �����&������ ��������� ����������� ���	����

��	������������ ������ [317]��  � ����������� ��
��
���� ���� �������������
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����������  ��� ��	����� �������	�� �� 
������ ��
���� �	����	���� ���������

��	����������������������)�	������� ��	������������������������������ ���������

��
��	��������������
�����	�
���������
�������������	�������	��������
������ 

2.2 ���� !�"#�$��%������$�&'���"� ��� !�"%����()$� *+�#�"%��$ �#��� 

 (���������������������������S(x) ��	�����x����������&�	��i-���������	��

�������������&����������������	������: xi, xi+1��"���
�������������������n-���

���
����n-����������������� 

� � � � �
� � �

�

�

� � � �=
=

−

∑
�

�

, 


�� � �
�
� �  -� �������� ������&���� ��������� �������� �������� ��
�; �

�  -� ��������

���������	��� �"��� 
������ ��������� ����
���� ��������� ��	������������ ��
��� ���

���&�������������	��������� { }� � �
�� � �

� � ��� � − �� ��&�	�������!�����������	���������

������
��	������������������������������	���������� � �
� �

< +� .  

� � � � � �
� � �
� � � �� �= = −���� � �, 


�� � �
�

� � ������������	��������������������������������	�������������� 

%�
������	�����
�����������������������������������	��m=n�������� ��	��������� 

"���m ����������	������m �����������������
� 

(2.1) 

(2.2) 

����� �������

�������

�����

�������

�� ���� �� � ���� ���� ����

�������

����

 

(�������2.1.  0���������
������	��������������������� 
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� � � �
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� � �

� � � �

� � � �
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� � � �

� �

� �

� �

=
=

=








− −

. 

'�!��m=n������������������
������������ ��	����������(���������� ������

����
��: n=2m�� "��� �
����������� ��������� 
��������� ���	���� �� � m ������� m 

���������� 
��� ����
����� $��	�� ������	������ �����	�� �� � ������� ��� �����

������� � �
�

� � ������������������
���� ′� �
�

� � ��%�
������������������������
������

������� ������������ ��
���� ������ 
�	������ �� 	������ �	����������	��� ��������� �

��	������������
���	��������BA=F. 
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� � � � � � � � � � �

� � �

� � � �

� � � �
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− −
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��� � � ��� � � � �
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− −

− −

− − − − − −
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� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

� � � �

� � � �
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� � � � �

� � � � � � � �
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%��
������
�������	�
���+����������
��� 

 �
� � � �

�

�� �

�

�

� �� �

�

�

= +
′

=

−
+

=

−

∑ ∑∆
∆

∆
∆
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�

�

�

�
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(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
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��∆ �� �����������
������������	��� �����������B;   ∆ 
�	������	����	��� B. 
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� � � �
� � � �

� �

�

�

�� �

�

�

� �� �

�

�

� � � �
� � � �

= +
′









=

−

=

−
+

=

−

∑ ∑ ∑
�

�

�

�

�

�∆
∆

∆
∆ , 

� � � � � � � � � �
� �

�

�

� ��

�

�

�

�

�

� � ��

�

�

� � � � � � � � � �= + ′










=

−

=

−

=

−

+
=

−

∑ ∑ ∑ ∑�

�

�

�

�

�

�

�

�

∆
∆ ∆ , 

� � � � � � � � � �
� �

�

�

� �

�

�

�
� � � �� � � � ��� � �= + ′











=

−

=

−

∑ ∑
�

�

�

�

. 

$�����������������������������������������
� � �� �

� 	� �� � �� �
� ��������&�����������

��������)�����������������	�����!���������������	����������������
�������������

��	���������� .�� ���	���� ��
����� ��	������ ���	����	���� 
������ �
���� )�	��

��&���� �������	�� ����
��� �� � ������� �����&����� ����� ��
������ ������� ��������

�������� 

′ ≈
−
−

+

+

� �
� � � �

� �
�

� �

� �

� �
� � � �

�

�

, 

������������	��������
��������������������������������������	����	��� 

′ ≈
−
−

+
−
−

−

−

+

+

� � 	
� � � �

� �



� � � �

� �� �

� �

� �

�

� �

� �

� �
� � � � � � � �

�

�

�

�

, 


����� 	 

� �

� �
� �

� �

� �

= − =
−

−
+

+ −

�
�

� �

. 

%��������
�������	�������
��� [ )� � �
� �

∈ −� �
�

� � � : 

� � � � � �
� �

�

�

�
� � � � � � �=

=

−

∑
�

�

. 

1��	������	���������������
����������������������	���	���������������������

����
�����������	�����������������������&���������������������	�������$��	�����

�������������������	�����������������������	�������������
������ 

"������������!������
��	������R ������	����	������ 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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[ )� � � � � � � � ��

�

�

� �� � � � � � �= ∈
=

∑
�

�

�
� ��� , 


��
�
� �� � ������������������������!������������
����
������&������������ � � �� �� .  

)��������� ��
������	�� ��	�������� ������ �� 	����� � !�� x ��������	���� ��� �����

���&���� ������	��� �������� � %�������� �������� �� 	���� x�� ���� ����&�	�� j-���

������	�� �������	���	���� ����� ��������� �������� �������� ���

�������� 

� � � � � � � � � � � � � �

� � �

� � � � � � � �

� � � �

� � � � � � ��� � � � � � � � � ���

��� � �

� �

� �

= + + + +

+
− − − − + +

+ +

� � � � � �

� �

� � �

� . 

 ����������!����������������������
��	������m ������	�������
����
�����������

m ����
��������&����������	�: 

� � � � � � � � � � � � � �

� � �

� � � � � � � � � �

� � � � �

� � � � � � � ��� � � � � � � � � � � ���

��� � � �

� � � � � � �

� � �

= + + + +

+
− − − − − + +

+ − +

� � � � � � � � � �

� � �

 

)�
���������
�������������
��������������������� � � �
�

� �� � ����
�	��	���	�����k-	��

����
����j-������������������� 

  �
��	����!����
�����&�����������	�����
��������������#���������������� �

������� ���	���	�� �������� �������� �� ���������� ��� ������� ������	��� ��

���������� ����
��	���	������
����������	����������	���������� �����
���������

����������� ������� �	������ 
��� ���	������� ������	���� ������
���

��
�������	��� .�����	���� ��
����	�� ����
���� ����� ������ 
��� ��
��	����

������	���� �
����� 
��&���� ����
���� ������	��� ���	�� ������� ��
����� ��

������������ �������� $���� ��&����� ���	������� ������� ������	���� /����

����
���	�� -� ����������� ����
����� ������	���� 
��� ������� ������� ��������

���	���������������������������)���������	����	����	�����	�� ��������������� �%�

�����
�� ��	�����������������	���� �����
���� �����������
��&�������������

�������	����������������������	��� ���������������������	����������������������

�������	����� ���� �� ���������� ������	�� ����	��� ��� �������� ��
���������

)��	���� ������	����� 	������ ��
��&����� 
��� ��������� ���	����� ���������

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 
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����������
��	���	�����	��������������	��
�����&�����	�����	�������������������

�������&������������������������� 

 "��� ��������� �� ������ � ������� ������	��� � ���
���� �� �������

��
��&�����������	����������
��&���� 

(�������������������
������
����������������	��������������� 

2��������������� ����������������������� � � �
�

�� � = �� 	�����������
��� ��
������

′ = −� � ��
�

�� � �
��"�������������������������������m=2,  n=4: 

� � � � � � � � �
� � � �

�

�

�� � = + + + . 

0��	������	���������������������	����������
� 

�

�

� � 	 


� � 	 


� �

�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

� � �

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�





















⋅



















=
′
′



















. 

%���������� 	����
�	����������������	������� 

� � �
� � � �

� �� �
� �

� � � � � � � � � �

� � � � � �
�

� �

� � � � �

�

� �

�

�

� � �

�

� �

	 
 � 


	
=

− + + − −
− + − , 

� � �
� � � �

� �� �
� �

� � � � �

� � � � � �
�

�

�

� �

� � �

�

� � �

�

	 


	
=

− + −
− − + , 

�� � �
� �� �

� �
� �

� � � � � �

� ��

�

�

� �

�

� �

�

	
=

− − +
− , 

�� � �
� � � �

� �
� �

� � � �

� �
�

�

�

�

� �

�
=

− −
− , 

[ ]� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � �= + + ′ + ′ . 

 ����
�����
������	��������������������������������	���
���������������	���

{0,100,200,300,400} ������������������� 

 �������������
��������������� 

′ =
−
−

−
−

+ −
−
−

−
−

�
� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� ��

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�� � , 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 
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′ =
−
−

−
−

+ −
−
−

−
−

�
� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� ��

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�� � , 

��
�	������������������
��	�����
������
�����������������������
������ 

�	������� � � �� � � �� � � �� � � �� � � � � � � �
� � � � ��� �����������������
������&����������������

����������
�	�������
����� �
��	�����!�������	������������	��������
���������

���	���� �����	������ ������� �Derive��� "���� ���	���� ��������
���� �������

����������
�������	����������	��������������	���� �
����������������������


��&��������������������������"���������������������������������������� [164], 


��������	������
�!������������������3����������	��������	���	�����������

��	�����������	��������������������������	����&�� [164]: 

� � � �

� � � �

� � � �

� � �

� � � � 

� � � � � � 

� � � � � � �

� � � � �

� � �

� � �

� � �

� � �

= −
= − +
= − − +
= −

 

,

,

,1

,/)(

2

2

bad

abc

ab

hxxa jj

=
=

−=
−=

 

3
1

2

4

 

(�������2.2��0���
������������������������	����- ��
�
, 2- ��

�
, 3- ���

�
, 4- ���

�
. 

(2.17) 
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1
1

−

=
j

j

h

h
p ,  

)( 1
2

jj

j

hh

h
p

+
=

+
,  

1
3

+

=
j

j

h

h
p ,   

)( 1
4

jj

j

hh

h
p

+
=

−
, 

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

− −

+

+ + +

= −
= −
= −

� �

�

� � �

�

�

�

 

�$�
��!���������������������������	�����������	����
�&�����
������!��

���&�	���!�� ������� 
�������	���� �� ����� ����� �������������������	����� $�
��


��� ������� ������	�� ������ � �
� �

� �= =� �� �� � 
��� ��	�������� � �
� �

� �= =� �� . 

%����&�����!����!��������	�� � = =� �� ��� ��	���	������������������������������� 

 �����������������
����
��������������������
��	���� ��R ������	�������������:       

� � � � � ��

�

�

�� � � � � �=
=
∑

�

�

, 


��
�
� �� � � ������������������������-����������!�������
��	��������	�����

������	��� 

�
� �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� �

�

� �

� �

� �

� �

�

� �

� � �� 

� � �� 

� � �� 

� � �� 

� 

�

�

�

�

=

∈
∈
∈
∈

∉














− −

+ +

+ +

−

� � �

�

� � �

� � �

��

��� � � ���

��� � � �

��� � � �

��� � � �

��� � � �

�

���

���

���

���

 

(2.18) 

(2.19) 
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 ����
������������������������������������� 

 

�	&���������������������
���������	������!������&�	��j-���������	��


��������������: 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �= + + +− − + + + +� � � � � � � � � � . 

 

 

(�������2.3.�2�����������������������������	������������� 

(2.20) 

32

4 1

 

(�������2.4��0���
���������������������������������������	��
����������- ��

�
, 2- ��

�
, 3- ��

�
, 4- ��

�
 . 
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'�!��������	�����������
��������
��&����� 	�� ��
�����������	������	��������

��������&�������	�	����������	�����������������	����� 

�)���������������	������
��
���������������������	������
���������	�	���

$����� ��������� ��&����� ����
���� 
���� 	�� n ������ ���	����� ����������)�	��

�����	����� ������ ��&�	�� ��	�� ��
��������� �����
������ !�� ���	��

�������	������ ��� ������	����� 
��� ���
���� �����	����� ��������� ���������

��&�����
���	�����������������������	�����������������������������&���	�����
�

�����	����$�����������������������
��
��
������
����������������������� 

 

2.3 ��&'��������()$� *+�#�"%��$ �#��������($()()���,�$()-�,�$�%����,����

)����.�)�"%������%���'� �� 

$��
&�������������������� � �� � ���������������
������������� 

1

2

a+b
( ),   x [a, )

2
a+b

( ) ( ),   x [ ,b]
2

0 ,    x [a,b]

f x

f x f x

 ∈

= ∈


∉


,  

��������� �� ��	�������� � ��[ ]�� � �� ����&���� ������ f(x)>D� 	�� � ������ f(x)<U, � ��

����	����� 

� � � �  � �
 �

� �
�

	
� � � ��  � �+ = − ∈

−
�� , 

����������������




∉
∈

=
],[  ,0

],[  ,1
)(

bax

bax
xϕ , 

	�
�������������	��� � � � � � � ��� � � � � �= −
−∞

+∞

∫ ϕ �����������������������!������
��	����

�� ��	����� ������	��� �� ���� �� 	������ �	���� � ��������� ��������� �������� 	��

!���������� ������ ����
����� � � � 1������� � �� �  	�� ϕ� �� � ������	������

 
(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 
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���
&���������������� ��������� ��&�	������	���&��!�����
&�������������	��

���
���	�������
��������������������	����	�������������	�� 

)���&��������"���������	�������������-a)/2=h. 

$�
� 





















+∉

++∈

+∈+

+∈+

+∈

=

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

−

+

− +

+

+

]2,[  ,0

]2,[  ,)(

),[  ,)()(

),[  ,)()(

),[  , )(

)(

2

2

2

21

21

1

hbax

hbhbxdttf

hbbxdttfdttf

bhaxdttfdttf

haaxdttf

xF

b

hx

ha

hx

b

ha

ha

a

x

ha

x

a

, 

��� 














+∉
++∈

+∈
+∈

+∈

=

]2,[  ,0

]2,[  

),[  ,

),[  ,)(

),[  ,)(

)(

4

3

2

1

hbax

hbhbx(x),F

hbbx(x)F

bhaxxF

haaxxF

xF
. 

 

(2.24) 

(2.25) 

 

(�������2.5��1��������!�����
&��	������������������ 
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%� ������ ���	�� ���
���� !�� �	������ �������� ����
��	���� �� ��	����� ������	���

�����
���%�����	�����	���������� � �� � �	��ϕ� �� ��������������	�����	����������

� �� � �� 4�� ���������	�� �� �����
����� � ��� ��	������ � ��
� 
���	��� ����������

��������� �	&�� ������ ��������  �������� ���������	�� ����
����   %���
����

�������������������
����� �� � : 

1

2

1

2

( ),   [ , ),

( ),  [ , 2 ],

( ),  [ 2 , 3 ),
( )

( ),  [ 3 , 4 ],

0,  [ , 4 ]

f x x a a h

f x x a h a h

f x x a h a h
F x

f x x a h a hx

x a a h

∂
∂

∈ +
 ∈ + +
− ∈ + += − ∈ + +
 ∉ +



. 

$����� ������� ����� ����
��� � �� � � ��� ��	����� ��	������� �� ����������� ��!��

��������� ���
&����� ���������  � ���������	�� ����
���� �� 	������ �	���� � �� �  

�������������	����������������������	�������	���
��1��	��������������
�����
�

� �� � �����	�����	��������
���������������� � �� � ������
��%������������������
����

��	�����������2�����������������	�������+h, b+h���������������������� � � �� �+ , 

)( haf +− ��.��������	�� 
����� ����
���� ��� ����	��	����� ��!�� ��� ����	������

���������	������������
������
� � �� � .   

 a               a+h                b                b+h  

(�������2.6��2���������������	����������������
�� 

(2.26) 
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 )���
�����������������������.����������)���������	�������������0=F(x)����

���!���� ��
������ �0� ���������� ��� �������� ��
����
��� �����-m,...,H-2,H-

1,H0,H1,H2,...,Hm,... . ����������	� 
������ �����-m,...,H-2,H-1,H0,H1,H2,...,Hm����� �� �	�	����

��������	�	�
���������

������	�	�����������������
��������	����m}. 

 � ��������� ������&���	�� �����	����� ������� ������ �������	���� ��������

��	�������������������
�����	�����	������!������&�	���
�����������	�� 

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

�

�

�

�

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

�





































=



















 

 �
������	�� 
���������	�� � ��
� ����� ���
��	���� ��� �������� ������&���	��

����
����� ��� ������	��� "��� ������ �����	�� �������� ��	���� ��
�� ������-


����������������
���������	�����
���������
������� 

(���������� ����	����	�� ��������� �������� {Hm}�� 1������� ������	��� {Hm}� ��

������������  �
��	����� !�� �����	��� ��	�� � ������	������� 	�����

�������	����������� �  [312]	���������������	�����5��������
�����������������

������� �	����������� ��������� 
��� ��	��� ��������� 
���	��� � � � �
� �

� � � � ≈
−∞

∞

∫ �  

[298]���)�	�� ���� ������� ��
���&��� ���������	�� ����������� ��������� ���� ��		����

��
������ ���
��	������������ �	���&��������������������	���������������	�����	��

����������� � *�������� ����	����	�� �������	���� �� ���������	��� ���������

����������
���	���
��������������������� 

� � � � ��
� �

� � � � = >
−∞

∞

∫ � 
������ � � � . 

"�����&�������������m: 

[ ] [ ] 0,)()(
4

0

2
0

2 >==∫ ∫
∞

∞−

����������������kdxxHdxxH
h

m , 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 
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�	&�����	����{Hm} ������������	����������������
����
����������������$�
����&���

����	���	�������������������������������������������{ }�
�
��
���

�
�

� �
=

�
. 

(�������������������
���	���
����
�������������������������� 

� � � � �� � �
� �
� � � � �= =

−∞

∞

∫ � ������ ���
��������������������� 

 �
��������������
�������� 

� � � � ��

� � �� � � ��

� � � � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � �� � � � � ��

� � � � ��

� �

�

�

�

�

��

�

�

��� � � �

� � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � �

=

+








 =

+ + =

+ =

− −

−

∫ ∫

∫∫∫

∫∫

	 �

�

	

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�

� � � �

�

�

� �

�� � � �

�� � � �

��� � � �

��� � � �

��� � � �

=

>




















∫

∫
−∞

∞
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�

�

�

�

 

$��	����
��������� 	���������� �������������������������	������������ ����������

%��&������������	�����	�������������������	����������	����	������������������

��
���������	���������������������������������1(x), F2(x), F3(x), F4(x). 

 

(���������������
��
������������������������� 

6������������������������������������	�������������������� 

� � � �

� �� � = − , � � � �

�

� �� � � �= −− . 

� � � ��

� �� � = − − , � � � � � �

�

�	 �� � � �= − − − − , 

� � � � � �

�

�	 �� � � �= + − − − ,  � � � ��

�

� �� � = + −− . 

)��
&������������������������������	�����������������������������
�� 

+��
�	����������������������������	������������������� 

� � �
�
� � = ,  � � �

�
	� � = − . 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 
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                       � � ���
�

�

�

�

�
	

� � = =∫ ,   

                   � � ��� � �� �
�

��

�

�

�

�

	 	
	

�� � � �= + − = − −∫∫ , 

� � �
�

�

�

	 �
�

	
�� � � �

� �
= − −

−
− ,    � �

�
�

��

	
� �

� �
=

−
. 

 

2.4 ���)(��*����()$� *+�#�"%��$ �#�������($()()���,�$()-�,�����)'��,�

$�%���"."����)����.�)��#����+���'� �� 

 

 ,����������� �����
������ ��
��
� ������	����� 
��� ����
���� ��������� ���


����� ����������� ����
������ '�� �� �� �����
������ ����
��� ������ 
�����

����������������� � �� � ��������������[ ]�� � �������	������������� 














∉

∈

∈

=

��������������

���
	

���
�������

�
	

���
����������

),(

),(

)( 2

1

xf

xf

xf
,  

� � � �  � �
 �

� � �
	

� � � ��  � �+ = − ∈
−

�� , 

1�������ϕ� �� �������������������	����	���������� 














∉

∈

∈

=

���������������

���
	

���
���������

�
	

���
����������

)(

),(

)( 2

1

x

x

x ϕ

ϕ

ϕ . 

*������� ���	��� � � � � � � ��� � � � � �= −
−∞

+∞

∫ ϕ � �� ���������� ���������� !�� ����
��	���� ��

��	�����������	�����������	�������	���������������������������������������	��


���������
������)���&��������)���������(b-a)/2=h.  

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 
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� �

� � � � �� � � � �

� � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

� � � � �� � � � � �� � � � � ��

�

�

� �

�

�

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� � � �  � �

� � � � � � � � � � � �  � �

� � � � � � � � � � � �=

− ∈ +

− + − + − ∈ + +

− + − + −

∫

∫∫∫

∫
+

−

−

+

−

+

� �

� � � � � �

� � � � � �

�

	

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

�� ��

� ��

� ��

� ��

� ��

� � � � �

� � � � �� � � � � �

� � � �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

∈ + +

− ∈ + +

∉ +





















+

−

−

+

−

+

∫∫

∫

 � �

� � � �  � �

 � �

	 



 �

� �

�

� �

�

�

ϕ

 














+∉
++∈
++∈
++∈

+∈

=

]4,[0

]4,3[

)3,2[

)2,[)(

),[)(

)(

4

3

2

1

haax

hahax(x),F

hahax(x)F

hahaxxF

haaxxF

xF

���

��

���

���

���

.  

1������� � �� � �� ���������� �!�� ����
��	���� �� ��	����� ������	��� �� ���� ��

	�������	������������������	��
��������
��� ��������������
����!���	������

�������� �� ������������������� ����
��	���� ����	�����������	����7����������	��


����������� ����	����	�� ����
�������� ��������� ���������� 
�� ��	���	�������

���������1�����	������������ ��	���������!������&�����
������	��������������

��	������ ����&���� ��	��������� ����&����� ��
������	��� $���� 
��� �����������

����	����	�������
������
��������������	����������������	����� [182]. 

 

(2.37) 

(2.38) 

 

(�������2.7��1��������!�����
&��	����������������� 
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)�����������
��	����������������� �!�� ��
���	�������
&���������������

( , ) ( ) ( )Q x t f t x tϕ= − . ( , )Q x t  ��
������������	�����)��������������������	������������

������
����������{ ( ) ( ),   d x t u x c x v≤ ≤ ≤ ≤ }. �)���������	���&���	����  

∫=
)(

)(

),()(
xd

xu

dttxQxI . 

 �����������&��������	�����)�
��������������
����1���������&�������&��

d(x) 	����������u(x) �����������������������8�&�������������	��x: c=a,  v=a+4h. 

$����� 1, [182]��.�����Q(x,t) ������������������	�����)�������������u(x), d(x) 

������������������	�  [c,v]��$�
����������I(x) ������������������	� [c,v]. 

$����� 2, [182]��.�������������Q(x,t) �� �������
���
∂
∂
�

�
 �����������������	���� 

)��.�����d(x), u(x) 
�����������������������	��[c,v]��$�
��I(x) 
�����������������

������	��[c,v] ���������
��� ′� �� �  ��&����	���������������������� 

′ = + ′ − ′∫� �
�

��
�� � � � � � � � � � � � �

� �

� �

� � � � � � �� � � � � � �� �
� �

� � ∂
. 

%� 	������ �� ���
���� !�� ������� �� ���������� ��� ������	�� �� ��������� Q(x,t) ��


���	�������������������������u(x) 	� d(x)���������������	��	�� 

h 2h 3h  

(�������2.8��2���������������	�����������
�� 
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(���������� ��	����� ���������	�� �������� 	�� ������ �� 
����� ����
���� �� 	������

�	�������������"������!����������
����������
����a=0.  

 �����������������	������������	�������	���� 

 �	�����x=0:  

� � � � � � � � � � � �
� � �

�

� � � � � � ��
→ + → + → −

= − = =∫
� � � �

� �
� �

�

� �ϕ . 

 �	�����x=h: 

� � � � � � � �
� �

�

� � � � � � ��
→ −

= −∫
�

� �

�

ϕ , 

� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � �

� �

�

�

�

�

� � � � � � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � ��

→ +
= − + − + − =

= −

∫ ∫ ∫

∫

�
� �

�

�

� �

�

� �

� �

�

ϕ ϕ ϕ

ϕ
 

 �	�����x=2h: 

� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

� �

�

�

�

�

�

�

��

� � � � � � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � �� � � � � ��

→ −
= − + − + − =

= − + −

∫ ∫ ∫

∫∫

� �
� �

�

� � � �

�

� � � �

�

�

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
, 

� � � � � � � � � � � �
� �

�

�

�

� � � � � � �� � � � � ��
→ +

= − + −∫ ∫
� �

� �

�

� �

�

ϕ ϕ . 

 

 �	�����x=3h: 

� � � � � � � �
� �

�

�

� � � � � � ��
→ −

= −∫
� �

� �

�

ϕ , 

� � � � � � � �
� �

�

�

� � � � � � ��
→ +

= −∫
� �

� �

�

ϕ . 

 �	�����x=4h: 
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� � � � � � � �
� �

�

�

� � � � � � ��
→ −

= − =∫
� �

� �

�

�

�ϕ , 

� � � �
� �

� �
→ +

=
� �

� . 

$�����������F(x)  �����������������������������	�������	���� 

0����	�������	����������������������������
�� 

′ =

′ − + ∈

′ − + ′ − + ′ −

− − + ∈

∫

∫∫∫
−

−

� �

� � � � �� � � � �

� � � � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � � � � � � �

� �

�

�

�

�

� �

�� �

� �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� �� � � � �� � � � � � � �

�

� � � �

� � � � � �

�

� � � � �

�

� �

� 	

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

�� ��

�

��������������������������������������������� � � ��

� � � � � � � � � � �

� �� � � � �� � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

′ − + ′ − + ′ − +

− − − − ∈

′ − − − ∈

−

−

−

−

∫∫∫ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

� � � � �

�

�

� � � � �

� � � �

	 	 	 


	 	 
 �

� � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � � � � � � � � �

� � � � �� � � � � � � �

� �

�

�

� �

� �

�

�

��

����������������������������������� � � ��

� ��
�

�

� � �

�

�

� �

∫

∉






















 � �� � � �

 

(�������������������	������������
������	�������	���� 

$������x=0: 

� � � �
�

� �
→ −

′ =
� �

� , 

� � � � � � � � � � � � � � � �
�

� � � � � � �� � �
→ +

′ = ′ − + =∫
� �

� � � � � �

�

�

� � � �ϕ ϕ ϕ . 

"��� ���������	�� F’(x) �� 	����� x=0� ������
���� !��� � �
� �

� � �� � � �ϕ = �� $��	�� 
���

���������	������������
������	�����x=0 ������
����!��� �
�

� �� � = ������ϕ�
� �� � = . 

$�����x=h: 

� � � � � � � � � � � �
� �

�

� � � � � � �� � �
→ −

′ = ′ − +∫
�

� � � �

�

�ϕ ϕ , 

� � � � � � � � � �� � � � �� � � � �
� �

�

� � � � � � �� � � � � �
→ +

′ = ′ − + − +∫
�

� � � � � � �

�

� �ϕ ϕ ϕ ϕ . 
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(������������&�������	���������
��� 

∆ ′ = ′ − ′ = − + −
→ + → −

� � � � � � � � � � � � �
� � � �

� � � � � � � � � � � �� � � � �� � � � � � � � �
� �

� � � � � � �
� � �ϕ ϕ ϕ ϕ . 

"��� �����	�� ��	�������� ����� ������
���� � !��� �������� � �� � � 	�� ϕ� �� � �����

�������������	�����x=h. $��	��������
����!���ϕ ϕ
� �
� � � �� �= �	�� � � � �

� �
� � � �= . 

$�����x=2h: 

� � � � � � � � � � � � � �� � � � ��

� � � ��

� �
�

��

� � � � � � �� � � � � �� � � � �

� �

→ −
′ = ′ − + ′ − + − +

+

∫∫
� �

� � � �

�

� � �

�

� �
	 �

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

� � � � � � � � � � � � � �� � � � ��

� � � ��

� �
�

��

� � � � � � �� � � � � �� � � � �

� �

→ +
′ = ′ − + ′ − + − −

−

∫∫
� �

� � � �

�

� � �

�

� �
� 	

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
 

(������������&�������	���������
��� 

∆ ′ = ′ − ′ = − − − −

−
→ + → −

� � � � � � � � � � � � � �

� �

� � � �

� � � � � � � � � � � � � � ��� � � � �� � � � �

� � � ��

	 	 �

� 	

� � � �
� � � � � �

� �

ϕ ϕ ϕ

ϕ
 

"��� �����	�� ��	�������� ����� ������
���� � !��� �������� � �� � � 	�� ϕ� �� � �����

�������������	�����x=h. $��	��������
����!��� ϕ ϕ
� �
� � � �� �= �	�� � � � �

� �
� � � �= � ��

�
� �

� � �� � � �= =ϕ . 

$�����x=3h: 

� � � � � � � � � �� � � � �� � � � �
� �

�

�

� � � � � � �� � � � � � � �
→ −

′ = ′ − + − −∫
� �

� � � � � � �

�

	 	ϕ ϕ ϕ ϕ  

� � � � � � � � � � � �
� �

�

�

� � � � � � �� � � �
→ +

′ = ′ − −∫
� �

� � � �

�

	ϕ ϕ  

∆ ′ = ′ − ′ = − − −
→ + → −

� � � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� � � � � � � � � � � �� � � � �� � �� � � � ���
 	 	
� � � �

� � � � � �
ϕ ϕ ϕ  

"��� �����	�� ��	�������� ����� ������
���� � !��� �������� � �� � � 	�� ϕ� �� � �����

����������� �� 	����� x=h. $��	�� ������
����!��� ϕ ϕ
� �
� � � �� �= � 	�� � � � �

� �
� � � �= , 

���� � � �
� �

	 	 �� � � �= =ϕ . 
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 � 	����� x=4h ����� ����
��� 	���&� ���������� !�� �����
��� �� ���������

������������
���	�����x=0. 

%���
�������������
���������
���� 

′′ =

′′ − + ′ + ′ ∈

′′ − + ′′ − + ′′ −

− ′ − ′ ′ −

∫

∫∫∫
−

−

� �

� � � � �� � � � � � �

� � � � �� � � � � �� � � � � ��

� � � � � � � �

�

�

�

�

� �

�� �

� �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� �� � � � �� � �� �

� � � � � �

� � � � � �

�

� � � � �

� � �ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

�� ��

�

� � � � � � � � � � � �

� � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

� � � � � �
� �

�

�

� �

� �

�

� � �� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �� � � � ��

� �� � � � ��

− + ′ + ′ ∈

′′ − + ′′ − + ′′ − + − ′ − ′ +

′ − − −
−

−

−
∫∫∫

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

� � � � �

� � � � � � � � �

�

�

� � � �

� � 	� ��

��

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � �

� � � � � � � � � �

� � � � �� � � � � � � � � � � �

� �

� �

�

− ′ − ′ − ∈

′′ − − − ′ − ′ − ∈

∉
























−
∫

	 	 	 	 	 


	 	 	 	 
 �

� � �

� � �

� � � � � �

�

�

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

� ��

� ��

� ��

 �����������������������	��
���������
������	�������	���� 

 �	�����x=0: 

� � � �
�

� �
→ −

′′ =
� �

� , 

� � � � � � � � � � � �
�

� � � �
→ +

′′ = ′ + ′
� �

� � � �
� � � �ϕ ϕ , 

� � � � � � � �
� �

� � � �
→ + → −

′′ − ′′ =
� � � �

� , ��!��� 0)0(,0)0( 11 == ϕ��f . 

 �	�����x=h: 

� � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

� � � � � � �� � � � �
→ −

′′ = ′′ − + ′ + ′∫
�

� � � �

�

� �
� �ϕ ϕ ϕ , 

� � � � � � � � � �� � � � �� � � � �

� �� � � � �� � � � �

� �

�

� � � � � � �� � � � � �

� � � � �

→ +
′′ = ′′ − + ′ − ′ + ′ +

′ − + ′

∫
�

� � � � � � �

�

� � � � �

� �

� �

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
. 

∆ ′′ = ′′ − ′′ = ′ − + ′ − +

+ ′ − ′
→ + → −

� � � � � � � � � � � � �

� � �

� � � �

� � � � � � � � � � � �� � � � �� � �� � � � ��

� �� � � � ���

� �
� � � � � �

� � �

� �

�

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ  

$����������������������������	���� �
�

� �� � = �	�� � �
� �

� �� � � �= ���ϕ ϕ
� �

� �� � � �= . 

 �	�����x=2h: 
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� � � � � � � � � � � � � �� � � � ��

� � � � � �� � � � �� � � � �

� �
�

��

� � � � � � �� � � � � �� � � � �

� � � � � � � �

→ −
′′ = ′′ − + ′′ − + ′ − ′ +

+ ′ + ′ − + ′

∫∫
� �

� � � �

�

� � �

�

� � � � � � �
	 � 	 �

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

� � � � � � � � � � � � � �� � � � ��

� � � � � �� � � � �� � � � �

� �
�

��

� � � � � � �� � � � � �� � � � �

� � � � � � � �

→ +
′′ = ′′ − + ′′ − + ′ − ′ −

− ′ + ′ − − ′

∫∫
� �

� � � �

�

� � �

�

� � � � � � �
� 	 � 	

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
 

∆ ′′ = − ′ − ′ + ′ − ′ − −
− ′ − ′ − ′ + ′
� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � ��� � � � �� � � � � ��� � � � ��

� � � � � � � � � � � � � � � ��

	

	 � � 	 	 � 	 �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ  

$����������������������������	���� � �
�

	 �� � = , ϕ�
	 �� �� = , �

�
� �� � = , ϕ�

� �� � =  

	�� � � � �
� �
� � � �= ���ϕ ϕ

� �
� � � �� �= . 

 �	�����x=3h: 

� � � � � � � � � �� � � � �� � � � �

� �� � � � �� � � � �

� �
�

�

� � � � � � �� � � � � � � �

� � � � � � �

→ −
′′ = ′′ − + ′ − ′ − ′ +

+ ′ − − ′

∫
� �

� � � � � � �

�

� � � � �

	 	

	 	

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
 

� � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

�

� � � � � � �� � � � � � �
→ +

′′ = ′′ − − ′ − ′∫
� �

� � � � � �

�

	 	ϕ ϕ ϕ  

∆ ′′ = − ′ − ′ − ′ − + ′ − ′ +
+ ′ −
� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � �

� � � �� � � � �� � �� � � � �� � �� � � � ��

� �� � � � ���


 	 	 	

	

� � � � � � � � �

� � �

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ  

-������� ���������	�� �� � �
�

	 �� � = , ϕ
�

	 �� �� = , �
�

� �� � = , ϕ
�

� �� � = � 	��

� � � �
� �
� � � �= ���ϕ ϕ

� �
� � � �� �= . 

 �	�����x=4h: 

� � � � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � �
→ −

′′ = − ′ − ′
� �

� � � �
	 	ϕ ϕ ,        � � � �

� �

� �
→ +

′′ =
� �

� . 

-����������������	���� � �
�

	 �� � = , ϕ�
	 �� �� = . 

����������������������
�	�������������	��F(x) ������������������� �� �

�� ��
�����������������������!��������������	��	����������������
����
����	�

����� 

�
�

� �� � = , ϕ�
� �� � = , � � � �

� �
� � � �= , ϕ ϕ

� �
� � � �� �= , � �

�
	 �� � = , ϕ�

	 �� �� = . 
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"�����������������������	����������	#� � �� � , ϕ� �� ��������������	�	����������� 

�������������� 

)���
����� ��� ���!����� ���������� h� ��������� ������ {Hm}�� ����������

��������� ������� � �� � � �� ������ ��
�����	���� ��
� �������	��� �����
���� �����

���������	�� 
����� ����
����� 	�� ���� ����	����	�� �����
������ �������

�������	�������������
���
������������� 

 �
����������
�������� � � �� � � �= ϕ ��"����
����������������!�������������$����

��!�� � �� ��� 	���	������ �� � � �� � � �= ϕ �� 	�� � �� � � �� ���������  -��������� ��� 
�����

���������������
����� ��������� ���	����	���������������
����
&�������������

������� 0��� ������ �� ��
����� ������� 
����� ��� ��������� ��	���� ���	����	����

������������	�. )����
�����	����	�������������������������
���� 

 

(���������������
������
���������������������� 

6�������������������������	�������������� � � �
�

� �� � = − , � � �
�

�

�
�� �

� �= −−  

� � � � �� �� � �
� � � � �

�

�

�

� � 	 	� � � �� �= − − = − + +−∫ , 

� � � � �� � � �� � � � �� � � � � �

�

�

�

�

��

�

� � � � � 	� � � �� � � �� � � � � �= − − + − − = +− − −

−
∫∫ , 

 

(�������2.9��+�������� -�������	�����������
�� 

(2.39) 
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� �
�

�� � � �
�

� � � � � � � � � �� �

�

� � � � � � � ��
� ��

�

� � � � � �� � � � � �� �= + + − − − − + + −−
− − − − −

, 

� �
�

� � ��
�

� � � � � � �
�

� � � �	
�

	
	 	

�

	
	 	 	�

�

� � �� � � � � �= + + + − − − , 

� � � �
� �

�� � � �= − ,  � � � �
� �

�� � � �= − . 

)��
&��������������������������������������������	�����������
������

������� 

+�������������������	���������������� � � �
�
� � = , � � �

�
	� � = −  

� � � � � ��
�

�

�

�

�
�

� � � �= − =∫ ,    

� � � � � �� � � � ��
�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

	 	
	

	 	
	



� � � � � �� �= − + − − = − + − +∫∫

−
, 

� � � �
� �

�� � � �= − ,  � � � �
� �

�� � � �= − . 

)��
&�����������������	���	���������������� 	�����������
�����������������������  

�)������������������������������������MathCad �����������
�
�	���,� 

 

 

 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

 

(�������2.10��0��������������� 
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2.5 ��)".���*��"��)(��"%��$ �#���"%�&��"��� 

 

�	������� �����	������ ������� 
��� ��������� ��������� ��&�� �����	����


���	������
������������/�	��������
����
&����������������&�	����	��
���	��

����
���� �����
�� ���� �������� ��� ��	���� �����	������ $���� ���������� ����
����

	����������������
����	����������	���� 

)��
&������������� ��
�	������ �� �����
�� � ������� ��
���������������	� 

�������� �� ��	������� ∆�� "��� ���	�	�� ���������� �������� ������ ��	������

�������������
����������	��������������� 

�

� � � �

� � � � �

� � �

�

�

�
=

=
= +

= +









�

�

�

� 	

� 	 � �

� �� �

� �� �

� �

��������������

������

����� �

,       ϕ
ϕ

ϕ
�

�

�

� � �

� � � �

� � �

=
=

= +
= +









�

�

�

� 	

� 	 � �

� �� �

� �� �

� �

�������������

������

����� �

,  

"����	��������������	�����������	������������� 

�
�

�
� � � �

�

�

=
− −

=
∑�

� �
� �ϕ  , � �= � �� . 

0���������������������
�	���	��������	�����������	����������&����������	��

����������������������������� 

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� �

� � �

� � �

� � �

� �

	 �


 �

� �

�

�

= =
= =
= =
= =

+

+

+

� � !

� � !

� � !

� � �

������

��

��

��

 

0���������� ������ ����
��	���� �� ��
������ �������� �
� � ���!����� ����������N� ���

��������� ��	�� � �
�� �

= ��.����
���������� ����� ����� ����������������� ���������

	�������	���
���������������	�����������	��������������������� 

� � � � �
�� � � � �

�

= + + +
=−∞

∞

∑ � 	 
 �  

/�
���� �j” �� ������� ������������������ �� ��
��� “i” �� ������� 	����� ��� ��
�����

��������� ������ ��� 	����� ����&�	�� #�� ���������	�� ����������� �������� ����

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 
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���������� ��������� 
��� ����	�����	�� ���������� ��
��������� ����������

0�����������������������������!��
������������	���������������	�������������

������	����������������
���	�������������������� 

∑ =
i

inim 0HH ���
��� 3nm >− . 

��������� �������� �������� �� ���!������ ��������� 	�� ����� ������	�� ��� ����

��������� �� ��
���� ������ ������	�� �������� �� ����
����� ��������� ������� 

��
��	����� %�������� ����� �
�� ��� ���	�����������	�� ��������� (��������� 
���

������ ����	������������	�����	�����������������
��	���	������
������������#��

������ �
�����	�����
����������
����
����������
������������	������������������

��������������������&�	�������	����		�������������&�����������	�	������
�����

�������� %� ����
�� ��� ��������	�� ��	�����&��� ������� ��
��&�	�� �����
�����	��

��������������������	���������	��������� ������������	����������
��������&����

�
��	���� ������	�����	�� ��
��	���	�� 
����� ��� ��
��&�����������	���� �������

���!����� �����
�	�� 
�� �������	�� �������� �����
����� ������� ��� ����	��� �� ��

������ ������������ �����
�����	�� 
������$����������
�������	���	���	���� 
����


���������������������	��� 

2���������� ��������� 
����	���� ����������� � �������� �� ���	�	�� ���

����������%��&�����������������	��������� ��������������N��
����	�����������

���	������ ������������� �
��	����������������	���������	��������������������

���� ������	�������&���� ���&������ �����	��� ��������� %���	���� �	������ ��

������
���	�����������	�����������	��������
�����������
��������	������	�����

$��	�����	�������	�������������
���	���������!�������!����
����
�	������	�����

�����	��������	���������� 

)���
���� 	������ ������� ��&����� ��� �������	�� �������� ���������� ���

����	�� �������� !�� �����&���	���	���� ���������������� ��������������

�������
���������	�������#��
������������	����������
&���������������9��	������

���������� ��� ���	�	��� ����	����	�� ��������� "��� 
�	����������� ��������� ���

���	�	�������	���	�������������
�������
���������������–������	����������	�

��� ����� ��������� %��&����� ��� 	��� !�� ���!���� �������� ��������� ���� �	����	��

(2.47) 
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����	�� ��
���� ����	���	���� ����� ������ '�!�� ��������	�� ����� ������������

��������� 	�� 
��	�	���� ���	�� ����� ����������� ���	�	���� 
�������� ���������

9��	�	���� 
�������� �������� 
�����&�����	�� ��������� ����	�������� ���������

��������� 	�� �����	�� �������� ��	���������� ����� �����������	�� ���	�	����

����	���	�����������������������������	�����������.������������������������

������������������	�
������������	����������	����������#��
�����&�����	��

�����	�� ���
������
�	����� �������� �����&������ %�� �������	�� ������� ����� ��

����	� ����	���	���� ��������� ��������� �� �����	������ ����	����!�� ��
����
���

�����	�����������	����������� �����������
���������	��
����	�������
&������

����������&��� ������	�	�� ���������� ����	���	��������������������������

����	�� 

 

2.6 �"��(��().����"%���$ �#���"%�&��"��� 

 

"��������&�����
����������&���	��Y(x) ��������	�������������������	�� ��  

	����!�����&�������������������������������������
������&���	��� � � � �
� �

�

� � � �≈ ∑ . 

%��������� ���������	�� �
�  ��� ���	�� ��������������� ��	���	������ �� ��� ���������

��	����� ��������� ������� ����������� �  � 
������ ��
��
���� ���������� ����
�����

���	��������������������������������������	�����!������
��	����������������

��
��������������
����������������
��������������	��������������������	����������

���������	��� ��������� ���������� ��	������������ ��������� � !�� ������� ���!���

���������� 

(���������� ����
���� ��	������������� �������� ��� �������� ������	��

[T1,T2], ��������� '�� ���
��� �� ���������	�� ������������ ������� ��� 
����������

������	����������������
�	���������	������������������� 
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+∈

=

)4,[0

)4,3[4

)3,2[3

)2,[)(2

),[)(1

)(

hccx

hchcx(x),F

hchcx(x)F

hchcxxF

hccxxF

xFj

���

��

���

���

���

, 


�� –TTh ��,12 −= - ������������������������������ 

.�� �������� ������	�� �������� ��� ������� ��
�	������� ��	���� ������	����

F1,F2,F3,F4�� ���&������ ��
����
��� ���������� ���������	��� �� �� �	&��� ���������

��	������������� �������� �� 
��������� 	����� x ��� ������	�� � n �������	���	����

��	�������������	��� F1(x), F2(x), F3(x), F4(x):  

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

� � � � � �

� �

�

� � � � � � � � � � � � � �= = = − + − + − + −∑ ∑ − + +
= −

+

� � �

�

�

� 	 
 � , 

%��������������������	�����������
����
���������������	������ (T1,A1), (T2,A2). 

"�����	�����������
���������������������������&����������� �	�������	����	����

���������	���� �������� ��	����� !�� 
��� �����	�� ����������� ��� ��������� %�� ���

�����	�����������������������������
���������������	�������)��������
���

��������� �������� �� ��������� 	������ ������ ��������	���� )��������� ��� z1.� )��

��
��	���	��
���������������������
���������������������� ��������&����������

���	������������ � � �′ ≈ −� 	 � 	� � , � � �′ ≈ −	 
 � 	� � ��$�������������
����	���������

(2.48) 

(2.49) 

� � � �

 

(�������2.11��0���
������������������������������	��������� 
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4��
���������	�
�������� � "� #� # � "�� � � �− .������
����!��
���������	�������

�������� # � 	 #�= ⋅ . #�����������!�������������
���������� ���	�������	������

��������������������������	�����������
�������&���������������	�������&�����

$�
�� ���������	�� ��	������������� �������� �������	���	���� ����� �������� 	�����

���	������������ 
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�� �� �  

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

�� �� �  

� � � 	 � 
 	 � �

	 � � � �

� � � � 	 � 	 � 	 � 	 	 � � � 	 � � � � 
 � � �

	 � � � �

� �

� �

� � � �

� �

+ −
−

− − − + + − + −
−































 

�	������� �����	�	� �� ��������� ��������� 
�������� ��� ���������� �����������

���������	�� ���������	�� ��	������������� �������� ��� 
���	�� ���	����

�����	������� ���������)�
���������!�������������� ������������!�������

�����
� ��������� !�� ���
���� ����������� ������� "��	�	���� �������� A0, A1 	��

������ ����
���� �� 
���� 	������ �	���� ������� ���������� ���	������ z1,-z1. 

%���
���� ��������� � � � �� 	 
 �� � � � ��
�	������ �� ��	����������� ��������

� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � �= + + +� � 	 	 
 
 � � . 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 
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�� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �= + + +� � 	 	 
 
 � � ,  


� 

� �� � � � � �

� � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � �

� 	 � � 	 � � � � � � � � 	 	 � � 	 � 


� � � � � �

� � �= + − + − + − +
+ −
α

�������
� �� � � � � �

� � �!

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � �

	 	 � � 	 � 	 � � � � � � 	 � � 	 � � 


� � � � � 


� � �= − + − + + − +
+ −
α

��������
 

[ ]� � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �
 � � � 	 � 	 � � 
 � 	 � �� � �= − + + − + −α ; 

[ ]� � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � 	 � 
 � � 	 � 	 � �� � �= − + + − + −α ; 

[ ]α = −� 	 � � � �� �� � � �� � � . 
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%���
���� �������� �������� 	���&� �� ����������� ����������� ��������� �	������� ���

���&���� ����� ������	��� ����������� ������������ ��������.��������	�� ������� 

���������	�������	�����������
�������������������������&������ ����	�������	�����

�	�����������������
��������������
�����������.��������	������������
������

	������ �	���� ����	��	���� ������� �����	�� ����
���� �������� ����
���� ���������

 �
����
����������
������������������������
�������������
������	�������	����


����������	���������������	���.��������	��
���������
�����������	��	������%��

���������� �� ������������ ���	����� ���������� �	������� ������ ������	������

���	�����������������������������������������������������
����)�������������

���������!���	����	��������	����&����	����������� 

(2.53) 

 (2.54) 



 82 

. 

.��������������������������������������	����������������
&������������������

��� �����	�	� ���	��� ������ �� �������1������� �-�� �� ��
����
��� ������������������

������������	��������������#�����������
���������&�����������
�������������
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(�������2.12��)����
�� -��������������������������-�����������������-
�����������-�������
���������	��	�����-�������
������������������� 

 

(�������2.13.  6��	���������������������	�������� -
���� 
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.�� ����������������� ���	���� ������� �	������ �������
����������������������#��

�������������������	��������������	�������	�����!����
����
��������&�����������

 �
������	����&���������������������	�������������	�����������
��� �����������

�����
����������)�	����	��������������
�����	���� ��		�����#�� ����	��� �������

��������	��������������	����������� 

 

2.7 �)"�(�(��*���$ �#���"%�&��"������� ��)��/���0�1�)." 

 

.����&����� �� 
��������� ��������� ��������� �� 
����� �����������

����
����� �������� ����������� ���	���� ��������� �������� ���� ������� ����&����

	�����	�� 	�� ������
���������&� �������� 	������������ ���� �����&��	� [16]��$����

����
����� ������ �� �����&���������� �����������	�� 
��������
�����)��������

	������ ������� ��
�� �����	�� �������� ���������	��� ��������� ����������

��	������������ ��������� (���������� 
�!�� ������ ��
��
� ��&� �� �����
������

��
��
���� 

.����������� 
��������� ����������� ����� {Hm}��!�� ����
��	���� �� ���������

������� Hm(x)=H0(x-m). %������������������������ H0(x) �����������	������(0, 1, 2, 

3, 4) ���� (0, f1, f0, f1, 0). "�����������	���������������������	����������������	���

�������	������
���	��$�
��
�����	�������������������������
�������������������

!�� ������
��	�� ��� ���������� 	������� ��������� �������� ��������� ���	����

��	������������������ 

��� � �= ,      


�� ��  ���
�	��� ����	����� 	�
����������� ��	����� 8�	���� ������	��

��������	���� 
����� ������������ ����������� f0 	�� f1�� (�������	�� ��	����

���&�	������
������������������	��������&���������������	��������������	�� 

 (2.55) 
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8�	���� -� �	������� Y ���	�	�� ��������� ��	������������ �������� �� �������

��	��������� 

%���
���� ��������� ������	��� ��	���� � A,  ��	�� ��
�������	�� �������� 		���

0���������� ����� ��	���� �� 
�������� �����	�	���� �����&����� ��	�
���

����������� ������	��� ��������� ��	����� "�	������ ���� ��	�
� �������	�� � ��

��
��
���� 3.4��� ��&�	�������!������������	��������
��	�����������������������


�����������%�������������&������	���: 

                                                      

� �

� � �

� � �

� �

� 	 � � �

� � � �

� � � �

� � � �



















. 

%� ��	������� �	������� �����	������ ��������� 
��� ����������� ������	�����	�����

���������
�� �� : 

 � � � � �
�

� �� � 	 �= −� � $ ,  � � � � �
�

� �� � �= − −� � $ , 

� � � �
�

�� �= $ ,      � � �
�

��= − $ , 

� � � � �= − +� � � � 	 �� � � � . 

"��� ����������� 	�����	�� ���������� ��������� 
-��� �	������ ��������� ��	����

�������	�� ��� ��� �����&������ ���������� 
��� ����������  -�������� f0=0.6667, 

f1=0.16665). 

$������ 2.1.�)���������	��������������&���������’������ 

 d0 d1 d2 d3 d4 

�����&��� 1.731786 -0.463791 0.123657 -0.030910 0.0000 

	���������� 1.731874 -0.463963 0.124254 -0.033129 0.0082 

 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 
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2������� !�� ������ ������
��	�� ��� 	�����	�� 
�� ��	���� !�� ������� �����	��� 
���

�������	��	������������	�������� 

 ������������� � �= −� �� . 

)�
�	������ �� ��	����������� �������� 
��� 
��������� 	����� ��	��������� ���

�����	���������������� � � � � � �� � �− =� �� �
�� �  ��	��������������	��������!��

������
��� �� �������	�� ��	���� ��  �� ������� �
���� ������ ������ 	�����

��	���������� 0	������ ����� ��	���� �� ����������� ��������� �������� �� 	������

��	���������� 

��	���������������&���������	��������������! � �� = , 


� L ��	������������������������	���!��������
������������	����	����� .  

��������� ���������	���� ��	������������ ������� �� ��������� ��	������������

�������� �� ������� ��	���������� 	�� ������ �����&���� ������ ��	���������� 0	������

��	���� L � �� ���������� ����������� !�� ���	�� ����	����	�� �����&����� ���������

)��������� 	����� � ������L(x). %���
���� ��������� ����������������� �����	�������

	���� 

� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � 	 � 	 � � � �
� � �

� � � � � �� � � � � � � �� $ $+ + = − − − = = . 

 ����	��������������������	����������� 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � 	 � �
� � �

� � � � �� � � � � � � �� $+ + = − − + − = ,   

� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �
� � �

� � � �� � � � � � �� $+ + = − + − − = ,  

 � � � � � � � � � �� � � � � � � �
� �

� �� � � � $+ = − + = , 

� � � �� � �
�

�� � � $= − ≠ . 

�	&�� �������� �������� ����� �� �� ���	�������� ������ �� �� �� ������� %�� ����	����

��	��	����������� ���	��	������������
����	������������������������������
������

��
� ������ )�	�� -� ��� �� �����	�	��� �����&������ ���������� (��������� ���

���������� 

� � � �� �
� ���%%�

���&%
�
� ������

�

�� � � $
�

�
�= − =

−
= − . 

 �
������	����
�����������������������&���	�����	��������	��������������	����� 
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)�	������������������������������ �������� ������	�	��	������������������

����� ���������������� ������� �������� �����	�� ����������� ��������� �'�!�� ��	��

	������������&�	������������	����������	��������������	��������������������

�������)���������	��������
���������������������������������������������������

-�����	�����	������������ 

�
����� ���&����� �������� ��	���� 
������������� ��&��� 
�!�� ������	��

��	������� %��������� !�� 	���� ������� ��&����� ����� �� ������� 	�����	��� ����


��	��	���� �������� �����	���� �����
���� ��
�����  � �������	���� ��!��

����������� ������	��� ��������� ��	���� ��	����� ���&��	���� ����
��������������

$�
�� �����&����� ������ ����
�	���	���� �� ��� ������	��� ���������� ��	��

���������	���	���������������� 

! � � � � "��
� �

� � = , 

! � � � � "� � � � "�	
� � � �

� � = + , 

! � � � � "� � � � "� � � � "�

� � � � � �

� � = + + , 

! � � � � � "� � � � "� � � � "� � � � "��
� � � � � � � �

= + + + , 

! � � � � "� � � � "� � � � "� � � � "��
� � � � � � � �

� � = + + + , 

! � � � � "� � � � "� � � � "� � � � "��
� � � � � � � �

� � = + + + , 

! � � � � "� � � � "� � � � "� � � � "�%
� � � � � � � �

� � = + + + , 

! � � � � "� � � � "� � � � "�'
� � � � � �

� � = + + , 

! � � � � "� � � � "�&
� � � �

� � = + , 

! � � � � "���
� �

� � = , 


�� � � � � � � � �
� � � �
� �� � �� � �� � � � ����
���� ��������������������������� 
��� ���������

��	���
������������
������������	����������&�����
����!�����������������������	��

����
��������
��&������
���������� 

                                          � �

� � � �#� $

� � � �#� $

� � � �#� $

� � � �#� $

�
� �

� ��  �

� ��  �

� ��  �

� ��  �

=

− ∈
− ∈
− ∈
− ∈










�

�

�

�

� �

�	

	 



 �

��

��

��

��

.                                 (2.60) 

(2.59) 
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)�� ��	�� �����&����� ������ �	�������� ��� ��	��������� �
��

...,0,d3,d2,d1,d0,d1,d2,d3������� � ��� 
��������� ������� ��m��� � $���� �	������� ������ ��

	���&�������������������������
����
���������������������
�����������	�� 

$��	�� ����
����� ������� 
�� �����&����� ����� ��� �����
�	�� 
�� ���������

�����
������ ��	������������ ��������� '�!�� �� ������� ���	������� �� ���������

��������� 	�� �	������� ������ � � 	���&� ��
�� ����
�	���� ��� ��������� �����������#��

���������� ��������� ������� �� ��
����
��� ���	����� ������� �����������

�����
���� �� ���	���	����� ���� �����
�	�� ���������	�� ��� ������������������ ���

���	���� ��	������������ ������� �� �������	�� ��� ����������� ��������

��	������������� �������� � �� ���&������ �� ����
����� ��� ���� �����	�	����

�����&�������������	�
�����	�����������������������	����������������&�����

������
���� ���)������&����������������	������&��������
���� ��	������������

�������� ��
�������&������������	����������)�������������������������	�	�������

���
�	� ������ �������� "����� �����	� 
�������� ��������	�� ��	��������� ��

��������������	��������&�������	���
������)��	�������������������������&����	��

�������������������
���������������������&�����	�����	��
��
�����������������

������� $���� ����
��� ������ ��������	�� �� �����
�� ������������� ����������

����	��	��������������
��������������	��	���	���������	���� 

 

(�������2.14��+�������� -����������	������������&������������ 
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8�&��� 	���&� �����
�	�� ����
������ ��� ����	����� �����
�����	��

...,0,d3,d2,d1,d0,d1,d2,d3,0,...� ������������ ����	���� !�� ���� ����������

����	���	���� � �
� �
� � � �� ��
��!������ ���	�	�� 
����	�������� $�
�� ���	�	���

����	���	���� �����&������ ������� �� 
���	���� ���	�	���� ����	���	����

����	��������������	�������
�����	��...,0,d3,d2,d1,d0,d1,d2,d3,0,... . 

 (������������	��������MathCad �����������
�
�	����2�� � 

 

2.8 �"�����" 

 

  ���
��������������������������
��
�
������
�������	�������������� ����


��������� ��	��� �������� �� ������	��� ��������� ����� ����� �������� ����&�	�� ��
�


������ �����	���� 0������������ ������
��� ������ ��������� 
����� ��
����� !��

������������	���	�������	����������	����������)�������� �
��	�����	�������	�	���

�	������� �������������� � ��������� �� �	�������� ������� ������ ��������

��������� 
��� ��������� ���	����� � ���������� %������������� ��
��
� ����������


�����������	���	�����	������������
�������	�����������������
������������	���

�����	������������� 

 

(�������2.15��*����&����������������������
�� 
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 (�������	�� ������������ ������� ����
���� ����������� ��������� ��� ���	���

��������������	����������������������	����������� ����������������	�����������

 �������� ������� 
�������� �	���	�� ��������� ��������!�� ����
��	���� �� ��	�����

������	��� �� ���� ��������� ����� ����
���� %��!���� ���������� ����� �������

�����������������	����	������������������� 

 %��	��� 
���� ����	������ ���������� �������� ��� ���������� ��	��� �������


���������	���	�������������������������������������	��
���������
������

"����
&���� ������� 
�� ���
&������ ��������� ��	�� ����	��	�� ���������	��

������ 	�� 
����� � ����
����� .���
���� �����
�� ����
���� ����������� ����������

��������� 

 %� 
��������� �	������� ����������� �������� ������	���� ��	�����������

��
����� � "��� ������ ������
��� ����	�� ��������� � ���������	�� ��� ��
����
����

��������� ���������� (��������� ����
��� ����
����� ����������� �������� 
��

�����&�����������
�����������	���������������������������������	��������� 

 )����� ������� �� ����������� (�����
��	���� ��	��������� ��� �����������

������	���.�����
��������������������������������	������������
�������������

������	��� 3������ ������������ ���	������ �	������� �����&����� �������

�����������
���������
���	��������������	������	���&����	������-	�������������

�������	������������	��
���������
���� 

 "����� ������� �������� �� �����&������ ��������� ����������� ���	����

��	��������������������0����������
���������������� ��	������������ ���	����


�������� ����	�� �����&����� ���������� ���������� �� �����	����� �������

,�������������	������������
�	��
�������&���������������-	����������������

������� �&�� ��� �� ����������� ��	�� �� ������� � 	�����	�� ����� ��&��� ���&�	��

����������� ���� �����	�� ����������� �������� ������� ������	���� ������

������	���	���&��� 	�	�����������	�������������������������������������)�	��

���������������������������	��
��������
���� 

 ,����	���������������������
��������������������������������������	���

������� ��&�	�� ��	�� 
���	�� ����
������ �
���� ��� �������� ��&��� ����	��
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�����	������� 
����	���� �����	��� �������	��� ��	�
���� .�������� ���	���

�������	���� 
����	����� � 
���
����	���� ��
������
���������
&���������������

�������
����	����������������������������������	����� 

 �	������ ���������� ������� 
�������	�� ����	����� ���������	��

��	�������������
����� �!�������������������	���
������	�
������������������

�����������	���������	���	���� �����������������������������������
��������

�	���	������������
���������������!����������
�����������������	������
���� 
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 ���������������	
�������������������
	��������
��

����
����������-������� 

3.1 ����������������  
 

 �� ����������	
� ������� �
�� ������
��� 	������ ���
����� �������� ���

���������������������������
�����������	�������������������	��
����������

���	������ ���
������ ���������� ��������� ����� 
������ ��������� � ��������

���������������������������
����������������������� ����������
�������������

�������� �����
� !� ������������ ��������	��� �������	�� ��������	��	�����	��

����������� ������	�� ������
� ��	��  ������"� �������� ������ ��� ���������

��� �������� 	������� �������� ������������ �������������� ������ ��� ���
������

�������� #������  ��� ������� �����	�� ��� ������ � �������� �"��$������ �������� �"�

�������	�� � �������� ����	��������	��!������������	�	� [139,142,155]��%��

��������
��������� �����������������
������������������������������"����	����� 

[167,180,181]��%�&��������������
������������"���	���-������	�������������	�

	���	������	� �������	 [163]. �������� ��������� �������� �"� ������	�� ������

�������� ������� ����� [163,172,200]�� ������ 
� ������ �� ��������  �������� ������

�������������  ��� ������������ ��������� ������!� ������� ���� ��������� ����

����� ����� 	����
� �������
�� ��������� � ������ ����
&����� ���� ������� �����

����������� ������� � �����	�� �����!� �� ��	
�� &�� ��������� � ���!����� ���

������� ����	�� ����������	�� ������� ��� ������� ���� ����������� '�� ������ ��

����� ��������� �����	� ��� ���� ����� �� ����������� ��������� ��������� ����
����� ��

�������� � ����� ��� ������!� �������� ���������"� ���������� (���� ���������������

������
����� ���������������������� �"���������������������)�	���
 [298]��*
���""�


� ��	
��&�� ��������� �������� �"�� ���!����� ������	�������� �	���
��������������

����������������� ����"��
�� �"�������������������
���������������������� ����
��

����������+�!�����	�'�,� [119]��'������
�����������������������
�������!�
���
�

������ $�-���� [54,62]. ����������������������
�����	
���&����� �������������	���

����������� ������������� ������ !� ���������������	�� .� ������� ���
�� ���
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����	�����  �������� ������ ������
������ ��������	�� ������	�� �� ����	�	��

��������	�� ����������	��� ����� ������� ���
!� ������� 	���	
	� ��������"�

�����	� �"� ���� ������� ������� �������� ������������ ������������ ����������

�������� ��������� ���������� �� � ���������&�� ����
������wavelet  	������ [54,62]. 

������ -�  �� �������� ��������!����� ���� ��� ����	��� ������ �������� �� ����
!�����

������ �"�  �������� �����	 [112]�� ,����� �������!�  �� �������� 
� �����	
�

���!	���’���
� ��� ����������	�� ��������������	�� ������� ���� ����������

�������� �"�� /�	
� �� ���������� ���� ������������ �������� 	��� 	���	������	�

�������	� �������� �"� ��� �������� �!�� �� ��������	
� ���
	������ %�����
!�����

���	��������
����������������������-�������������	������ [314,339]����0��������!�

��&�� ������� �����
��,� ��� ��� �����-�������� ���� ���� �� ��� �������  ��������

�������� �������������� 

 .������ �������� �"� !� ���� �����	� �� �������� ���������	� �����	� 
�

���������� ������	��� .������  �������� �������� �����������������������

���������� ��� �����
������ ������	� [43,108,163,164]�� /���� ����	�� !� ����

���������#������������������������������������������������	�����	����	������

���������� ���������� �� ���
������ ���������� �������� ������� �������� ����

���
����������
��������������&��	���	��
!  

  λ λ� � �� � � � � ��� �� � � � � ��� �

�

�

�

�

�

− + − ∫∑
=

� �

�

� �����λ = � � ��� .                

����������������!�	����������	�����������	������������ ����
�� �������������

���	��������� ������
������ (����� �������� � &�� ��������������� � 1
���� $����� 

[164,224]�����!� 
� ������������� ��	������� �������� ��������� 0�� ������!�

������
������� � ����� ����	� 	�����	� ���	������ ��������� 

[121,130,152,190,211,213]�� %���� ������� !� �����������	� ����������� �����	�
�� ��

���������������������	��������������������������������	��������	�����	����
�

���	������ ����������� .����	�� ������	�� ����������� 	���� �� ���
������ �� 

	���� �������	�����	��������������� 

(3.1) 
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 ������
���� ��������� �������� 
� ������ ������� ���	������� ��������� ���
� ��

���������� ���� �������	�� ����	������ �������� ������ � ������� �� ����	�����	�

����	� � ����	������ � ����!"� ��������� .������� ������� ����������� ������
�����

�������� �������� �����
� ��� ������� ����������� 	���� �� 	����
� ���	������

���������� ��� �������� ��� �����	� ����	� ����	������� � ������
���� ��� �����
�

���	
� 	���� �� ���
������ � ��� 	���� �� �����	�� ���	������ �������� ����������

�����������������������	�������
��
�����������	���� ��������
������������ 

 #��������� �� ����������	
� ���������� ������	�� ������
��
� 	���� ��

����	�����"� ���	�������� ��� �������� ��� ���
����	�� �����	�� �
���� ��� ������

���������� ��������� 
���������� ������������� 2
��!� 
� ���������� ��������� � .�

���������
�������
����������������������� ����������	����
����	�����������������

)����$'3� ��� ��������	��������	������ �������	�� �� �� �������������������
����

����	
� ������� � ��	���	���� ����� ���	������� ������
������� ���������� ��

���������� ���� �������	�� ���������� ��� ����������� �������������2
��!� �� �������

���������� ��������� �� ���������� ��	� ������	�� �������� ������� ������	���

����������������	��� 

 

3.2 ���!�" #�$ %�$��&$��'��'$�����&(� ��'$�)��*��*$'� ��&+)�!*, #� 

 
 

 $���	������� �������� �������� �"� !� �����������	�	 [142,155]�� *���������

������� ��� ����	�	�� ��������	�� �����"� �
�� �"� � �� � � �� ����	��� � ������� � �������

���	����� ���������� ����  ��	
� ����������
!����� ������ �������� ����� �
�� ���

� �� � ��������������"�������������������� �����������	�� � �� � �
��
���� �������� �"�

� � � � �
� �

� � � �= =� � �� (������� ����� �
�� ��� � �� � � 	�!� �
��� ������� � �������� ��

��
����� �� ������
������ �� ����������� ��������� -�  �� �����	� ���
�

� � 	 �� �
�

�

� � � �=
=

−

∑ ϕ
�

�

��/������������������������������������������������	������ 	 �  

��������	���������� �������������
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	 � � � �� � � �

�

�

ϕ � � �= =
=

−

∑ �� ��� �
�

�

 . 

���������������������������� � �� � ���� � �� � �	����
��	������������������!�������

�
����	���	��������������
�������������������� ������������������������
�� �� 

[199,255]�� /���	� ����	� � ������ �������
� �������� �"� 	����� ���� ����������

��������� ����	�� ������� ����� � ����������� � �� � � ��� � �� � �� �����	�� �������"�

�������� �"������������	������������������������ [163].  

 /�������� � �������� �������� �"� ����
!����� �������  ������"� �������� ��

��������� ������ �� ���� ��	� ���
	����� ���������� �������� ���������� �"� ����

�����������������
	��,� ��������� ������������������ ��� ��������������������������

/�������� � �������� ��� ������ �����
���� ��� ����	�����  �������� ��������� ��

�������	
� ������
� ����� ������� ��������� ���������� �������� ��� ���	
�����

�������������� [301]. 

   4����������������!������
��������������X*(nt)������������	�T ��
�	�����

�������"����������
�m ���������"
 

     X*(nt)={x(T*n/m), n=0,m,2m,...;  0, n#0,m,2m,... }. 

�*�������X(Zm) -������������������X*(Z) -�����������������������������������������

������������������� �"�������"���������������Z=eiwT).  

 

 2��	
������������ ��� ������������� ����������������H(Z)�� �������� �����	����

������ ����"� ���������� �����
� ����� &��� ������� ���������� �����
� 	��� 
� m� ����

�������������
� Y(Z)=X*(Z)H(Z)�� 3��� ������� ��� ����������� ���	
� ���������

�����
� ����������
���� �����
������� ������� ������� /���� � ������ ��� �������

��������������	����� 

(3.2) 

(3.3) 

� ����
���

�
� �

�
��� 	���

 

#��
����3.1. -�������������	�� ��������������������� 
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� 
� � � 
� ��

�

�

� � � ��= −
=
∑

�

,  

��� � � -������� �	�
����"� ��������������� �����
��������� �  ��������� ������� ���

��������������
�� �!�  H(Z).  

(�����������	�����������������
�������������������������������������!�������

m ���������� ������ �� ������� �� ����� ������������  �������� ������� &�� 	�!�

����������
��������������
� 

� � �
�

� �� ��

� �
�

��

�

�

� �
�

�� � � � �=
=

−

∑�
� �

�

� π π

, 

����������	�
����"����������������!�������	���������"������������	�&����	 

� �� � � ���

� = + ,  � � = − =� � � � 	� � � � 


�� ���� . 

*
	�� �	�
����������������������������
���������������"����
��
������������

������
��	�
���
��������������
������� [301]. 

/�����	���	���������� 

�� 
�� � � �� � � � ���� � ��
�

�

�

�

= −+
==

−

∑∑
��

�

, 

 ���ν=int(n/m),  

(3.4) 

�
�

�
��
�
�

�
�

���
�
�

�
�

�����
��

+

Z-1

Z-1

��ν���

����

	��ν���

	��ν���

	����ν��� 	����ν����������

	��ν�����

 

#��
����3.2��������������
��
��������������� 
 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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 � �
�
= ��������������������������	
�������
���

= � . 

.� ����������� ���
!�� �&�� ������ ����"� �������� �"� !� ������	��2��	�� ����������

�����
� ��������� ���������	������ ���	
���	� ������	� �hk-������� �	�
����"�

����������������������� 

������	�� ��� �������� ��� ������	��� .�������� ������� �� ��������������	�� ��

�������	
�������
���������
!�����������	
��
 

 ���� �� �� ������= ∑ ν ν
ν

,  

����� �����ν - ν-����
�� ������	�� 

.� ����
�����	� ���������� �
�� �"� ���	�� ��� ���
�������� ������ ������ 	�!	��

����
����������: 

����� � ������ � ���� ����� � ���� 	���� � ���� �����
� � � � �� � ��

= + − + − + −+ + + , 

���hi - ��������
�� �"����	��������: 

�

� �

� � �

� � �

� � �

�
=

=
= +
= +
= +











�

� 	

	 ��

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�	

��

��

�

�

�

�

 ,�����k=i(mod m), 

������ 	�!	�� ��������
�� �������
� ���
��
�
� �� m ������ �� ������� �� �����

����
����������
�������� �������������� � �� �	�
�����������������������&�� !�

������	���������"��
�� �"��.��
	�����&����������������������!����������������

����	�����, ���������������������������������&
����	����������� 

/���	�����	�	����������� ����	�������	����	���	����������� ��
���������-

�������� �"������!������������� 

.� ��������"� ������ ���
� � �������� ��������� � ������ !� �	�
������

���������������������
��������� ������������������ ����������������� 

(3.8) 

(3.9) 
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.� ������ ���
� 	���	������"�� ������
���� ����������� ������
� �����
��������

����������	�
���
��������������
��������	�������������������	����������	�

������	� 

$����� ������������&�� ����� �������������� �����	���5�
�������� ������
����

����	��������� ��������� ����������� �����
�� ������ ������� 	����� ������������

������ ��� �������� �	�
������ ���������������� ������ ��������� ��������� � �����

����������� ��	
�������
�����	�������������������	�
����"�����������������
���

��������	�� ��� ������"� 	��� 	���	������	� ��� ��������	� ������������	� �����-

�������� �"� ����  �������	�� � ������ ��� �������� ���� ��� ������ ���  ������	�

������	���������������	�
����������������������� 

 ���� �������	� ����������� �����
� ���
	���	�	�� �	���
����� ������� �����

�������"� �������"� �
�� �"�� � .� ����
� ��� ����������� �������������2
��!� �������

�	�&����� ��������� �������� ����������	������ � ����������	� � �	�&����	� �� �����

	���	�� ���������� �	���
����� �������� /���� �������� ��� �����!� 
� ��������

������������	����������������������&����������������������	��	�&����	������	�

����	�� &��� �����
������ 
	���� �������� �"�� 0�� ������!�� ��	
� ���� ��������

�����������������	�!�����������	���
����������������������������������
�������

������� 

 ������	� ����
	��	� ������"� !� 	��������� ������������� ���������

�������� �"� ������ ���	�������� ��������� ��������������� ������ ��� �����
�

�������� �"�� �� �������� ���  ������"� �������� ������ ���	�����  �� �
���

�������	�������� �	���
���-��������"� ��������������� �������"� �
�� �"� �� �������

���
������ �������� �������� �����
���� ������ ��  ������"� �������� ������ ��������

�����������	�����	������������������������������ 

����������	
��������
�������������������������	��������������.��������������

&�� ������������� �������� !� ����������	�� �� ������� ��	������� �������� ���������

*������ � ������ ������ !� ����	�����	� �� ���������� �������� *������ ��������

����������
�� ���������!�����	�����	��&��
�����
!�����������	�����	��������	  
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��������/�	
�����������������	�����������������"������������������
	�������������

����
����������!�������&�	��������!	��������������������
������
� 

������	�� ���  �� �������� �� ������ ���
� �������"� �������� �"�� '��������

�����������
�����	�������	�������������������������������&���
��������������

�����!�����������	���� �!������������-��������	��������
�����������������

������������������	�������	������������������������������������	�����	���

�������� ����	
� �����
� �����������	
��� ���������� ��������� ����� ����������

�������� �"��
����
��������������������������������������������� ����"��
�� �"���

6�&�� � ���������� ���� �	���
���� ��������� � ������� ��������� ��������� �	���
����

�������� �������
�
���������� �#���������	���
�������������� !������������
	�����

�
����"� ���������� ��� � ��� ������������ �������� ��� ������
������ �������

���������������� � ����������� �������� 	���  �������� ������ �!�� ���

	���	������	� �������	� �������� �"� ������!� ����	���� ���� �����������

���
������� 

%�� ������� �������� �����!����� 	�����	� �����
����� �������� ���

�-������	�� ���� �������
������ �����	�� �������� ������ ��������� � #������	��

�������� ���
����	

 

���� � � ���
� ���

�

�

= ∑ . 

.� ������ ���
� ������ �"�� ������� ����� �!���� ai� !� ������	� ������	� ������

������� �� �	�
������ �����������������&�� !� �-������	�� .�	���	�� ������������

��������� ai� ��� ��������� �������������"� �
�� �"� 
� �
���� �������� ��� ��
���

�������� �"��
�����������������
	�����&��������������������������������������

����
������� ������
� �����
�� %�� ������"������ �-������� ����� ����	����

���������� ������� ��� �������� �����
�� �������� �-������ 	����� ����	����� ���

������
� ���	��
����� �
�� ���� .������� ������� �������	�������� �� �� ������ ���

������� ������ ������
� ��������� �����
� ����	�!	�� ��������� ���
���	�"� �������"�

�������� ������
� �������� ������� � &�� ���
���!� ��	��
� ����� �!����� ���� ��������

�
�� ������������	��
��
������������ �"����&������������
������������ �"�����

(3.10) 
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���������������!� 

 #������	�� ����������� ����������� �����
� ��� ��	��������� ���������

��	�������������
�����������������	������	
���&�������������� �!����!���������	��

�������������"� �
�� �"� 
� �
����� .� ����������� �����
� ��� ��
��� �����������

�����!� � 
� ������������� �������� �	���
���-��������"� ��������������� �����
�� .�

������� ���
� ����� �� 	��� ��������	�� �������������"� �
�� �"� 
� �
���� ��

�����������	��������	������� �!���	�������������
�� ���	��������������������

�����
����	��������������������������������
� 

�� �������� ������ �������� ai � !� ��������	�� �������� ������� &��

��������������� �������� ������ ��������� ��� ���������� �	�
������

����������������� ��� �������� ������ �������!� ���	
�� 2�������� ����
��!�����

������ ������������������
�2'7���,7)�� [8] 

4
sin m

A( )
m

π ωω
π ω

 =   
. 

�� ���
������ �������� �"� ����	
!	�� �
������� ������ �� �������	� ��� ������

����� ��� ���� ���
����� �������� ��� ������"� ��	���� �"� �-�������� ����������

�������
����� �����	
� �������� �������� ��� ����������� �������� ����� �!����� ��

�������/������������	�!���������
���&��������������	���������
��	������
�����

������
�� �� �������� �!�� ������ ��� �������� ����������� ������ �� ������� ���������

	����� ��������� ����  �!"� ��� ��
���� 6�&�� ������
��� �������� ��� ������� ���

�������������
������� �����������
	����&������� �!����ai  !�������	����������	��

�������� ����� 	����� �������������� ���
����� �
����� ��������� �������������"�

�
�� �"� �����	�� ai�� � ��&�� ������������ �����
� ������	� �� ,7)� � ������ !�

���
���	�	�� /����� ��������������� ������ �������� �
��� ��������������	� '��

�������-���� ���������� ��� ����
��!����� �������	� ��� ���
��"��� �� �����	� �������	�

��������� ����
� �
���� �������� �"� ∆�� ���� ∆=0.044π� ����	
!	�� �������� ��� ��

�����������������������������������∆�������!�������������������������������
�

��
	������ �	�������	� �	���
��� �∆=0.222π�� � ���� ���������� ∆� ��� π� �� ����

������ ��� ������!� ��� ��� ���	��3���∆� ��������!� �� �������	�� ������� ����	�����

(3.11) 
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���������� ��������� �� ������ ���!� ������� ����������� � %�� ∆=1.33π� ���
����� !�

��������������������	��	�!�	�� ������	���������	���
��������������� 
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'�����
������������
���������������������������������"���	���
�������������

����	����������	������������������������������2
��!� 

 

3.3 ���.!'���� ��!"�+'�$ ���&+&��/�����+��'���"�����.!'%&��*���
�)!�0���'(�.��'��( 

 

(������� ��� !� �����������	� �������	� ����������� &�� ��������
!����� ��

�������	
������������������������������������������	����� �����
������6�&��

	������������ �����
������ ��������� �������� ������������� �������������	������

��������� ��� �������� ������� ������
������ 	�����	� ����������������������

����������� �� �������	
� ������
� �����
� ���������������������� ����������

�������� � � � �� � � �= +ξ ��&��	�������������
� � �� � ������������
��
	��
�ξ ����������

���	������� � �� � � �������������������������������������	������,���������
������

����	�����	����
����	������ ���������� �$'3��3������� ��������	�����
��� ���

�����	��������� ���� �� ������������� � �� ���������� ���� ����������� ������������

��������"� ������ [130]. %����"�����	� $'3� !� ��!������� ��������
� �������

����	������� ���������� �����	��������� ����������� � �� ����	����	��

����������	�� �������������� � ���������� ���������� ���� �	���� ������	���

������
��
��/������������������$'3�!������������������� ���
!����������������

����������������	���������������������
������������������
�������������������

���
 [203,207,214,229]. ����!�� �� �������� ���
������ �����	� $'3� !� �������

��
	��������� �����	�� ���	������ ���������&�� ������!� ���� 
����������	������

(����� �����	��� !� ������ ����������� 	��� ��������� ���������� �����	�������"�

�������"������������������������ ���������	������	������ 

����	������������������������������ �������������������������������!�

����������
������	�����	���������������,���	�����&��	�!	��	������ � �� � � ������

������� �������� ���� �������� ����	������ ,�� ��� ��� ������ ������������� ( )iy t  

������
!����� � � � � � �� ���� � � � �
� �
− →∑ � . 
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6�&�� ( )iy t �!�������	���
�� �"�������"����	����������������������������

	����� � � �� � � � ����������� � � 
����������� ������
����� �������� �����	���&��

����������������������	����	��������������������	�������,� 

*����������������������$'3������������������	��8�
��-$������ [121]. 

.��
	�����&� 

� ��= + Ξ ,   

������   �����������������������   �����������	������ 

�  �����	�������� 	���� �� ���	������� nxk�� &�� 	�!� 	����	������ ����� � k 

�	���� �����
������ 

Ξ  ��������������������	���	������	�����������	� � � �Ξ = � �����	���� ���

������� ���� �
�

� �Ξ = σ � . 

� ����� � ��� $'3� � � �� � � � �= ′ ′−�
� !� � �������� ����������� ��� �	����

���	����"���������"�������������������	�&������ ����� 

�������������	
�����������	���� ���σ � �� �′ −
� � �!�	���� ���������� ���$'3�

� ������%������������	������������"�	���� �� �����������
��������������� �����

������������ ����	������ 	������ %������������� � ����� ����	������ ����������
!�

������������������&���������!�����
�������
����	����������������� 

� � �
� � � � �

	 � 
 �
� �� � �� �


 �
�

� �± −
− ′ −

−β , 

���� 

� 
 �β � �− �������������� β ����� ���������������
�*�����������n-k ��
����	��

��������� 

� � ��
���������������	��������� ����"�	���� ��$'3�� � �= ′ −� � �. 

.���������������������������������
����������	����
 

•��	����������
�������������������� �������������	������	����������������

���������������������� � 
 �β � �− ; 

(3.12) 

(3.13) 



 

 

103 

•��
����������	������������������� ���������������������� ��	������ � � ��
  

������� ����"�	���� �� 

'������	� ������!���������������������������� ������ 

.� ����������
��	����������
�����������������������������������&��	�����

�����
!� ��� ���� �����	������
�� ��� �� ��������
� ������
� �����������������	�

���
�����	� �����!��������������������������������	�������"��������"� � �� � ������

������������� �������������"����������"��������"�� 

'����� � ������� 	������ ���� ��� ������� ���������� ��������� �����	������
�

������
� � �� � � ����������� ��� ������ �� �������� �����	�������"� �������"�

���������� �"�� 0�� ����������� � ��� ������������ � ����� ��������"� � ���������

����	�������/���	�����	��	������&������������
!�������$'3�	�!��
������	�����

����������� ��� ����  ��	
� ���������� ����
����� �����	������
� ������
� � �� �  

����������
� � ������	���%�� ��������� �����	������� 	������ ���� ������	
�

������� �����	�������"� �������"�� ���� ���� ����� �� ������ ��� ������������	������

������ ������������ �������� 
	����� *������� ��������� �����	�������"� �������"�

��	���!� 
���������� 	����� ����������� ������
� �����	���  �� �� ����� ����
�

������
!�������������� ������%�������&������ ������������������������������
��

&������
���	���!�
����������	����� 

�� ������ ���
� ���� ��������� �������
� ������	� 	����	� ���� ��&�� ������"�

�������� ��� ������"����� �����	���� ���������� � ����� �� ��	�����	
� ������� ��

��	������������	������������������������������������	������
�������
�� 

 $'3��&�������������
!��������
�	��������� �������������������!���������

������ ������� ��������
!����� ��� ��������� 	������� ������ ���� ������������

���������� �������� ������!� ����
����� ��������� ��&�� �����	�� ��� ����������

�������
����� ������������� ��� ���� � 0�� ����������� ���������� �� ��������

��������� ��	������� �
������� ��� �������� ��������� ������ ��� 	�!� ���� �������

���	����������������������������������	�������������������� 
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 #������	���������� ����������������
�����������	��������
������� 

T={tu0,...tuj,...tuR}��.�����	�����������������������	�������������� t={t1,...tN},  

�����	
�������� 

.�����	�������	
��������
 

�� � ��� � �������� �� � �
� �

�

�= =
=
∑	 ,   

������	�������	
��������
 

S = X A, 
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� �
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 �������������	��������������������������������������	�!�	���� ����������
�

����������	���� ������
�������.����������-�������� ��!���������	�����-"��
�� �"�

���	�� � ���� � � ��� � � ���1...tN. ��������� �������� ������������ � �
�� �"� ���	���

	���� ����!�������-�����������: 
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,  

��� � � � � �
� � � �
� 	 � �� � � � 	���� �-����� ��� ������ ����������� �� �������� �����
� ����

������������ �
	������ ����	������� 6�&�� ���������� ���
����� ��	����� 	���� ��

���
������ �����	��� ��� ����� 	���	
��� ������������ ������� &�� ���������� ���

������	� 

  

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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#��
����3.6��/���������
��
���	���� �����
���������������� 

 

 #������	�� ����������� ���	
������ 	���� �� �� ��������
� �����	��

���	�������������� 

$���� ����X`X. 

'������	����������������������������
�!���� ����������	��	���� � C. 

0�� 	���� �� !� ��	���������� ��	������������� 	���� ���� ��������� ��	������

�����"����������������������������
 

� � � � � � � � �� � � � � � � � � �

� �� ��� �� ��� �� ��� �� �� � � �� � �� � �� � �

�
� � �� � �� � �� � �

� � � � � � � �= + + +
∈∈∈∈ + ++ ++−

∑∑∑∑ � 	 � �� � � �

� �� ���

, 

� � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

� �� ��� �� ��� �� ��

� �

� � �� � �� � �

�

� � �� � �� � �

� � � � � � � � � � � �+ + + +
∈∈∈

= + +
+ ++ ++

∑∑∑� � � �� 	 	 � � �
� �� ��

� � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� �� ��� �� �� � � �� � �

�

� � �� � �

� � � � � � � �+ + +
∈∈

= +
+ ++ +

∑∑� � �� � 	 �
� �� �

, 

� � � � �
� � � � � �

� �� ��� � �

�

� � �

� � � �+ +
∈

=
+ +

∑� �� �
� �

, 

� �� � � �� �+ +=� � ,    � �� � � �� �+ +=� � ,   � �� � � �� �+ +=� � , 

� � �� � � � � �� �
�+ += = >� ��� . 

 

 

(3.17) 
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2
�� �"�� � � � � � � � �� � � �� 	 � �� �� � �� � �� � � �!��������	�������������������������������

Gj���&����������������������������	����� 

� �

� � � � � 

� � � � � 

� � � � � 

� � � � � 

�

� � �

� � �

� � �

� � �

� �

� �� � � �

� �� � � �

� �� � � �

� �� � � �

=

∈

∈

∈

∈













−

+

+ +

+ +

�

	

�

�

�

�

� �

� �

��

��

��

��

. 

 '�������� ������� ��� ������
���� ��������� 
	���� �������� ����� !�

��������	��� � %�� �������� ��	������ �
�
��� ����
���� ����������� �
	��� �� ��������

�����������������������	��������������
����	
�����������
�����	� �!"���� ������

���������������� 

%�� ������ &��� 	���� �� �� 	��� �������
� ��� 	���� �� ���
������ X 

���
������������
������	���
 

1. 6�&�� !��������� ���������� �
	������ ���������� ����������������������������

	������������������������������������������� 

����6�&��!�����������������
	�������������������������������������������������

��������������������������������������� 

�
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(���� ����������� 	���� �� C ��������!� ""� ���� ����������� ��� ���������

	������� .��������� ����� ����	������ ��
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���� �����
�
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����� �
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	��������� ���������"� �����	�� ��������� /����� ��������� ���������
!�����

�	�������� �������	�� � �������	�� ������
������ ,��������� ��������  ��

(3.18) 
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����������� 
� �������	
� ������
� �����
���� ���������������� ��
	��������� ���

������������������
������	����"����������������������	
���������������� 

������ ������ �������� ������������ &�� �����	��� ��������� �� � ��������

��
	�����������������$'3��������������	��������������� ������
������������

��
	��������� !� ������
� ��� � ��&�� ��������'����� ��������� ����� ��
	���������

cond(�) �����	��������
������������������������	�����	��
����R:  

/��� �������7������
	���������	���� �����
������ 

R 5 20 25 
cond(�) 1.9691 1.8547 1.8300 

 

#������	��	���� ���������������
� ������"����������������9�������	�������

&�������������	������	���� ��	������	�������!	��"�������"�����������
�� ����/����

�����������
���������������	�������������������������������������������	������

��� �� �������8��������������������� �����	������� �������������������������
����

������
 

� � � � �� � � � � �
�

�

� � � �=∑ ,  


��������	
�������
��������� 

!�� � � � �
�

� �
� � � �

� �

� � � � � ��
+ − →

−∞

∞

= ∫
�

�
. 

��������� ���������� ��������� �
�� ��� ��������� 	���� ��

����������
����	
������!	�
�������������������
�� �������������	�����������������

������� �������� ��������� ���������� &�� ����������� ��	����� 	���� �� � 

����������������	�	�
2

* ���������������������'��	�����������
�����������
�� ���

���� �������	� �	�&����� ��� 	������
������ � ������!����� ������� ��
	���������

	���� ���. 

����	�"�
��������
���
!��������B=X`Y ��������	����������$'3��'������	�

���������� ���������� ��������� !� ������� ���������� ��	������ �������� B ����

���������������4�	�������������B ���������������������������
 

(3.19) 

(3.20) 
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� � � � � � �

� �� ��� �� ��

� � � � �

� �� ��� �� ��

�

� � �� � �

� � �� � �

= + +

+ +

∈∈

∈∈

+−

+ ++ +

∑∑

∑∑

� 	

� �

��

� �� �

� � � �

� � � �

� � �� � �

� � �� � �

 

9�������	�������&����	�����	���� ����	������	�������!	��"�������"������
 

����
�� �"������
� 

! � � �
� � � �

�

�

=
=
∑ � �

�

. 

6�&��������������
��
���������	����������	������������������������������

������������������������������������	���������	����
�� ��	�
 

! " � � �� � �
�

�

= −
=
∑ �

�

� � , 

����" �� � � ��������������������
�� ������
����	��	�&����	���������� 

      h -��������������
���� 

!�� � � � �
� �� �

� �
� �

! � � � � ��
+ − →

−∞

∞

= ∫
�

�
 

2��������� ��	����� �������� 	����� ����������� ��� ���
����� ������ �"�

�������������������
������	�������	�������	� �������� �!���	���&��!�������	��

������������ ��������� ��������� .� �����"� ����	����"� ������ �"� 
��������	��

������	������	���&��	����	����������������	������B   ����	�!	������������	
�

����������&��!����������	�������������	������
 [287,293].  

� ����� ����	������ ��������"� 	����� ��� $'3� ���������� �������

�����

 

�� � �
�= − . 

%��������� ����"�	���� �� � �
�= −σ �
���������"�	���������������	�!�������

������������������������&��!��������	���������������������
�� ����.��������

��� ���� &�� ��������� ������ ����	�!� ���
����� ��������� ���� ��� ���������

����������� ���� ����
����� �����	
� ����� ��� � 	��� �
��	�� ��� ���� ��������

����	������ ��
���� �������� ���������� 	�������	�	�� !� ���� ��	������ &��

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

 (3.24) 

(3.25) 
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�������������� �������������� �������"�����������������������������������������

���������	�������������
 

	 � ! � ! !
� � � � � � � � � � �

�

= + ++ − +
=
∑� �

� �
�

�

, 

���� � � �� ���	����	���� ���
�− . 

/����� � ������� ���$'3� � ������!� ���
�
����� 
��������
� ���	
� ����	�����

$'3� � ����� ����	����� ������� ���������� ������� 
� ������	
� �
���� ���

������������������������������ 

#������	������������������������������������"�	����� 

� �� � � � � � ��
�= = ′ ′ =−� � � . 

$���� �� � � � � �
�= ′ ′−

� � � !� 	���� ��� ���������� ��������������

������
�������������������� η ���������������������	��������	���.� ����������
�

 ������"� �������� ������ ������ 	���� �� � � !� �	�
����	�� ��������������	��

�����
��������  �������� �������� ������� �������� $'3� � ���
� �� ��� �� 	�����

����	����� � ��� ���
����� ������"� ������ �"� �����
������	�  ������	� ������	��

/���� ���	�� ���������!� 	����	������ � ����������� ��� �� 	����	����	� ���	��	�

�������	� 

.������ � = −� � � ����	�!	�� ���������� ����������	
� �� ����	�����

	���� ��	 
 �= −  -�������������������������������
���������η⊥  -������������

������������������������
�η ���� �
�
�����#�����	���� ��	 �������	����������������

��� ����� �!���� �����
��������� ������� �������� �������� �������������� ���

���������������$���� ��� ����	 ����	�����������������������	�
 

            � �
� = ,  ′ =� � ,  �� �= , 

	 	
� = ,  ′ =	 	 ,  �� �= , 

'�������������������������
 

          � ��= , 

             � = 	� , 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 
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� �= +� , 

5�
��
������wavelet 	�����������������������������wavelet�	�������	������������

�������� ��������	���������	������	��������	��������	�������������������
�
���

������
�����������wavelet 	�����	����	�������������������������	� �"����$'3� ���

��������	��	����	�� 

*������������������	��������������������������������&��	������������

������
� (��� ��������
� ���	
� ���	�&����� �
���� ��� ������ �������������� ����

���
���!���	������
��������
������� �����������
���������	
������ 

��������� ��&�� ������ ������!� ���!������ ���� �������� ���

���������������������� ����������� .� ������ ���
� ���������� 	���	���������

�����
� �� ������������ ������
�� � ������� 5�
��
!����� ��� ����������	
�

���������������������������	��������� 

   

3.4 �!"�+'�$'�+��+�(-��-���&�.$&%&�'(��)!�0� � 
 

3������� ����������� ��!� ������ ����� ��� �
�� ���� �����
� ��� �����	
�

��	�����	
��������
 [a,b]��������� ������������������������	������ �������������

����	�����
� [ ]∆
� �
	 ! 	 � � � !� "��� = < < < =

� �
�  [82]. 

������ ������
������ ����"� 	����� ��� ����	����"� �
� �������������������	
�

���
	����� ������ �"� ������ ��	������� �������� �����	� ����� ������� !�

����	�����	��������
� � � �
� �

� �� � − ∞ < < ∞ ��6�&���������������������������!"�#$��

��� ��� ������
����	������ ��������� ���
����
�� ������ �����!� 
� ������
������

�������� �������� ��� ���
����	�� �����	�� �
���� � � �
� �

= −+� �� ��� ������

α = −+� �
� �� � �� ���� ���
����� ������ �������� ����������
!����� �����	� ��� 	��"�

�������� ������ ��� �����	
� ����	������ �� ���
������ ����� ����� 	���� �� 	����
�

���	������ ���������� 	�!� 	��� ����� �����	��� ���������� �� �����
��� ������

����	�!���������������������������������� �"��/�	
�
������������������
�����

����� �!����� �����-�������� ����	������ ����� �� ����	����� ���������� �����	�
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������� ������ ��� ������ �� 	���� �	�� �������� ���	����� ����
���� �� ����������

��	����������	���������������������� 

 6�&�� ������ �
���� ������� ���
����� ����� �����	
� ������	������ ������� ��

����� ���	�&���� ��������	� ����	� � β
� � �

� � � #= − =� ��� � �� ��� ������ ������ ���

����	�����	� ����	� �
���� � → ∞ � ��������� ����
!����� ����	� ����	����	��

������	�� &��  �� ����� � %�� ��������� ������� ��������� �� ��������� � -�� ��� ��

���
����"��������������������!�
 

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � �= + + +− − + + + +� � � � � �

ϕ ϕ ϕ ϕ , 

���� � -��������������������-	
��
���� 

     ϕ�  -���������
�� ������	�� 

����
����������������
�� �"����	���������	�
 

� � � � � � � � �
� � � � � � � � �
= + + +− + +� � �

� 	 � � , 

/���� ���N �������&�� �������� ����	
�����	���
��	����� ��������� �����	
� �� ��

������������������� ��= �  

$

$

$

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�

�
� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � �

� � � �

�

�

�

� 	 � �

� 	 � �

� 	 � �

� � � � �


















=







































−

+

+

. 

%�� ����	�������� ����� ����	������ 	���� �� � � �
��� �����-������������ ��

�������	������ � �� ���������� ���
������ ������ �������	�������/��
�	���� �� ��

����	�����	�����	���	���������	��
�
� ��������������������

� �
� �� 
 

:��� ����	���� � ����� ������� 
� �
���� ��� 	�����	� ���	������ ���������� ���

����	����������������������
�
 �������	�������	
����	�������������
� 

 ' ' ,=GGA G F
� � � � �

   

����������������������������
� � �
�� �= . 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 
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$���� ��
�
� � ��	�������� ��	������������ 	���� ��� ���� ��������� �������!�����

�����	�����
����	����	����	�����������������
� 

                     � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � �
� � ��� �� ��+ + + + + += = =� � � � � � . 

�������	�� ����	�������������������� � � � �
� � � �
� � � ��&������������ 

            � � � � �
� � �

�

�

��

� � �

�

�� 	 � �= + + +
=
∑ � ��  

� � � � � � �� � � � � �

�

�

�

�

� 	 	 � � �= + +
=
∑ � ��  

� � � � �� � � �

�

�

�

�

� � 	 �= +
=
∑ � ��  

� � �� �

�

�

�

�

� �=
=
∑ 
  

4�	�����	���� ��
�
� �����
������������
�� ������	����������
����������

���	
��
 

! � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �

�

�

= + + +− + +
=
∑ � �
� 	 � �

�

�

�  

����������� �� ����������	�� ������	�� �� ������������� ��������
� ��
����	��

����
�������������
������	��
��������"��
�� �"��0��!��������	������	��������������

�
���� � ��� �������'�� ���������	������ ����������� ������� ����������
�� ���	�����

����������������������	
���������	�������
������ 

#����������	� �����	�� !� �
� � �
� � �= −� �� � ����� �����	�� �����!� 
� ������������

��������"�	���� ��� � ���� !������ ������	���� ������������ ���������	������ �� ���

���
��
��� -� ��	��������� �� ����������	� �����������	�� /���� ���
��
��� !�

�������	���������������������
�� ����.���	����������������""�	�������������

������������ ��� �������� ��������� �� ��� �������	��  �� �������
� ���
�
�−�  

	���� ������
�
� . 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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��������� ��������� ���������	������ � �� ��	����	�� � � � �
� �� � �

� �


� �−  

���������������� ��������������	����	� � � � �
� � � �
� � � �� � �.�����	�������	
���������

� � �
�� �= �����

�
� ����������	���� �������	�����"����	�������
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.������ ���
!� �����	�� �� �m ��������� ��� ����	����� �����"�	����� ������� ������	���

����������� � � �
� �� � �

� �


� �− : 

0 1 2 3 0

1 0 2 1 3 2 3 1

2 1 3 0 1 2 3 2

3 2 1 0 1 2 3 3

3 2 1 0 1 2 3 4

3 2 1 0 1 2 5

0

2 2 2 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0m

c c c c d

c c c c c c c d

c c c c c c c d

c c c c c c c d

c c c c c c c d

c c c c c c d

c d

     
     + +     
     +
     

=     
    
    
    
             






. 

6�&�������������������	���	�	������������������� 

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

�

�

� � �

�

� � � � �

�

� �

�

�

�

� � � �
	 	 	= + − − − − + +� � # �  

� � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

� � � � � � � �

�

�

�

� � �

�

� �

�	= − − − − + + +� � # �  

� � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

� � �

�

� � � �

�

� �

�

�

�

� � �

�	= − − − − + + +� � # �  

� � � � � � � � � � � � � � � �
� �

�

� � � � � � � �

�

� �

�

�

�

� �

�	 	= − − + + − + −� � # �  

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 
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��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �

= + − − − − + + − −

+ − − − + + − +
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� � � � � � �

�

� � �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	 � � $ �� 	

	 	 � � 	 � 	 � 	������� 

 

����	�����m<3 ���� �����������
�������
��
�
������	�� 

������	��������
�������������������
��
���������"�	���� ���6�&��	���� ��
�
� �!�

��������������
�
� ���	����������
�����������
������������������
� � � � � � ��

= � � ����

�������������������������	�������� �  �
� ��

�= ≠� �� ���������������	������ 

.���������
������	���������������%����
!��&� 

� � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �

�+ + + + + + = , 

� � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � �

�+ + + + + + = , 

 … 

� � � � � � � �
� � � �� � � � � � �

�− − −+ + + = . 

 

%��������������������
�m=3 
� ��	
������������������������������������������

���������������������������� 

����	����� ��	������ ���������� ������
� �
�� �� ���������� �� �������������� ����

����	��������	���� ��	��������	�����������������������
���	�����	
 




 


 


 







 


 


 




� � � � � � �

� �

� � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

�

� � � �− −

⇐
. 

#��
����3.7��*��	������	����������	������	���� � 

 

/
�� ��	������ ������ ������� ��� �������� -� ����	���
������ �� ���
���� �����������

(������ “i” ���������!� ��	��
� ��	����� ���� ���������� '�� ���	�� ��������� ���
� ���

������
��
� ������������� ��	����� �i=0)�� %�� ����������� ���
� �"� ����

������
������ ��	������� �	�&����� ��� i ���� ��������� � � �� � � � � �� �+ += � ���������

�	���������
��������������
��  ��  i ���	�������#������	����	�����	���� ��
�
� , 

(3.40) 
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����	���"����
���	�
� �
�� �������	�����	���� �� �

�
� � � ������������ ���������������
�

�����	������&��%�������������	����� � � ��
������������ �,����������������
������	��

�������� ����%��4�	����� ��� ���� �������� ���� ���������� ���m �������� �������
��

��������������������������%� 




 


 


 







 


 


 




� � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � �

� � � �

� � � � � � �

� � � � � �

i m

m m m m m m− − − −

⇐ =
 

#��
����3.8��*��	�����	
�������
��������	������	���� ��
�
�  

 

'��������%�������������
� ������i=m. 

#���������
����������	����������������!���������������%����������������������

	��
�������	�������
���������������0�������
	���������	��������'� 

 




 


 


 







 


 


 




� � � � � � �

� � � � � � � � �

�

� � � � � � �

� � �

� � � � � � �

� � � � d

i m

m m m m m− − −

⇐ = +
 




 


 


 







 


 


 




� � � � � � �

� � � � � � � � � �

	

� � � � � � �

� �

� � � � � � �

� � � �

� �

� � � �− −

⇐ = +
 




 


 


 







 


 


 




� � � � � � �

� � � � � � � � � � �

�

� � � � � � �

�

� � � � � � �

� � �

� �

� � �−

⇐ = +
 

#��
����3.9��*��	�����	
���������
��������	������	���� ��
�
�  

 

/���	� ����	� ����	���� 	���� ��
�
� � ����������	������ ���� ��������"� ���� ����	��

�	
��	����	��������������������m) 
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� � � �

� � � �

� � �

� � �

� � �

�

� � �

� � �

� �

� �

� �

� � � �

� � � �

� � �

� � �

� � �

� �

� �

� �

� �

� �

+ + +

+ + +

+ +

+ +

+ +

� � �

� � �
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+ + +

+ + +
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, 

���� 

          � � � � � � �
� � � �+ − −= + +

� � � � � � , 

� � � � �
� � �+ −= +

� � � � , 

� � �
� �+ =

� � . 

/������ ��������� ����������� ������
��
� �
��!��	� ����	� �������� ���� � �����

���������������� �	���
������ �����������	������ � � � �
� � � �
� � � � ������������	�����

������"� ���������� � 7������� ������
���� �������� ���������!� "�� �	�������� ���

���������� ��������� ����	����� �������	� ��������	� 
� ������� � ���� ���������� ��

���	��
���	� �����	�� %�� �������� ��� ���	�� ����������	�� �������	��� ���

����	���	�� �� ���� ����������	� ��� ���������"� ���	�� �������� ���-2.6) 

��������������� ������� ��!� ������� ���
������� (�� ���������	� m ���������������

�	���
!������� 

#������	�� �������� ����������� ����������� ��������"� 	���� �� ���� ������������

�����������������'�����	�!	������
������	
����������������
 

�� �= , 

���,�-��������������	�������� �!����� 

    B - ��������������� 

�����*�-��������������	�����������	������������	���� ������� �!����� 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 
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-��� 	���� �� �������	�	�� ���������� �����"� ����� ����	�����"� ���	�������� ��

���
��
��� ���������"� ��&��� #��������� ������	��� ��	�������� ������� ��������

�������������������
�	���� �
 

� �� � �
� �− −= . 

����	�!	� 


� � �
�= − , 

��� 
 -����������	���� �� 

%����������"������������"�	���� �������	�!	�������	
��������
 

�� ��= , 

����  -�	���� ����������������������"� 

���������������	��������	�	�������	
 

 %� ��= . 

#���� ��	�����	����	�� %� ���� ��������! 

∆
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

	 	 � 	 	 � 	 	 � 	 	= − = + + + + ++ + + + − − + + + + − − + + + + − −
% � � � � � �

� � � � � � � � �

 

.���	�� M -� 	��
�� 	����	����� 	�������� ��������� ��	����� ������� � . 

.�
����	��� &�� 	����	����� ��������� ��� ������ �� ����� ����������� ��������� ��

�����������	���
������������
	�����������"����������	��"������� �"�������
����� 

/����	����	�����	�����������������������	����������
 

���% � �	 	 � � � �
� � � � � � � �
− = + ++ + + + + +	

� � � , 

���������� 

[ ]���% � � � �	 	 � � � � � � � � � �
� � � m m m m m

- = + + + + +− − −	
� � � � � � . 

 

������
���� ���
��
�
� ���������� ��&�� 	���� �� � ���
� ��������� ������� ��

�������	
��
�����������
!	��������	
��
 

% � �
	 � ! � ! !
� � � � � �

�

�

= + +− +
=
∑� �

�

 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 
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#������	���������������
��
�� �����������������	���������
����������	��������

�������������
��������� ���
���������� 

����	�!	�   � =
− −
− −
− −



















� � � �

� �&�� � '(&	 � 		(( � �	��

� �(	$ � $(	$ �$(	$ � �(	$

� �	�� � 		(( � '(&	 � �&��


 
 
 



 
 
 



 
 
 


,  

� � � �
� � � �

� 	$'� �$�($ ���	' � ��&	= = = − =
 � 
 � 
 � 
�� �� �� . 

/���� 

m d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6 

3 0.3270 -0.0575 0.0245  -0.0071  -   -   - 

4 0.3270 -0.0576 0.0247 -0.0074 0.0024   -   - 

5 0.3270 -0.0576 0.0247 -0.0075 0.0025 -0.0008   - 

30 0.3270 -0.0576 0.0247 -0.0075 0.0025 -0.0008 0.0003 

 

6������	�������������������
������������������������������������� 

���������	
!	�����������������
��
��m=3): 

 	 ! ! ! ! ! ! !
� � � � � � � �
= − + + + − +− + − + − +� �	& � �$& � �	� � ��&

� � � � � �

 
 � � 
 � � 
 � � . 

�������� ��� ���
���� ����������� ����������� ��������"� 	���� �� ���������	�� ���

�����:  0.013*M (m=3),  0.0042*M (m=4),  0.0014*M (m=5).   .��M�	������������� 

	����	����� ��������� ���� ��� ������	
� ������������� ����� 
� ������
� ��������"�

������ �"�� /���� M=1023 �� ��� m=5 ����	�!	�� 	����	����� 	����
� ������
� ��

	������������������
�� 

���������� �
��� ������� ���������� ���������� ��� ��
��� �����������

����������� ��������"� 	���� ��� 6�&�� ��� ���������	� m ��������� ����� �!����

�	��������� 	��� �
� 	������� ���������� ��� ����
&����� ���� 	�������	�����

��	������ ������� ����"� � 	���� �� �� ���������	� ���� �������"� ��������� ����������

6�&��������!�����������	����������������������������������"�	���� �������	����

m ����������� ��� �
��!���� �	��� �� 
��� ����������� ����� �!����� ���� ��������

������
����
��������������� 

(3.52) 

(3.53) 
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3.5 �&+&���+&��*�1-+�2�-��)!�0���'(�.��'��( 
 

 ����	���� �� ����������	
� ���������� ���
������ ���������� ������
���

�������������������� ���������� ������	�� ������	��� ��� 
����������

��������������2
�’!�
������������������� 

�#������	�� ���������� ������ ��� ��������
� ����� '����� " (���� �������	��

������ ������ )0�� �� �	�&���� ��������� )0� ������ ����� (� ������� ����������� ����)-

m,...,H-2,H-1,H0,H1,H2,...,Hm�������/�����)m(x)=H0(x-mh).  

����������	� 
������ �����-m,...,H-2,H-1,H0,H1,H2,...,Hm����� �� �	�	���� ��������	� 	�


���������

������	�	�����������������
��������	����m}. 

9������������������������������������������������������!���������������
�� �"�

Hm�!������	��)0��	�&���	�������� �����(�������������������� 

#������	�� ����������� ��������� �
�� ��� {Hm}�� 2
�� �"� ��	������� {Hm}� !�

������	�� �� ������� ���
!� ���� "�� ������������� ������ ���������� �������
�����

���������������������.�
����	���&��
����������������������������������
���������

����������������	������	����
���������������)�	����	�����������������������	�

������������� �
�� ���� ��� ����� ����������� 
	����� ��������������� � �
��

��������� ��� �
�� ��������� � � � � �
� �
� � � � ≈

−∞

∞

∫ �  [287]�� ������ ��������� �������

�
��!��� �������������� ���� �������������� *������� ���
���� �
������� ���������

�
�� ��� ��� 	����� �������� ��������� �����	�� �
��� �� � ���� ��� ���� ���������

���
��������������������������
�� ���!���������������
���/�	
����������������

��	�� ���� ������� �������� ������������� &�� ��	�� ������� ����������� ��������

�����������"�����	������������������������������������������� 

.��������������������������������
!
 

� � � � ��
� �
� � � � = >

−∞

∞

∫ � ������� � ) � . 

%�������"��
�� �"�)m: 

(3.54) 
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[ ]� � �� �
�
� �

�

�= >
−∞

∞

∫ �����* + ,-�.�� �* , 

������ �����	
� {Hm} ����� ���	
������ ����������� �� ��� ����!"� �� �
�� ���� /����

	�����������
�������������	����	�����	�������	�{ }�
�
������

�
�

� �
=
�

. 

#������	��������������
����������������������������
�� ��
 

� � � � �� � 

� �
� � � � �= =

−∞

∞

∫ � ������ ���������	�������������
� 

���������	
�������
�	�!	� 

� � � � ��

% � �� % � ��

% � % � �� % � % � �� % � % � ��

% � % � �� % � % � ��

% � % � ��

� �

�

�

�

�

��

�

�

��� � � �

� � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � �

=

+








 =

+ + =

+ =

− −

−

∫ ∫

∫∫∫

∫∫

	 �

�

	

�

�

�

�

�
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/���������������� ��� ������ ������������
�� �"�����	��������
����� ����������

.�������������	���������������������
�� ���������
���������������
�����������

�������������� ��*�	�!	�����
��������������+1(x), F2(x), F3(x), F4(x). 

���������	�� �� ����	����� ����������� �����
� ��� ���
������ ��� �� �
���� ����
�

�
�� ���,�*����������
�������������
�������	���
�!"�#$
 

0

( ) ( )
N

k k
k

Q x c H x
=

= ∑  

#������	�� ����������� �� ����2
��!��
�� �"� ,�*� ��� �����	�� {Hm}�� .�����������


����������� ����� �!����� � 2
��!� !� ������	� ��� ������������� �����	�� %��

������"� ��������"� �����	�� ��� ���
������ ��� �� �
���� ������ 	������ �������

����������������������� �!������ 

(3.55) 

 (3.56) 

(3.57) 

(3.58) 
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.�����	�� 
���������� ����� �!����2
��!��
�� �"� ,�*� � ��������� �����	���
�� ���

{Hm}: 

� � � � �� � � � � � ��
� � � �

�

�

��

�

� � � � � � � �= ∫∑∫
=

∞

�

. 

����
���������������������
��	�!	� 

� � � � �� � � � � � ��
� � � �

�

�

� �

�

�

�

� � � � � � � �= ∫∑∫
= −

+

�

�

 . 

.����� 

� � � � �� 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 �
� � � � � � � �

�

�

� � � � = + + + + + +− − − + + +∫ � � � � � � � � � � � � � , 

�� 

	 % � �� % � �� % � �� % � ��
�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= + + +
−

−

−
∫ ∫ ∫ ∫� � � � � � � � �  

              	 % � % � �� % � % � �� % � % � ��
�

��

�

� � � � � � �

�

�

�

= + + ∫∫∫
−

� � � � � � � � � � � � �  

	 % � % � �� % � % � ��
�

��

� � � � �

�

�

= + ∫∫ � � � � � � � � � ���  

	 % � % � ��
�

�

� � �

�

= ∫ � � � � � ���  

9�������������������� 

� � � � �� � � % � �� � � % � �� � � % � ��

� � % � ��

�

� �

� �

�

�

� �

��

��

� �

� �

� �

� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

= + + +

+

−

−

−

+

+

+

∫∫ ∫ ∫

∫

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�  

��� 

� � � � &
� �

�

�

� � � � =∫ . 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 
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/��������� �!��������������
�!"�#$������	�����������
�������	������	�������������

�����������������	
��������� 

A*C=Q , 

��� A -���	��������������	��������	���� �����	���������� 

C -�������-������ ������� �!�����-� 

Q -�������-������ ������	����	��.��� 

 

3

2

13 2 1 0 1 2 3 1

3 2 1 0 1 2 3

3 2 1 0 1 2 3 11

2

3
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0 0 0 *

0 0 0
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n

n

nn

nn

nn

n

n

c

c
qa a a a a a a c

a a a a a a a qc
a a a a a a a qc

c

c

−

−

−−

++

+
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           =            
    

 
 
  

 

%�� ���
����� �������� ��������� �
�� ��� ����
� �
���� �������
!	�� ������
�� ���

����
��� ������ ���� ������  �������	�� ��������� ���� ����� ��� ��	������ �����	�

��������	�� �� ���������� ���������� ����� &�� �������� !"�#$� 	����� ��������

����������	�� *�� ������� ���	�� �����	�� �������� ���		� ������!� �������

�����������������������
	�������	�����"����	��������	���� ��� 

#����������	������	�� ���		�!� � 1C A Q−= ������������	�������!�
�������������

��������"�	���� �������!���	���������������������	������������	��.���	�������

���������""�	���������������	������������������������������������������� ���

�������	��  �� �������
� ��� �−� � 	���� �� ��� � �� �������� ���������

���������	������ � �� ��	����	�� � � � �
� � � �
� � � � ���������� ������ � �����������

��	����	� 	 	 	 	
� � � �
� � � �� � �$����� ������
��
� ����������� ����� �!����� ��� ��������

���������������������
�����������
���������������	
����������� 

(3.65) 

(3.66) 
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.�������� ���������� ����� �!���� 2
��!� �� ������	
� ��������	
� � ��������

��������
!�����������	
��
 

0
1

( ).
m

j j i j i j i
i

c d q d q q− +
=

= + +∑  

#������	�� ����������� �������� 
������������ ������������� 2
��!� ��

�������� ���������� ��������� �������� ���	
������ ����������� ����������

��������������
��������������������*���	��������������������	�����������������

����	�����������	���������������������������
��
�� ������ 

% % � #

% % � #

% % � #

% % � #

� �

� � �

� � �

� � �

� �

	 �

� �

� �

�

�

= =
= =
= =
= =

+

+

+

� � �

� � �

� � �

� � 


������

��

��

��

 

*��������� ������ �����!����� �� �������� �
�� �"� %� � �	�&���"� ������ �����N� ���

���
������ ��� � � %
�� �
= ��'������	� ����� �
	�� ����� ����������
�� ��� 
��������

��� ��������������!��
	����������������	����������������������
 

� % % % %
�� � � � �

�

= + + +
=−∞

∞

∑ � 	 � �  

(������ �j” !� ��	���	� �������"��
�� �"�� �� ������� �i” !� ��	���	� ������ ��� �������
�

�������� ���	
�  �� ������ �������� 0�� ����������� ���������� �������� 	�!�

�����������������������������������������
�������������������������� 

∑ =
i

inim 0HH ������ 3nm >− . 

#������	�� ������
���� 
����������� ����� �!�����2
��!� �� ����	���	
�����������

���������������������"�������	��Qi : 

∑ ∑∑
∞

=

=
0k i

inikk
i

iki HHcHQ . 

'������	� ���������� �����
� !� ��	������������ ���	�� 	���� �� ,� �� �������������

A*C=Q ,   ��� A - ��	��������������	��������	���� �; 

 C - ������-������ ������� �!���� c; Q - ������-������ ������	����	� q.   

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 
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4�	���������������"�	���� ����������
������������	
�	�
 

2 2 2 2
0

1 1 1 1

1
( 1 2 3 4 )

1

N N N N

i i i i
i i i i

a F F F F
N = = = =

= + + +
− ∑ ∑ ∑ ∑ , 

               1
1 1 1

1
( 1 2 2 3 3 4 )

1

N N N

i i i i i i
i i i

a F F F F F F
N = = =

= + +
− ∑ ∑ ∑ , 

2
1 1

1
( 1 3 2 4 )

1

N N

i i i i
i i

a F F F F
N = =

= +
− ∑ ∑ , 

3
1

1
( 1 4 )

1

N

i i
i

a F F
N =

=
− ∑ . 

�������� �������� �
�� �"� !� �	�&���	�� �����	��� ��� ��	��� ����	����� ��� 	�!�

��������� �� ������� ��	���� ����	����� ������� 
� ��������� �������"� �
�� �"�

�
� ����
������.��������	��������������
�����������	�������������#�����
�������

������� ���������������	������������
!�����
����������
��������
��������
�����0��

����� �����������������
����������������
	������������������	���������������
�

����� �"������������	��
������	�����
��!����������������������������
�����������

��������� .� ����
� ��� ���
�������� ������	����� 
	����� ����������� �������������

�
����
���������������������
���������
�� ������	����������������������
��������

��������� 
����
�������
� ����
������� ������ ��� ����������������	���������������

����&����� �������
��� ��� ���������� �������� ������������ ��� ��
� ��� ������
� �� ��

��� �� ����������"� ������������� �������/��������������������������	������ ����

�������������������	������ 

#�����
!	�������������	�����������"��������������������&� 

, 2 , 1 , , 1
1 1 1 1

1
( 1 2 3 4 )

1

N N N N

j i i j i i j i i j i i j
i i i i

q F Y F Y F Y F Y
N − − +

= = = =

= + + +
− ∑ ∑ ∑ ∑ ,  1,j R= . 

/
�� � � ��
!� ������	�� ����������� ��
� ����������� (������  ������!� ����������

�����
���  -�������	�������������6�� ���������������������������
��������
�������

����	������������������������
���������������	��������������
	��$��������������

&�� ������� ��� ������ ������� �������
������ �� �
����	�� ��������	��� '���������

(3.72) 

(3.73) 
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����	�����"� ������������� ���������� ����	������  = − ∞ ∞�  ��� �	���!� �������

����������������������  

-��������������� �!����2
��!�������	����������	��������� 3.74:  

3 2 1 0 1 2 3

3 2 1 0 1 2 3

3 2 1 0 1 2 3

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .

0 0 0

0 0 0

0 0 0

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .  

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a
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   =   
  
  

     
 
 
  

 

��������	���� ������	�����������	������������������������	������������	���� 

���������	���� ��D=A-1  	�!���	������������������	���
�����������������	�����

����������%�������� ������ ��������"�	���� �� ���� ���������	� �����������������

���������!� ������ � /���	� ����	�� ��&�� �������� �
����	�� ��������� ��	������

�
� � �± , ���k>m, �������� �!���� � � ����������	
�����������	
��: 

� � & � & &� � � � � � �
�

�

= + ++ −
=
∑�

�

� �  . 

.�������� ��� ����&�� ��������� 	���� �� ��� �������� ���� �������� � � ��
 ""� ��	�����

	�����������
�������������������&�������������������������������
���������������

�������� ���	
�� !� �������� ��� ������ �"� ������	��� ��������� ���
�� ���

������
��
�
���������������� �!�����2
��!���������������������� 

���������������������������������������������������������/� md �	�������������

�����	��
�����m>3.  

 

 

(3.74) 

(3.75) 
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3.6 �� ��/��!"�+'�$ ����.!'%&��*��)!�0��$' 
  

 �������������������������������	������
����
��������������������	������

�������������
�� ������"�����������������������	����������� �"����� �����������

�����������!�������������	����������������"�������
�������������������
��%��

 ����� �������	�� ������� ��������������� ���������� ������	���� *�������!	�����

���	���� �!��� ��������������������������������������	����� [302]. 

 �������	�� �
�� �"
� 0�1� -� �������� 2�3� -� ������	�� 4�5� -� ��������� ���

������
������1�3�5�	�����������	�����������������
��!����������������������������

0�����������"�4���������	�����������	
�2� 

 ����	�	�� ����
���� �������� ��������������� ������	��
� 6�1�3�5� ������

����������������
��7�1�3�5�������������
���8�1�3�5����	�����	��������������"����

��������
�� � �.�����������!�
������������	���
����������������������	��������������

1� �����!� �������
� �����	� ��� ���� ������� ������	�� !� ��������� �����
�

��������� ����������	���������������� ����������������������
���	���
��������

�������������������������
������������
	���"��������"���������������
��
	
��

����	����	�� ������	
� !� ���� �������� ���� ������ �
���� �������� �������

����	������ �������� �	���
����� ��� ������������� ������� ������������	����	��

���������!���������������������������������������	����� 

 #������	��������
���������
������������!���������������
����������������

��������	������������������
������� 

��������	����
����������� �������� �"� ���������	� �"����$'3��������!�����

���
	��������
�����������������
	
�
���������������������������������"����������

������
����� ���������� ��������� ��������� ���
� ������ �� �� �������	
� ���������� ���

� �������������������������-��������	
��������������������
������"�����������

����	
���� ������� � ����� ��������� ��������� ����� ��� �������� ���
� �
�� ��� ��

�����	��������� ����	������������	���/����� ���������	�����������	���������

���������%�� ������"������-��������������
�k��	���	�������������
����� ��� ��

�
����t �	�!	� [200]: 
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./0 � � �
� � �

� �

� �

� � � �
� � � � �

� �

�

� � �'
$� � � �
∈

− ≤ ω , 

����� �= −� ��


 � ,  [ ]{ }ω � � � ��� � � � � " � � �� � � � � � � � � � � 	 != − − ≤ ∈� � �� , 

( )� � � � �
�

� �
�

�
= = − =+��� ���

� . 

6�&��f 	�!�k ���������������������(m=k-1): 

./0
� � �

�

� �

� � � �
� � � �

� �

�

� � �'
$� � �
∈

− ≤ . 

%�������	����������������������"���������2n-���������������	�!	� [200]: 

./0
� �1� � �

�
� � � �

� � �

�

�
�

� �
�


∈
−

∞

− =
�

� �

�

�	 	 , 

./0
� �1� � �

�

�

� � � �
� � �

� �

�

��

�

	 �

�

� �
�



�

∈
−

+

=∞

− =






∑

�
� �

� �

�

�

	 , 

./0
� �1� � �

�
� � � �

� �

�

�
�

� �
�


∈
−− =

�

�
� �

�

�

�	 	 , 

                   ./0
� �1� � �

�

�

� � � �
� � �

� �

�

��

�

	 �

�

�

� �
�



�

∈
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������������������

1
2

,

( 1)

(2 2)

p

n p

np
M

np

 Γ +=  Γ + 
,    �

�
< ≤ ∞ ′ =

−
( (

(

(
� ��� . 

%�������	����"���������N �
��� ������������[a,b]=[0,1]: 

./0
� �1� � �

�
� � � �

� � � �
�

� �

 #∈

−
∞

− =
�

� � �

�

	 	 , 

./0
� �1� � �

�

�

� � � �
� �

�

� �

�
�

� �
�


 #∈
−

∞

− =
�

� � �	
, 

./0
� �1� � �

�

�

� � � �
� � �

� �

�

�

�

� �
�


 #∈
−

′− =
�

� � �	 . 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

 (3.82) 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 
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%����	���������
������������������������������������������ 

./0
� � �

�
� � � �

� �
� �

�

∈ ∞

− =
�

�

�

�'(
, 

                                  ./0
� � �

�
� � � �

� �

�

�

� � �
∈ =∞

− =






∑

�
� �

�

�

�
��

(��
. 

,��������� � ����� �������� ��� �����	������� ���������� ������	�� ��

�����	������	������	����	��	��������������������� �  [249]��'�������� �����������

� ������ ������� ����� ����������� �������� �������� ������� ���������� ���������

 ������
�������
�	������������������������� ������	�������������������������

���
� ������	�����	
����
�
��������������	��� �"�������	���� 

� ���	�� 	��������� ����
� ����	������ �������� ��� ������� ������	���� ��

���������� ������	�� !� ���� �
��!���� ������������� ������ ������������ "�� ����

��������������	����������������������������!�
���������������������
�� ������

/���� ����� �������� �
�� �"� 	����� ���
����� ��������� ��� ����	
� ���������

����������� ����  ��	
� ���������� ���	�������� �������
� ��������� �
�� ����

���������� ��� �	����� "������� �����
� �� ������������������������� �
��!����� ����
�

������
������'�����������������	�����������!�����	����������������������� 

��������������������
�� �"�!�������	����������
�����������������������

������� �	���
����������
��� .������� ��	
� �����!�����	������������������"�

������ �"� ������� ��� �����
� �� ����	����� ����� ��� 	������
������ ��� �	�&�����

������"��������"��
�� �"��*�	�� ��������	���������
!�����
��������������������

/������������������������������������������������������������������������������ 

[168,240,291]�� ������ �������� ���	�������&�� ������� ���������� �������� ���
���

���
�
���� 	���� 	��� 	���	�������� �����!�� ���������� �� ���������� ��������

��������  [241]� �� !� ���
�����	� �������
� �����"� 	���	������� �����������"�

	���	�������������������������-�����������������������������������!��������

���� ������ ������� ����� ����������� �
�� ���� ��� �� 
� �������� ��� ����������

���	����� ��������� �������� �� ��������� '�� ������ �� ������� � ������ ������
�

���������������������������
��&����������������������	����������*���������

(3.87) 

(3.88) 
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������� �����"� � ����� �������� ���������� ������	�� ��� �������	� �����	� �"�

�������
����"��
�� �"����������!������	��$���3������
� [200]�������	�������!�

��� ��	
��&�� � ����� �������"� ������ �������� ��� ���
� �
�� ��� !� ����	�������	���

���������������!������������� ���������"���
�� �"������
��.����������	�������

����������� �
�� �"� ��� �������	� �������� ���	
�!����� ����
���	� ����	 [200].  

$����	����� ����������
���� �����
� �������
� �����	� ��� ���� �
�� ����

���������� ""� ��� ����	�	�� ������	�� �� 	���	����� 	������� ���������� /�����

���������������	� �!��!��������������������������
� 

#������	���� ��	
���������������
��������� �"�������	���6�&�����������

	����������
�����	��������������������������������������������������������

������
������
� hω ������� ������������ �"�����
��!������������������������������

������������� ��������� � /�	
� �������� ����������� ��� ���������"� ���������

� ��������������!��������	���������	���
���"����������������������������������

������� �� �	
��� ������� [ ]0, hω  sH∆ �� ��� 	���	����� ������� ���������� �� �������

�������� ������� �������� �����
� zH �� ��� �������	��������,7)� �� ������� �����	���

zH∆ ������������  

 

�.����������
	����&������������	��������������"��
�� �"������������������

�����
� 	����� ���
�����  �	�� ����	����	�� ��� ��������� �����
�� ��������

SH∆

ZH∆

ZH

#������� 7������� ��������� ������ �������� �" 
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�������� �"� ��  ����� �����
� 	�!� ���� ��������� �������� �������	�������� ,7)� ��

������� ����
������� �����
�� &�� 	�!� ���������������� ���������� ��� ��������

����
������� �������� ����������� &�� 	�!� ���������������� ���������� *����������

�����
������&
!�����
�������
�����	�����
��!���������������
�
� �����������.�

������� ���
�� ����������� ������� �����
� ��	������ �������� ������ ������� &�� !�

�
��	�� �������� �"�������������	��
	���	��������� ������ �!���	� �������� �"����

�������	��������������� 

 .�� ���
	������������	����������������	������������
���������
����
�

������������������/���� ����	��������	�!������&�����������
�����������
�� ����

%������� ������"���� ������� ��������
������ ��� ��� �� �
����

{t0,t1,...,ti,...} ������� ���
�������� ������� [49]:     

] ]
] ]� ���

� � � � �

� � �
���

� �

�

=
∈
∉






+

+

�

�

�

�

���

��� � ��

, 

� ���
� �

� �
� ���

� �

� �
� ������

�

� � � �

��� �

� �

� � � �

� ��� �=
−
−

+
−
−+ −

−
+

+ +
+ −  . 

.�����������
��������"�����-���������������	��������� ���
����	���������	������

����	����������������	��
������
�� ���" �
� � � �� : 

" � " � " � " �
� � � � �

�

� � � �� � � � � � 


 � �= ∗ ∗ ∗
� � �� �				 
				 , 

���∗ -������ ������������ 

(3.76) 

(3.77) 

#����������.	�����������������
������	�����������������"������������%���	 
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3
������� �-������ 
� ���������� ���� ����	���� ��������� ����� ����
�����

��	��������� �
�� ���� ������ 
� ����� ����
� 	����� ����	���� � ��������� �����

���	��
������� 

�������-��������������������������������,7)������������� 

 

 

 

� � � �

 

#��
����������,�����"��������������������������������� 

#����������,7)�������"������-����������������������� 
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 .� ���
����� �������&�� ���������� ������
� ���������� ������� ����������� ���

�������������������������������������	�������������������������� �������������

��� ��
������ ������� ����
������� �� ����������� ����������� sH∆ �� ���������

�	���
!������������������������������������������
���������&����� zH ��������

����������������
��
�������
!�������	��&����������������������������������
���

	����� �������������� ������	����0�� ������!����� ��	��&�� ��� 
	���	�� ���
������

������
���� �
�� �"� ���	����� ������������� ��	���	� �  ��������"� ��������"�

�����	�� [152]���	�������������	�� ������	� ���	
�������&�� �� ������� �������
��

�������������������������
�������������������������������������������"�8�
����

���������������������������������	-�������	
!	�����������������������������

�����"� 8�
��� ����������� 0�� ����
!����� ��������� ���������&�� 
�������� ���������

�����������������������"����� 

  

����������
�������������������
��!�������������������������������������	��
�

T(D,U,K) -� ���� ��������
� ��� � 8�1�3�5� -� ���	��� ��	������ ,������
�������� ����

���������"���������"������� �"��������
!	����������� ����������������	����������

������������ ������
������ ���������� &�� ������
���� ���������������� ���������

������
!� ������	��� ������� 	�������� �� ������� ���������� ��� ������ ���������

 

#�������� B-���������������
����������8�
�� 
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�������&������	�!����
���������������������	������/���	�����	�	�!	������
��
�

� ���
�����������������%����������������������������� ���������	��
	�����	� ��

����	� ����	���
����	
� � ( 1) 2M A VT kT k T kT= + − + �� � ��� k -� �������� �����
� ������

����	������������������������ MT  -������������� ���	�������� AT -������������ ���

���������� VT -���� ��� ����������� ����� �!���� �� ��	9����� .������� ��	���� 

( * )M k k n= + , � ��� n-� ����� �!��� �������� �"��%�
��� �������� !� ������	� ��������"�

��	����� 

,�����	� ������!� �����
����� ������
���� ����������%��  ��������������� k  

����	���
������ �� k � �
	��������/���� �������� ���
� ����
��� M A VT T T T= + + �� .�������

��	����� ���������� ����������	
�� ����� ���� ��������"� ��	����� �� ����	
� �������

	�����������������	���������	
�� ���������	��� 

/���	� ����	� ���������� ������
� ��������� �������� ����������� ��� ����������

����������������������	�������
������&���
��!������������	���������������
� 

#������	�� ������ ������� ���������� ������
� ��������� �������� –� ����������

�������� ������ �������� ��� ���������� ;�������� ������ �������� ������
�

�����!����� �� ������� ����	����� �� ��� ��������
!� ������� �������������� ���������

;�������� ������ ��
����� ������
� �����!����� �� ����� ����	������ �� ��������
!�

�������������� �������� 
� ������� ����
�� ��� ��� ������
!� �������������� ����������

$�������� ������
��
�� ��������� �� ��
��	
� ������� ��� ��������� ��������

�����������������
����������	�����	�	�����������
����� ���������
�����&���	
�

�������� ;������� ������� ��������� ������
� ������� ������������ ��������������

�����������������"��������"��������������
���������������������������
���&����

�������� �!�� ����������������
����������	����������������
��������������	��

/�	
�����	������	�������������������� �������	�����	���������������"�����	����

���������� /�	
� �������� ���������	� ��� ������������� !� ��������� ������

�����������������
��������������
!�������������������������������������������	��

�� �������������� �����"� �������"� ��� ��	�������� ���������� �������� ����

������������� ����������  ��� 
	��� ��������� ������ ��������� ������
� ��������
!�

	���	����������������
������������	�������
�����������������������������&���
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��������� 	���� �
��� �� ����	�� ��&��  ����� �������������� ������
���� 
	����

���������"����������������������������������������!�����������
��������������	��

������	�� 

;���� ���������	�	�����	� ����������� �������� �������������� !� �	���� �����
�

����������������� ���������������
��6�&��������
�������������������������������

&�� ������� ������
� ���������� ������� ��� ������	�� ��������	�� ����������	��

���������� ������� ������
� �����
���������  ���������������� �� ����������������

����������������� ����  ��	
� ��������� ������ 	����� ����	����� ���������

�	�
���
� �������������
� ������
������
�� �!��� ��� 	���������� ���������� ��

��
��	
�������� 

#������	�� ������
� ��
	����
� ���������� �������� 
� �������� ��������� �������

�������!�����������������������������
	�����������������
	���������������

.�� ������ 
	��� ������
������ �������� ������ ���	� ��������
!� ��������� ���������

�������
	���
����
������ �������� �"���������������������������"������� �"��%��

��	������� �������� ������� ������� 	����� �����
����� ���������� �
	
�� �����

�	�������������� ����� �
	�� ���������� ��������� ����������
�� ����%�� �
��������

��	�����������������������	��������� ��	����	����������������������"�
����������

����	����� ���������	�� ��	�� ���� ��������"� 
� �
����� ,�� ����� ������ ��� ��� 	�!�

����	��������������������������������������	������������	����� 

/�	
�� ��� ����������� ��&��� �� ������� ����������
����� 	����� ���	������

�����������*��������	�������$'3����������!��������� ����������	
��	�����&��

� �������� ����	�����	����� !� �������� ����	�� ����� �!���	�� ���� ������
������

	�������� �������� 
� ������� �������������� %�� ��	�������� ������� � ��������

����	����� !� ��������	�� �������� ������� ������� 
� �
����� ,�������� �� $'3�

�����!������ &�� 	����� ���������� ������ ���������!� �����	��������� ����������

����������  �� ������!�� &�� ��� ����
������� �
	���"� �������"� ��������

���������������������� ���������� !� ���������� 	�������	���� ��������

2
( ) ( ) ( ) ( )

C
f x S x f x S x− ≤ −  [304]�� ��� ��������� � ����� �������� �������� �"� !�

������	�� ���!�����	�� ��� � ������������� �������������������������������� ��
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�����
� ����	������ 	������ /�	
� �������	�	��� &�� ����	����� ��������"� 	�����

������������	�����	��&���������
��������
	�����������!�����������	�������	����

/���� ���� ���������� �
	��� �������� �������� $'3� �
��� ��
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����������&�����������
�� �"�	������
���������	�������������� ����"��
�� �"�

��� ��
� 

�������� ���
������ ���������� 	��� �������� ���� ���
� ������� �� 	�������� "��

� ����� ��� ��������!����� ���� ������ ���������"� 
� ������� [175,301,302,304]. 

.�
����	�������&���������������	����	����������������������	
���������������

������ �"� �� �������� ������������� ������ 	��� ����� ����� ��� ���� ����
�������

���������� ��������� ��� ����������� ��� ��������� ������������ ��������� 9�����

�����
������ 	����	���
� ������
� �������� �"� ��������� ���
������ ��

������
����������	�	������������
�����������	�Q��/�������������������������

�����
������ �����
�����	����������� 0.5Q∆ = ��%�� �������� ��������������k-���

������
� 	����� ��������
�
2

1 1

( )( ( ) ) ( ) ( ( ))
k k

j j j j
j j

a B x S x a B x k
= =

+ ∆ + ∆ = + ∆ + + ∆∑ ∑ . 

����������	����	�������������� ja ���� ( )jB x ����������	���������� ������	�!	��

	����	���
�������
����
22 2oE k k k= ∆ + ∆ ≈ ∆ . 

 %�������� �"�$'3�������	
�
�������������
��������� ����������������

m ������
� ��� ���������	��
�� ��������� �����
���������	������ ������	�!	��

	����	�����	����
�������
�� [301]  
0

m

o i
i

E h
=

= ∆∑ .  

 #������ �������� �
��� �������	������� ��������	����	����� ������������

�����������������	���	��������;����������������!��	����������� ������ [301] 

������ ���������� �
	
� �����
������
2σ∆ :  2 2 2
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j

B xσ σ∆
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2 2 2
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i

hσ σ∆
=

= ∑ �����$'3������� �"��
2
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������� �� �������� ����
�	����

���$��	������� � ����	�� 
��
������� �
�����	���� �� ��
	��� �&��	�����	����

(����������������
����������	��
�����������	���������������	����	������
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��������� � ���	����������	��
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�
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�$���� ���$�& ����� � ������������ �	
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[140,243]�� )�����-��	���� ��
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��	�� �� 	������ � ��	
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� ����
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�������	���� �� ����������� �&��	����	�� �������� � ���
����	���� ��	��$����

��
����	������������������������������&��	�����	� 
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.����� ������ ���������� �&��	�����	� 
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������� �������� �� ����
�

���$��������������������������	���	����������/���
��	���
������-����
��	���

������	���������������������
�����	��&���$���	���������	������������
��������

��
�����
��$�������� �����
����	��� [335,339]. 
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�	�������
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�������	��
�����$����$�������+/!���
��������� ���

�� ������� ��
���
������� $�&
����� &��	
��� � %
���� � 
�����$�� +/!� �$����

��������������
��	�����
���$�������	
�$�����������������	
����������	
���	��

+/!� �$���� �� ��������� ��������� &��	
�� )���$�����-0�������%
�	�� ���������	�

����������� �������� ��������	�� 
�������	�� �
�$���
�� �$���� ����� ������	����

1����� ��� �������� �	�
����$�� ���� $����� �����	���� ���������� ��� �	��� ������

�������� 	�� ������� �������� ����� ���� �
�� �	�	��	� ��� �$��������� ��� �������	��

����������� ����������� 	����� ����	
������� ��
��	�
��	��� � �������� ���

��
����
��	�� 123� �
�� ����
� ������� �����	�	����� ,
������ �� ������	�� ��
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��	�
� +/!� ������������ &��	
�� ��������� � ������	�� ������ �� �
����������

���
��	� ���� ��
��	�
��	��� ����	
�� ������� 1���
�	��� � ������	���	���� ���


�����	�	�����������������	
�	�����	�� �	��
	����
������ [320,323].  
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��	���� ���������� ������������ �� ���������� ��
��	�
��	�����

&��	
�� �
����� 	�
���/��
���4.�����������
��������
�	����������������������� - 

������������
��	�
��	���������
���4.	����123� 

���������4.1��������$��������-�	�
����	�
��������������&�������

$�&
�������&��	
� 

   H1(z
n) 

z-1
 

+ 

z-1
 

+ 

   Hn(z
n) 

+ 

z-n
 

z-n
 

z-n
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/������� �
��	��� �� 
��
�������� ��������� &���$�� � �� ��� ���� �
�	��

������� �
���4.2,4.3 -���� ����
�	�� 
��
������� ��	
���� ��������� �� ��
����� �����

7����� �	��
��	���� ���
	���� ����� 
����	�
����� 	
���	����� � ����������

�
���������� ��� �
�	����� &�
���� 123� ��������� ������ ��	�	����� &��	
���

 

������� 4.2��8
�	��������������������-��� ������-��������$������	-

�������������. 

 

������� 4.3��/�
����������	������
��	�
��	�����
�	��������������

����������
���4.2 (ωi� ��	�	���	�
����������������� 
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+�������	� ������	��  ��	�	�� ����	����	� �������� �������������� ���

 ��	�	����������������	�� ��	�	����	�
����������������� 

/��	������ ������ -� ��������$������ �	��
����� ���
	���� &
�����	��

��������	���%�
����� ��&���$������������ 

( )� � � ��� �� � = − −� , 

��� � ≥ �  ����������
���	
����������������
������
������	
���� 

,�
���� ���� 
��
������� &
�����	�� � ������� ����	�� �������� %
��	��� �	
���	��

������ ���������
��
�������� �	��
�������
	����2��	�	������	����	��
�� � = �  

������� ��� �����
�� ����� �������� (� �
��	������ � ��� ����� ��
���	
�� � � �����	��

�
���������� 
����
��	����� #����� �  ����� � �� ����	����� �������	�� ��
���	��

 ��	�	����� ����	����	���� �������� 7������ �
� ���� ���� �	�
����$�� ������ ��

��
���������	���������������� 

 #
�	�� �
���	�������� ��� 
���4.2,4.	� ������ ��
�������� ���
	���� ��
����

��������� 

� � �� � ���� �= −
�

�
π . 

7�����������
�����������
�������������������
��	�
�����������	����������������

&��	
���7�����������������	����� ��������������	����������	���	�
����$�����

����� ������ ��	�	���� �������� � ���	�� ��
��� ��������	� ���� ��
�������

 ��	�	���������	����	���� 

 ��������	�����&������	
��	�
���	�
����	�
����������
��	�	�������������

 ����� ������	�� ������� (�� ������ $���
������� ����������� ������������ ������	��

��
������� �������� � ����������� $�� ��� �
������ ��� ����� �
�	������ ���������

�����
��� ����
�	���$�� ��������� ��
��	���	���� 
�����
����� �	����� ��� �������

	��� � ��� ���� �	�
����$��� '�
��� �� $����� �������� ���
���� �������	����

�� ���������� ��
������ �������� � ��� ��� ��
����	���� ���������� ����
�	�� ��


������ ��	�� � ,
������ �� ����	����	� &���$�� &�
���� �	
������� ���	������

����
�	��
��
������������	�
����$�������������� 

( 4.1) 

( 4.2) 
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%���� ���� 

  N - �����	��	� ����	�
����$�����&
�����	��������  

  tu1 = 0 ,  tu2 = 1 ,   tu3 = 2 ,  tu4 = 3  -��
����	�����������	� ����������� 

  A1 = fj-2 ,   A2 = fj-1 ,    A3 = fj ,   A4 = fj+1  -����$�������������	� ����������� 

(�� ���������������	� $��i�������������	���-���&
�����	����
��
������	�������

��
�����������
�	����� 

*��&
�����	�������������	������������������� 

������������������&
�����	���������������	��	� ����	�
����$��� 

������������������&
�����	� ���
� � 

������������������&
�����	���
���
� � 

�	�� 

p1 = 1, p4 = 1 / 2, p2 = 1 / 2,   p3 = 1 . 

!
����� ������ ��� �
�������	������� �
�������� ��� ������ �����������

�����	��������� 

(�� ����������i/N,  b = (N-i)/N, c = i*(N-i)2 /N3, d = i2*(N-i)/N3 , i=0,N-1 . 

)�������&���$��&�
��� 

          x1 = - i*(N-i)2,          x2 = 2*i*(N-i)2 - i2*(N-i)+2*(N-i)3N2, 

          x3 = - i*(N-i)2 + 2* i2*(N-i)+ 2*i3N2, 

          x4 = - i2*(N-i).  

           Sij = ( A1 x1 + A2 x2 + A3 x3 + A4 x4 )/(2*N3). 

#���� ��
������� ����
�	��� ��������� �&��	����� 
�������	�� ������ ���

������	�
��� �
��
���� ���� ���
�	����%
�� $����� ������ �������	�� �������������

�������	� 
���	��� ����
������ 
��
��������� 	�� ���������� �� �����	�� ��� �����

���������� &���$�� &�
���� %
�$���
�� �	�
����$�� �����	���� ��� ���
��� �-��

���&$��	��� �-����
��������� �� ��� ������� �� ������� � 	
���- �	�
��������������

-������ ��� �N3  ������ �� ������	� �������� ����	�	��� )����	� ��� �
�$���
��


��
������� ��������� ��� 
���4.��� #���� ������ �� �
���� ���� ���������� �����������

�������	������ �	�
����&
�����	�� 
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X
X

�

X

∑

�

X1i X2i X3i X4i

���� Aj ����
Aj+2

Sij

 

��������4�����)�����-�	�
����	�
���
��
�������������&$��	��� 

���

�����∑

�

��

�

���
� ∑

∑

�

�

�

�

� �

����

����

��

����

���

���

���

�	�

�
�

 

��������4����)�����-�	�
����	�
��� ��	������
��
��������

���&$��	� 
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�'���� �������� �������	�� �����	��� 	�� ��� ����� ���&$��	�� ���������


��
�������	���"��������������������
�	���
�����$���!���
�����������
��	����

����������� ��	������� ����
��
������	��������
������ ��������	�����������	�����

���
��
������	�������
�$���
���	�� 

(��
���� ����
��	����� ����	����	� ����	
� ���	� 	�� 
����������� �����$�

����� ��� ����� �
�	������ ��������,� �� 	����$� ��� ���� ����� ���&$��	�� ������

�	
���	�����������)�����
��
�������������������
���4.5. 

/������� � ���������� �
��	
���� �� ������-��	�
����	�
�� �	
��	�
��� � ������

��	
����������������
���4.6. 

 

%
��	
�� �������	���� � �� ������������	 - 3� �����&$��	����&���$��&�
���

������ 
��
������� &���$�� &�
��� � �1i,...,X4i - 4� � ������ �����	� ���� ������

�	�
����$�� �j - 1� � � ������ � ���
�� - 2�� ���� ��
��� � ���
���� � ��� ���� � ��� � 	��

���&$��	��&���$��&�
������������
���������- 5 �����������	�
� - 6�	��������

��
������ - 7. 

��������
������	

�

��������
�����	����

��������
������������

	�������
����	����


�������
������	��
��

���������
�
���

�

��������
����	�����

aj
�

 

��������4.6. *������������	
��	�
���������������-�	�
����	�
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%
�$��� �	�
����	�
� � ���	������  ������ *� ����� �����	 1� �������	����

��� ����� � �j� �	�
����������� &���$��� (�� � ���������� ������ ���
��� 2 �� ������

�����	� 1 	�� 	� ����
��	���� � �������� � ��� ������ �/�� � ������ ������ 
��
�������

&���$�� � &�
��� �� ������ ��� ����� � ��i,...,X4i�� ��	
� � �� ���$� � � ��������� ��

��
������	������������� ��������j-1,...,aj+2��)&�
�����������	����������	���������$�

����	�
��
������������
��	
�����	��������	
������� �������������Si. 

%
�$���
�� 
��������� �	�
����$����� 
������������ ����	���������
�������

&��	
�$�� ������� ������� )��	���� �	�
����$����� 
������ ���� ,-�������� ����

����� � ���$�& ��� 	
������������ &�
���� �� ������ ������������ ��� ��������

C0=0.6667 (�������� ����������� C1=0.1667 (������ ���������� 2����� �������� ����

��� ����� ,-��������� (������� $����� ������ ���������� �	
���	�� ��� �����

��� ����� ������	�� ���
����� ��	
�$�� %
��������� ��� ���
���� ��	
�$��

��������������,�������	����
������ 

� �

� � �

� � �

� �

�

�

�

�

� �

� � �

� � �

� �

�

�

�

�

� 	 	

	

	

	 	

�

	

	

	





































=



















, 

�	
����������	������
����������� �����������	�� 

� � � � �
� � �

�

�

��= −� � 
 ,  � � � � �
� � �

�

�

�= − −� � 
 ,  � � � �
� � �

�= 
 , � � �
� �

�= − 
 ,        

 � � � � �= − +
�

�

�

�

�

�

�

�� � . 

-��� ��� ����� ,-�������� d0=1.732 (���������, d1=-0.464, d2=0.124, d3=-0.031. 

%�������� ��������� ������������ 
��
�������� �	�����	���� ��� ������ �Mc1d3 

(0.01M), ���M-���������������������� ������ 

#���
��������� �	�
����$��������	����
��������������������
�����&��	
�$��

������� ������ ������� �	�
����$��� �� ���������� &��	
�� ���
���� ����

�
�&��	
��� �� ���������� ��
��	�
��	����� {d3,d2,d1,d0,d1,d2,d3}����� ��&��	
���

��
���� ��	�	���123�����
����������
���4.7.  
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��������4.���/�
�������123���
���� �����
�&��	
�� 

1����� ������������������������	�������������������
�� �����,-�������������

������
���������������������������������
������	������
����� ���&���$�� 

����������� �����������	� ��	����$�� ������-�	�
����$���� �����������

������� � 
���
��� �
����
����� 
��
������� ��������	�� �� ���������	��� ���������

�������� 

�3�
��	�
������������	���������������
��	�
�������-&���$���(����� �����

���������	��
�������	���
���������
�	����
���������������
��
���������� �����

�	�
����$������ �������� �� ����
�	��� 	� $� ���� ����� �	�� � ����
� &
�����	����

��	
����������	���������	� ���� �'�����	������������	� ����	�
����$�������	��

�����������  ������ 	�� ������ &
�����	�� ������� ��� ����  ���� ���� ��	
�����

�������������������
��������%
����
�	���
�$�������������������	������ ����� 

���
��	������� ��	���������� ����
�	����� ������� �����	����� ����	���

��
�	��� 

�
�����������
��	�
�������������	� ����	�
����$������������������������

��������� 
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4.3. ��"��! ��#$�%"�&" ��+!�-����* �'�%�&)�%!� ��'#�(�-&��)#! �

�� ��	�  

 

1�
������$�� ������ ��� +/!� ���� $����	�� �� ���������� �� �	�	��	� �����

���	���	�� #��	��� ��� ������ �
�$���
��� ��� ��������� ������	�� ������ �����
����

���������� ����� ,� ����	� ������� ������ ����
��	����� �������� ����� �	������ ���

�$�����������
���	
���� ������� ������ ���&$��	���
����������� ����������*�

���������
�	��������������$�����������
���	
��������� ���������������	� ����

�	����������"������
���� �����
������$�����&��	�����	��	�	��	� �����$����	��

�	�
�
�	�$�� 
�����	�	���+�	���� 
�����$��+/!� �
�$���
� ���� �������������

�������� ��� 	-�� �	����� ��	������ ��������� � [203]�� ����� � 9
��	��	���� ���

���������	��� 
��
������� �����
�� ���� ��������� � � ����������� ����� ����������

����� ��� 
�����$�� +/!� 
��
������� ��� � �
�$���
�� $�&
����� &��	
�$��

��
���
������� &��	
���� ����������� ���	�
� �
��������� ��� ���� �����������

������� 

� �� � � � � � ��
�= = ′ ′ =−� � � . 

!����� �
�������� ��� ������ �	
������ ���
	���� 
����� �
���$����� ��	
�$�

� � � � �
�= ′ ′−� � �������	�
�����������(��	� �����
��$�&
�������
�����������
�����

��	
�$� � � �� ����������� ��
��	�
��	������ ��
���
������� $�&
����� &��	
����

%
���$������	
�$�� ���� ����������������������� 
��� ��
��	�
���� ���������	����

��	
�����
��������������
�������������
��	�
��������������� ������
�	������	��

��������������� �
�	������� *� �
��$���� ����
��	����� ��������� 
�����

�
���$�������	
�$� ��� ��������� ��
��	�
��	������
���
��������&��	
��������

���	�������	�� ������� ������ 
��������� ������ �������� 	�� ������� %
�	�� ��

���������� �������� ��������� ����� �
����� � ������ ����	����	��� �	
��������

&��	
��  �
��� �	����
	�� �
�$���
�� ���������  ��	�	���� ��
��	�
��	�� [262].  

,��
� ��	��������� ����� ������� ��� ��������� �� ����
�������� 
������ 	����

����������� �� ����
�	���� ����
��� ������ ����� ��
��	�
� ����	���� ��
������ �#����

( 4.3) 
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���������� ����������� �������	���� ������	���������� ������������������������	�

�������/������������&
�����	������������������������������ ������
��������n 

	� �����������������#� �������&
�����	�����	��
�������	���������������
�	�����


�������� ��	��$��� ����� �
��� ����������� -��� �
��	�	�� 
���������� ����� 	����

������� +�	���� 
��
������� ���� �������� �� ������������  ������ &
�����	��

������������ 	�
������#����
��
�����	���
���$�����	
�$����� ����� ����������

�������� ��� ������� �� ����������� ��������� ���������	� ������� ����� ������	��

�����������������������������������������������	���
���$�������	
�$���/��


���4.�� 	�� 4.��� ���������&
�����	�� ���������� 
����� �
���$�������	
�$������ ��

���	�	�����	� ��	���������������.  

/�� � 
���4.9� 	�� 4.��� ��������� 123� $�&
����� &��	
�� �� �����������

��
��	�
��	������-�
��������
���$�������	
�$����
���4.��	��4.����-�����
�������

���������123����������������������������������� �������1���	���������������

��$�������� ��	�	�����������,��	��������+/!�&��	
�����	��123������������
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 � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � �= + + +− − + + + +� � � � � �
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���
�������	
�$��C-1 ����
���$�������	
�$������������$������
���	
��

������ �
�� �����
��� ������� ������ 
���� �����$�� C-1 � ����	
� ��� ��	
�$���

���������� ������	�� ����� �� �����
���� �$���� �� ���������� �������� �� ���

������	����
��	�
����	������
�����
���$�������������$�����������������������

( 4.8) 

( 4.9) 

( 4.10) 



 

 

163 

���������� &���$���� 	�� ��� ��� ��
���$�� ����	�
��	���	���� ���  �	�
���

������� ���� ��������� #��� ��	
�$�� �� ���	�	����� ���� 	��� ���� ���	��������

	� ��	�� �����	������ � ����������������� %���� ���� ����	
� ��� �����

�������������	
�$� G≈C-1   

�

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

=

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��� ���

��� ���

��� ���

��� ���

��� ��� ��� ��� ��� �

	 	 	 	

	 	 	 	

	 	 	 	

	 	 	 	

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

























. 

�8�����	����	
�$�
��: 

g0=3360*N5(192850731*N18 + 55913802*N14  +  115162185*N12 + 

3878203*N10 + 14380030*N8 + 12237164*N6 + 243285*N4 + 338100*N2 + 132500)/Q; 

g1= -(5880*(19420479*N18 - 2218407*N14 - 8370390*N12 - 936523*N10 - 

3897820*N8 - 3646849*N6 - 118790*N4 -166700*N2 - 65000))/Q; 

g2= (94080*(516906*N18 - 34383*N14 - 480300*N12 + 7448*N10 - 100*N8 - 

23671*N6 + 4900*N4 + 6700*N2 + 2500))/Q; 

g3= - (6720*(2083527*N18 - 109221*N14 - 3790200*N12 + 158711*N10 + 

730100*N8 + 1005733*N6 - 29400*N4 - 36750*N2 - 12500))/Q; 

Q=495160052859*N24 + 208167799644*N20 + 432054656280*N18 + 

23505750114*N16 + 87252201960*N14 + 73245219604*N12 + 2902503240*N10 + 

3923029579*N8 + 1433754520*N6 + 7438200*N4 + 4004000*N2 + 550000. 

( 4.11) 

( 4.12) 
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�	���� � g0(N) ��
��	�
����� �&��	����	�� ��	���� �
�� ������� ������	�

����	�
������ ��� ������� &
�����	� ��������� � (������	�� ��������� ��� 
���4.22.  

%�
����	����
���4.20.  

%
�� ������� ��
��� ����������� ������	�� ��
���$����� ��	
�$�

(7 ����������� ���� �$���� �� ����� ����
��	����	���� ����� ���� �� 
� &
�����	��

�������� �	��� ��������� �����	������������ �
������	�����
�� 
��
��������$����

�	�����	����
�N.�%
���$�������������������&��	�����	���	
�����
�	�����������

��� ����� ���������� �����
��� �	����	� ���� ���������� �� ������� ������� ���� ��

����� ������������/���������	�
����$����� �����
�	���������������	�����	�� 

��� � �� �� �
�

�

�

���
,  ����f - ��	�
������������������������
�$���� 

�	��� �� ��
������ �� �$��������� �� ����
��	������ ������� &
�����	���

��� ����� �������� �	
������� �� �
� 
��� ������ ����� ��� �������� ���� 
�����

������	�����	�
������� 

/���
��	�� �������� 
�����$�� �� ������� ���
������� ��� 
���4.��� ������

��� ��� ������	��� ����� ������ ���������	� �� �	
������ ������ �$���� �� �������

������������� ������� ������� *������� ��	��$�� �� 	������� ���� ���	��� ���

�����������  ��	�	�� ����
�	���$�� ���$���$���� �%
�
������ �� ���������  ��	�	��

����
�	���$�����n  
������ ��������������&
�����	�����������/��	���������������

 

��������4�����8&��	����	����� ������
�	������+/!�������-&��	
�� 

n 
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 ��	�	�� ����
�	���$�� ������ ������	�� �� ���������� � ������-�	�
����	�
�� ��

������ �������������� 

�������� ��� ��
���	�
�� ���	�� �������� �������� ��
��	�
��	����� ������

���	����������������!�
���	�
����	������� �	�
��&
�����	�������������� �����

&
�����	�� �������� )����� &
�����	�� ��������� ��� 
���4.�	�� �� ������ ������


��
����������
���4.24. 

%
���	���������������	�	����������������	��������	�� � ���������������


�������	���
��
������������
�	����%�
��������
�$�����	����������������� ����

����
�������������%��	���������
� �����������	�����	
���������������������

���������������n-�������� � �#��	��&��	
�����$���� ��� ������������� ��	�	��

����
�	���$�� ��  ����� ������ ���&
�����	� ���������%
�� ����	���	� ���� ����	��

��������� 
��� ������ ���	�� &��	
�� ���� �$����	�� ��� ��	������� ����� ����

��$���� ���&��	
� [301].���������������� ���� ���
��	����� ��������������������

���������������������	������������������� ��	�	���������� [291].  
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%
�� ���������	� �	
������� �������  ��	�	�� ��� ��������	�� �� �����������

������-�	�
����	�
��� �1���
�	� ��� 
�����$��+/!� ������-&��	
�� ��������� ��

����	���8�� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��������4.24.  )�����-&��	
����	�����������������n 
��� 

gj+d-2 gj+d-1 gj+d-1 gj+d-2 gj 

+ 

+ 

z-n
 z-n

 z-n
 z-n

 

z-n
 

z-n
 z-n

 

z-n
 z-n

 z-n
 

h1 h2 h3 h4 

Aj 

yi 
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4.5. �)�.%)���! ��#$�%"�&" ��� �����2"���%"&���* ��	� ���+!��� 

 

����������� ���� �
���� ����
�	���� ��� ��������	�� ���
�	�	�� �������


��
�������� "�� 
���
��	�� ������� ����
��	���� +/!� � ��+/!�� ����
�	�� ��

�������������� [214]. %
�	�������������
�������������������
��	����������������

�����������	����		������������	������������������
��
�������� 

������$������� ������+/!����������������������
�������������&���������

���������������������"�����	��	����&��������� �������$����������
���	
����

����� ������+/!��*�������� �	���
��
���������������	��������������������

������ ��� �������� &
�����	� ��������� 	��� ����  ����� ������ ����� ��� ������

������	� � �$�������� ��
���	
���"� ������ �� ����	����
�	����� ���� 
�����$�� ��


��������� ����������������
��������������	����������������������	�����$��������

�&��	����	�� 
��
������� ���� � ���������� ����������������� ����� ��������������

����� ����������������� 

/��������������$�����	����������������� 

�� �� ��
�� �

< < <��� . 

/����������n-����	��� �������n �������������
��
���������������	
�$�

+/! 

�
�

 -���	
�$������������� 

� � �
� � �

= �

 ; � � �
� � �

= �

 ; 

 � �
� �

= −�
-�����
�$������	
�$� 

 � � �
� � �

= −�
 -����	�
��$���� 

-�$�����
��
��������� ���	������	
�$���n=r): 

� � � �� � � �= = = ,  � �� �= , � �� �= , 

������������	� ��������������$������	
�����������	�������$������������

�������� 

( 4.13) 

( 4.14) 
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#��� �
�� ����������� ���	������� ������ ������� �	� ���� +/!� �$����


���	���	��� 

� � �� � �� � � �+ += +� �  

�� 

� � � �� � �= −+ +� �

�
�������������	
�����$�� 

� � � �� � �= + + +
−� ���

� �

�
�������������&$��	��
���
$����	� 

� � � � �� �� � � � � �+ + += −
� � �

�
, 

� � � �� � � �+ + += +� � � , 

� �+�
�
�������
�������	
�$������������ 

/�������� ���������	������������� ���
� ����� 
��
������� ��������� �����

��	
�$���'���������������	�� j-���&
�����	�����������	��
��
������� ������	����

�������	������� 

( )� � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �= − + + ++ − + − + + + + + + +� � � � � � � � � � �
� � � �

� � � � ,  

�
�

= +
�
�� � , 

�� 

( )
( )

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

= + + + +

+ + + + +

+ + + +

− − − − − + − + + − +

− − + + + +

+ − + − + + + +

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � �

� � � �

� � � �

� � �( )
( )

� � �

� � � � � � � � � � � � �

�

� � � � � � � � �

+ + +

+ − + − + + + + + + +

+

+ + + +

� � �

� � � � � � � � � � �� � � � �

�

� � � � �

 

,� ��	�������� ��
��� � ���� �������� ������ n+1� ���� ���������� &���$��

&�
�����*����	�
��$������
��	���������	����������� �	�
��������	� 

� � � � � �� � � � �
�

�

− − − −
=

= + ⋅ ⋅ ∑� � � �

�

� � , 

( 4.15) 

( 4.16) 

( 4.17) 

( 4.18) 

( 4.19) 

( 4.20) 

( 4.22) 

( 4.23) 

( 4.24) 
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� � � � � �� � � � �
�

�

= + ⋅ ⋅
=
∑�

�

� , 

� � � � � �� � � � �
�

�

+ + + +
=

= + ⋅ ⋅ ∑� � � �

�

� � , 

� � � � � �� � � � �
�

�

+ + + +
=

= + ⋅ ⋅ ∑� � � �

�

� � . 

����������� �����
��
�������������������	������������
�$������	
�$��

���������������	��������������������������������������������� 

�������������������������
�$�������	
�$��%���� ���� 

� � �� �= +� ���	
�$��-��	����$���� �	�
���������������������	���� 

	�� 

� � �� �

� �= +� , 

( )
( )

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

− − − − − + − + + − +

− − + + + +

+ − + − + + + + +

= + + +

= + + +

= + + +

� � � � � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � �

�

�

( )
( )

� �

� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �

+ +

+ − + − + + + + + + += + + +

� �

� � � � � � � � � � �� � � �

�

� � � �

�

�

 

� � � � � 	 � � � � �� � � � � �� �
� � �= − ⋅ ⋅ = − + = − +�  � � � � . 

,� ���������� ��
����� ��� �
�������� ����	��	�� ������	�� ���� ��
����� 	� 

��	�������� &
�����	��� ,� ����� ����� ��������� ����	�� ������	�� �
��	��

�������	���������������������������� 

(��
��������������	���&��	���������� ��������������������
����������������

����� ��� ����� �������� ���	
�����$��� "�� ���� �������	�� ���� &��������� ������

������������ ������ 	�� &��������� �	��� ������ ��
��	���	���� ����
������


��
���������� ��� ����������
�� e.�*�$������������� ���������������
��
�������

��	���� �������� ���������� ��� 
���4.25. ,� 
���	
��� ���
���	���� ��� �����

�$�������� ��
���	
�� ��������� $� ��� ����� � ����
��	����	���� �� � �	�
����	�
�

( 4.25) 

( 4.26) 
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SplInt ����
��
����������	
������������� ��� ��������������*�����������	 Memo 

����������� �����s 	����������
�����4.�����:����� ���������
��	���������� �������

��������
��������� 

 

+���&������ ����� ���� �+/!� �� � �
���������� ����������  �����

�$����������
���	
�����
�$���
���	�������������� ������
��������������� 	��

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��������4�����)������	
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�������
����	
����	�����&
�����	����	�
���������	
�����$��������	�	���������

'�����������	�����������������	����	��������&
�����	��������������
���
� �

��������
� ��������	������������&
�����	������������$����������
���	
��%
��

��������� �
���������
���	
�� -�����������������	
�$���������������������	����

�������� �
������
�������������	���$���	�������������$� 

� � �� � �+ + +≈� � �
�

, 

� �

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�+ + + +


















 ≈











� � � �

� , 

��� 

 
���+�
����
����� � ���������������
���
��	������	�
���
���	
�� � �������

������������ �������������������	
�$� 

� �+�
�
��	�����
�������	
�$������������������	��������������	������
�����

r ); 

� ����������	����$������������
���
���	��n); 

��+���	�������
������������	���	
�$������������ 

�������� ������ �� ����������� 	�������� ��������� 
�������	������
�������

����&��$������
�$�������	
�$�+/!� 

-�� 

� �

� �

�

�

� � �
� � � � � �

� � � �

�  

 !
� � �

� � � � � �

� � � �

�

+ + +
+ + + +

+ + + +

+= =
+







 =









� � �

� � � �

� � � �

�

, 

����� 

� �
� � �

� �
�  

 ! �

� � �   � �  

 �
� �

� � � � �

�

+ +
− +

−
+ + + +

+

= =








 =

+ −
−









� �

� �

�

� � � �

�

�

� , 

�� 

� !  �  �= − +�
�

. 

�������������	
�$��-���	����$� 

( 4.27) 

( 4.28) 

( 4.29) 

( 4.30) 

( 4.31) 
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� � �
� � � �
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"� � �

� � � �

� �

�

�

+ + +
+ +

+ +

+

+
= =

+







 =









� � �

� �

� �

�

�
. 

#�� 

� � �
� �

� � �
� � �   � � �  � � � �

� � �  � � �
� � �

� � � � � � � �

� � � �

+ + +
+ + + + +

−
+ + +

−

+ +
−

+ +
−= =

+ −
−









� � �

� � � � �

�

� � �

�

� �

�

� �

� , 

��� 

�

� �

�

�
�

�

� � � � � � � � � � �

� � � �
�

� � � � � � � � � �

� � � �

+
+ + + + + + + + +

+ + + +

=
− +

−








�

�

�
� � � � �

�

� � �

� � � �

�
, 

����� 

�
� �

� �

�

�

�
� � � �

�

�
� � �

�

�
� � �

� #�

��

� � � �

�

� � �

�

� � �

� �

�

+

+ + + +
+

+ +

+
+ + +

+ +

+
=

− −

−

















=
−







�

� � � �

�

� �

�

� � �

� �

�
. 

����
�������	�������
��
��������������������������
����� 

# � � �� � �= + + +� � �  

$ � � �� � � � �
�

�

= + +
=

∑� �� �
�

�  

$ � � �� � � � �
�

�

− + + −
=

= ∑� � � �
�

� � �  

$ � � �� � � � �
�

�

− + + −
=

= ∑� � � �
�

� � �  

$ � %� �− = = −	 � �� � . 

( )� � � � $ � $ � $� � � � � � � �= − + ++ + + − + − +� � � � ��
� � � � � � � . 

[ ]�
�

�
� � � � � ��

�

� � � � � � � � �+
+

+ + + − + + − += + +�

�

� � � � � � � �

�
� � �� � � � � � . 

( 4.32) 

( 4.33) 

( 4.34) 

( 4.35) 

( 4.36) 

( 4.37) 
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#
�

�

+
+=

+ −
−









�

��

�
. 

)	�������
��
���������	
�$��� �� �+ +� �� ��	����
��
������	���������
������

(4.15,4.������
�������� � �� 	�+ = . 

,� 
�������	���� ��
��	� �	�
���� ���	
�����$�� ���������� ���� 	����� ����

������	���
�����������
�����������������������	�
�Z��������������������,��������

���	���������� 	���� ���������� �� �
����	����� #��� ������� ��� ���������� ���

��
������	��������&
�����	�������������	���� 

������������������&��	��������������	
����$��������	�������	�������������

������������
�����&
�����	���,���������������������������������������	
���


���� ��������	������&
�����	���	
����������	���������������������������������

��	��������&
�����	�����#�������� 

� � �� � �+ + +≈� � �
�

, 

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�+ + +


















 ≈











� � �	� , 

��� 

 
���+�
����
���������������������
���
��	������	�
���
���	
� 

� �+�
�
��	�����
�������	
�$�������������������	����	
����
�������
��r-1 

��������
������ 

� ��	����$��������	�	������	����������������������	����� ������������

�����	��������&
�����	 

�	�� 

� �

� � �

� �

�

� � �
� � � � � �

� � � �

� &

& �
� � �

� � � � �

�

�

+ + +
+ + += =

+







 =









� � �

� � �

, 

( 4.38) 

( 4.39) 

( 4.40) 
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& � �

� � � & &� � &

&�
� �

� � � � �

�

+ +
− +

−
+ + + +

+

= =








 =

+ −
−









� �

� �

�

� � � �

�

�

� , 

�� 

� � &� &�= − +�
�
. 

�������������	
�$��-���	����$� 

� �

�

�
� � �

� � � �

� �

�

"� � �

� � � �

�

�

�

+ + +
+ + +

+
= =

+







 =









� � �

� � �

�
.  

#�� 

� � �
� � �

�
� � �

� � � & &� � � � & � � �

&� � � � � �
� � �

� � � � � � �

� � �

+ + +
+ + + + +

−
+

−

+ +
− −= =

+ −
− +









� � �

� � � � �

�

�

�

� �

� � , 

��� 

�
� � �

�
�

�

� � � & &� � & � �

� � &�
�

� � � � �

� �

+
+ + + +

+

=
+ −

−








�

� � � �

�

�
. 

,
������ �� ���������	� �	
��	�
�� ��	
�$�� 
��
������� �����	���� ���

���	������� 

� � %� = = −	 � �� � , 

� � �� �
�

�− = ∑� � � , 

� � �� �
�

�− = ∑� � � , 

� � �� �
�

�= ∑ � � , 

� � �
�

= ∑ ��

. 

#�	� � �������� ��� k� ������	���� ��� 	� ���� ��	
� ������	�� ��	��������

&
�����	���r). 

�%���� ������	
�$��-��	����$� 

( 4.41) 

( 4.42) 

( 4.43) 

( 4.44) 

( 4.45) 
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' � &�= +�
�
������������	��
����	��� 

! � � � � � � � %� � � � � � � � � �= + + =− − − −� � � � �� � � � � . 

���
������� ��������� ���� 

� � � � �� �
�

= = ∑� � , 

( &� � � � � � �� � � � � � �= = + ++ − − − −� � � � � , 

� � &' � � ! � ! � !� � � � � �= − = − − −− − − −� � � � . 

#����$�����
����������������������������������	������������
�� 

� � �
�

�

� � ' ( �

� (

� '�

��

� � �

�

+
+ + +

+
=

+ −
−









 =

−







�

� � �

�

�
. 

����������� ��
���� ��� ��	
���� 
��
������	���� ��	
�$� ���� �
���������


����
�����
���
���	 

[ ]� �� �= +
−

�
�

� , 

� � �� �= −+� , 

�
� � �

�
� %� �

� � � � �

� �

� �

� � �

�

� �
�+

+=
−
−

=�

�

�
��  , 

� �
� �

�
	 % � %� � � � � �

� � � �

� �

� � � � � �

� �

�

� � �+ = −
−

= =� �
� ��    . 

#�	� ������� �� ������� ���� ��	�� (n) ����
����� � ��� ������ (n+1) ���	�����

��� ����� 

7���� ���������� ��
��	� ���������� 
��������� ����	�
������� ��� �������

&
�����	���� �����������
�	����&��	����	��
��
��������������� ��� 

��������� �
�������� �+/!� �� ��
����������  �����&
�����	�� �������� ��

�
��	���������
�$���
���	��
���
���	���	
�$����,����������������������
�	���

����� �
������� ������	���	� ������ �
�� ���������  ����� ������� �������� $��

���������� �� 
����
������ � �	�
����� ������������ #���� ��
��	��	�����

( 4.46) 

( 4.47) 

( 4.48) 

( 4.49) 

( 4.50) 

( 4.51) 

( 4.52) 

( 4.53) 

( 4.54) 
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���
��	��� ����� ����
�$������	
�$�� �� �&��	����	�� �$���� ����� �����	�����

6��	� ��� ����  ��	�� �������� ������ �� ������������� �������� ������ �����	����

&�������� �	��� ������� ���� 
���
��	���� �
�� ����������� � ������ ���
�����

&
�����	�� �	��� �� &���������� !����������� ����
�	�� �� ����� ���������� ��


�����$�������
�����	�������������
�����������
�����$�� �	����������	�	����

�&��	�������� #���� ����� �	��� ������ � ������ �� 
����
����� 	�� ����
�$����

��	
�$����	�	������������
�������	���$��������	��������������
����
���
� ��

,� �������� $����� �������� ��������	�� �� ��
������� ������	�� ����
�$�����

��	
�$. 
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�	�����
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������ �����	�� ��
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 ��������. ����	
����������	�����	�	��-�����
������

������-�����������
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������ 

 

5.1. ���������� �������  
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����� �
��	
���� ���� ���	�	��-��������� ������� � ���	���� �������� ��� ����������

�������������������������	�������������������
�	�. 

��������	� �� ����
����� 
������ ������-�	�
����	�
�� 	�� ������-

��
������	�
�� �� ����������� ������	���� �
��	
���� ���	�	��-��������� ������� �

���	����� ���	�	��-�������� 
������� ���� ��� ���	�������	�� �� ���������� �����

���	�	�� ����	����	� ��
������� �������� �� ��������������� ���� ��� �	�����
������

!����� ����	�� �
��	
�����"�� ������	 � ���	�	��-�������� 
������� ��� ����������

������	��� ������ �� ������ ������	� 
�������� �� �	�
������� ��������� "�� ��� ����

�#��	����������������������	����	�������������������!��
�	�������	�
�������

��	��� ���������� ����
�	�� ��� ���� ����� ��
��� � ����������� �������� ���

�#��	����	 �������������������"�����������   

$� �
������ ��
����� 
���������� �
��������� ��%����	 � 	������ 
���������

�����������	 ����������������������	�
���������������������
������
����������

����������� �������� ��� ��	����� ���������� ����
�	�� ���
�� ������� #������

&�������. ������������������������	���������������������������������
��������

��%���������������
���	
��
��������	� ��	������������
��������� 

'������� 	
�	 ���� ��
������ �� ������%����� �	
��	�
�� �
��	
���� ����

��
������ ������ ������� � ���	���� ��������� !���� ������ ������	-�������


�������������������������#� 	
���(���������� ��������������	�	����
��	�	�� �

�#��	����	 �
���������(���������������������������������������������	
��	�
�

����)*+�������-
��������� 
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!���	��
	������
�����
�������	����	������	�	��	��������
���������������

���	�	��-��������� 
�������� ���� ��� ��	��� ���������� ����
�	�� ���������

�	
���	�� ������ ���	��
���	� ���#���	�� 
�������,� ��%������ �	��� ��
��
���


���� �	�	��	������ ���	���� ,������ 	���%� �� ��
��
��� �������	� �� ���������

�����%�������	�
��������������������,������������
�����	������� ����
��������

��"�� ������� ��� ��	�	 � ��	�
��������� ����������� -��� 
�������� ��
��
���

���	�����������
���	
�����
�	�
�� 

!���	������
�����
�����������	
��	�
������	�������
��	
���������
�	����

��
�������������� 

.��	�����
�������	�	 ����������������� 

 

5.2. �� �!"�� �#$%�&%#%���������-������ � ���� ��#!�'�-

$���!��(  

 

/�����������������
��������
���������������%���
�������	�������
�����


������� ������	� #������� 0�
	������ �� ������	�� ��
��� � �	��
��	 � ��

�����
������� ��������� ������-#������� 1���� ��� ��
��	�
��	���� ��
���
�������

��#
����� #� 	
�� 	���%� ��%��� ���%�	�� ���� ����� ��� ������	�. ���
����� 

����
�	��� 
��
������� ��
	������ ���� ���
��� ����� ������	-#� 	
�� �
��

���	�	����� ������ �� ��������� ��
���
������� ��#
����� #� 	
��� !� �
������

��
����� ������ 
���	�� ����������"�� ������� �� ��	 � ��������� �������� ��%���

�	
���	������������
	���
������	�������� �������
��	�
��	�����
���
�������

��#
����� #� 	
��� +�
����� � ���	�	����� ����	����	���� #� 	
�� ��%���

�	
�����	����������������� ��������������	�	���������	����	���� �	�����������

����	���	����������������	�	��������	����	���������������������������� ��������

��
�
� ���	�� ���	�	�� ��
��	�
��	���� �������� � �����. -��	����	���� ������	�

����
�	��� �� �
�
����� ����	����	 �� "�� ����������� 
������ ����	������ 	��

��"���������������#�������(���������������������������	����
�������������

�
�� ������ ��
�
���� �#�
������ !���
��	����� ���� ��� 	�����	�����	� 	��
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�
����� ���� ������ 
�������� ������	�� 
���������� 
��������"�� �������	 ��� ���

������������	������������������
�	�� 

2��������� ��������� ������� �������� ������ "�� �������	 ��� �� ��	�
 ���

#
�����	�� �� , ( )B tτ υ �� ���  τ -� ��"����� ������� �������� ����	�������

���	�
��� ������ ���������� ���������  υ - ����	������ ���#���	� ������� ��������

����������� �	%����%���������	�� 

, 0( )
t

B t Bτ υ
τ

υ
− =    , , 0, 1, 2,...Rυ τ+∈ = ± ±  .                      (5.1) 

2����������� LS ���
�	�
��	
�������������)*+�#������ ( )f t  �����	���

���	�
�� ���������#������ υB . !��	�
� υB  �������	 ��� �� ��������� ���������"��

�	��
����� �� ��	�
��� ����� ���������� �������� ��"������� �
�	����� ��
���

#
�����	�� �������� nhτ = . !��	�
� ������ ����#���	�� 
��������� ������	���υ  

������������	������������ 

[ ]( ),LS f tυ υ=A B .                                                             (5.2) 

!��	�
� υA ��������������������������-#����� ( )S tυ ��	��
���������������

������� υB . /�"�� 
�������	�� ( )f t � ��� ���������� #������ �� ���	�����
����

��	���	�����������������	�� ( )S tυ ����������������
������	����������	�������

�������%���	��������	����υ ). (�������������������	������������������#���	���


�������� 

!�	����������%����������	����������������#������ ( )f t ��������%������

#
�����	� [ ]( ) ,f t a b∈ . '�������� ����	���� υ  ���� ��%��� ��%��� *�����

��	�
��� ���� ��������� ������� ����� ����� ��� #
�����	� [ 2 ,2 )h h− : 

0 ( ) 0,  [ 2 , 2 )B t t h h≠ ∈ − �� (��� ��%��� ��������� 
���  min

b a

h
υ −= �� !� � ����
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�������� ������� ��
�	��
��	 ��� �� ���������� ��
���� #������ �� ����� �������	 ���

������� � �	
������� ���������� ��������)*+� ����������� '��������� ��� ��%�� ��

����������	����"�����
��������%����������� �������������υ .  

/�"�� ( )f t ��������%����������#
�����	����	�	� �������������%�����%��υ  

�������	���	 ��� ��������� �� 
���� ���� ���	���	� �� ���	�	��� �����	�� �� ����� ��

�����	� ��� ���� ���	�	�� ����� ��� ���	��	 � ��� ���	�	� ����� �
���
������ υ   

����
������
���
��������
�������������������������������������	���.  

)�%��� ��	�����	�� � ��
���� ��%�� υ �� ��"�� #������ ( )f t � �
���	�������

����
�	����� �������� �� �
����� ∆ �� !�
���� ��%�� 
��� max h
υ ∆= �� !� � ����

�������� ��
���� ��
������ #
�����	�� �������� ����� 
���� �
���� ����
�	������� ��

���%�������	�
�� υA �����
���	����������������#�������(��	��)*+� �����	 ���

��� �	�
���������� ������� 2���� ��� ��� ������ ����	���� ���� ����
�	�����

��
��	���� ��%���������� ������	�����������
���� �)*+������
���	 ����-���

����
�
������ ��
��	�� ��	���������%����� �	
���	�� ��
���� maxυ →+∞ �� ��"��

��������� ������� �� ���������������� #�������� (��� ��������� �������

�����%��	 ��� ��� ��� 	�� #������� 2
��	����� %� �� ����
�
������ ��������

maxυ ����%��	 �������������
���� �������	��	��������� 

�	
������� �������� � ( )S tυ ���������� ���
�	�
��� IN ��"�� ��� ������ ��	� ��

���
�	�
��� �	�
�������� *����������"�� ���#���	�� 
�������� υA ���� �
�	�����

�������� �� ����������� �������� �� ��������� 	������� �� ���� ����� �
���
���� ����

	��������'������� 

[ ]S ,INυ υ υ= A B ,                                                      (5.3) 

�������	
��������������������%���������’�����)*+���
��������� 

[ ]( ) ,INf tυ υ υ= −E A B ,                                                (5.4) 
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���������      [ ]( ) LS ( ), ,INf t f tυ υ υ = −  E B B .                                  (5.5) 

2��������� ��
����� ���
�	�
��� RS �
������	
������� �����������)*+�

�����%����� 

[ ]( ),RS f tυ υ=E B .                                                (5.6) 

���������� "�� � ( )f tυ υ+ =E S . (��	�� ���� ����� 
�����	
����� 
��������� �	%��

������ ���� ���
�	�
�� 
�������� �������� ( )f t � ��� ��� ��������� *�� �����	�	���

��������� �	
����� υA �� "�� ���� 
���
��	 � ��� ����� ��� ��������� ������ �������

�������!��������	�	��� ��������� υE �� 
���
��	 � ����� ���%��� 
����	 ��� ������

������� ������� ������� ���
�	�
�� �� �������� � ��"�� ����	���	�� ����������


��
������� 
�����	
����� �� 	�������3����� 
�������� � 
�����	
�����������������


�������� /�� ������ �� 
���� 	�	�� ��
������ 	��� ���	�
� ���#���	�� υA ��

���#���	���� ������ ������� ��
�	��
����� 4�
’�� �� ������������ ������ υB . 

!�%������"�� 
���������%��� �������	�� ��� ����� �� ����
�	����� ��
��	� �"������

�������������	�
�����������������������
�
�����������������������#������ 

���������'���� ���������
���������
�����	
����� 

2�� �������� �� ������	� 
��������� ������ ��������	�� �
����� ��� ������


�������� �����	�������������������
�	���*�����	����������	�����
�������LSS 


��������� �Least Squares Spline���*�� ������ ��� ������	�� ����� ����� 
��������

+ 

LS IN 

RS 

( )f t  

( )f t  

υA
 

υE  
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�������� ��� ��� �����	�	���� �� ���������	�	��� ���������� *�� ����	��� 
��������

�	
������� ����� �� �
����� ����� ��� ������� 	�������� �� �������� !� ���	�	���

�����	� � ���� �������	���� �����	 � ��%��� ���	�	�� ��� ���� ����	 ��� �������� �

��	�	 ��� �#�
��	����� ���������� +�%���� ���	������ 
������� ����� ����	�� ����

�� �����	���������������������	�  

!� ����� ����� ���
�	�
����� ������� 
������� ��%��� ������	�� ���	������

������ 

       0 0
( ),LS f tυ υ =  A B ,  0 0

( ),RS f tυ υ =  E B , 

1
,LS

n n nυ υ υ−
 =  A E B , 1

,RS
n n nυ υ υ−

 =  E E B ,  max1,n n= .                    (5.7) 

����� 	�	���
�������������	�
��)*+�������	�����	�
��������������%�����

�����	��� �����	���
�������� 

{ }
0 1 max
, ,..., ,

nυ υ υΩ = A A A E �����
maxnυ

=E E .                                 (5.8) 

������	
������������������	���������������	����
���� 

max

0

( ) ,IN
n n

n

n

f t υ υ
=

 = +  ∑E A B .                                            (5.9) 

!����������
����
��������	�����	�����������	���������
�	�
���� 

[ ]0( ), ,LSS f t
n

Ω = ϒB , n -�	������ 
������� #������ ( )f t � �� ������

�	��
������ ����	�
��� ����� ���������� �������� 0B ��� ��������������	���������

������ ���	�
�� ����	���� � ϒ � ���"����� ��� ���� ����	����� �������	 ���

�
���
�������
���#
�����	����������
 

[ ]0

1
( ) , ,LSSf x

n

−
= Ω ϒB �� 
�����	
����� #������ ( )f t � �� ���#���	��

������������"��
�������� 

2
��������	�������
������������	���������	��������
�%�������
������� 
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���������3��������	�������LSS 
�������� 

 

-��� ��	�� ������ ���������� LSS 
�������� ��
������� ��� �� �� ��	�� �����


�������� �
������� !� ������ 
�������� ��
���� 	��-	����� +�������� �� ���	�����


������� 

3

, , , ,
3

( ) ( ) ( ) ( )
i k k i

b bi

k ia a

f t B t dt a B t B t dtτ υ τ υ τ υ τ υ

+

= −
= ∑∫ ∫ ��	�	� i ihυτ = .                 (5.10) 

-��� ������%����� ���#���	�� 
�������� �� ��������� ������ ���������

�������	������������	��
�������
��������	����
����������	: 

LS0 

+ 

( )f t  

( )f t  

0υ
A  

0υ
E  

+ IN0 

INN 

LSN 

IN1 

LS1 

INN 

IN1 

IN0 

+ 

+ 

+ 

+ 

1υ
A  

1υ
E  

E  

Nυ
A  

1Nυ −
E  

- 

- 

- 
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1
0 0, 0,( ) ( )c B t B t dtυ υυ

∞

−∞

= ∫ , 

1
1 0, ,( ) ( )hc B t B t dtυ υυ

∞

−∞

= ∫ ,          (5.11)

 
1

2 0, 2 ,( ) ( )hc B t B t dtυ υυ

∞

−∞

= ∫ , 

1
3 0, 2 ,( ) ( )hc B t B t dtυ υυ

∞

−∞

= ∫ . 

)���	������ ���#���	� ��������� ���� ��������	� ���� �������� �
�� ����

����	���������� 	�	����	���������� 

 

(������������'���������	��
�������1. 

0����\���#� 
0c  1c  2c  3c  

������� 0.479 0.236 0.024 ����5-3 

5
�	������ 57/70 71/560 -1/28 1/560 

������������� 2.216 0.955 0.067 �		�5-3 

���������� ��� 1.173 0.640 0.087 �����5-3 

 

$� ���������	� �� ���	����� 	���� ��������� ������	�� ���
����� ��	
����

!
��������� ����� ��	 ������������ 
��
�������������������	
����
���
���	�

������ � ��������� ������� ������	�� ���	
�� ����� 
����� ����	
������ ���
�����

��	
��������� 	�	��
��
�����������	
 ��������������������������
���	��������

	��������������� 
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(������������!�����������������������	�����
�������	
���( iq ). 

1�����\����� ������� 5
�	� 5������������ 3�������� 

0 4.9647 1.3088 0.7897 3.0958 

1 -3.0910 -0.2309 -0.4057 -2.2529 

2 1.7079 0.0990 0.1859 1.4614 

3 -0.2908 -0.0301 -0.0836 -0.9201 

4 0.4937 0.0101 0.0375 0.5745 

5 -0.2643 -0.0033 -0.0168 -0.3578 

6 0.1415 0.0011 0.0075 0.2227 

7 -0.0757 -0.0004 -0.0034 -0.1386 

8 0.0405 0.0001 0.0015 0.0863 

9 -0.0217 0.0000 -0.0007 -0.0537 

10 0.0116 0.0000 0.0003 0.0334 

11 -0.0062 0.0000 -0.0001 -0.0208 

12 0.0033 0.0000 0.0000 0.0129 

13 -0.0018 0.0000 0.0000 -0.0080 

 

/���
������
����������
�������������������� �
0,   t<0

( )
1,   t 0

f t


=  ≥
� �����������

�	
������ ���� #������ &�������). ����������� �� ����	� ��	�
��� ����� ��������� 

�������  �������� B-������ 	�� �������� �
�	����� ��������� ���� ���������


��
���	���������	����� 0, ( )H tυ ) �����	
�������� ����	�����
�����	�. 5
�	���� 

��������������� ��������������������#���	�����
�������	
����!�������	 ���

���	������ ��
����� ��������� ��� #�
��� �
����	�� ���� �
�����	� ����	������


��
�������� 
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2

2 35 3
2 2

2 35 3
0 2 2

2

(1 / )(2 / ) ,   [ 2 , )

( / ) ( / ) 1,  [ ,0)

( )  ( / ) ( / ) 1,  [0, )

( / 1)( / 2) ,  [ , 2 )

0,  [ 2 ,2 )

t h t h t h h

t h t h t h

H t t h t h t h

t h t h t h h

t h h

 + + ∈ − −
− − + ∈ −= − + + ∈
 − − − ∈
 ∉ −

.                                   (5.12) 

-���!-�������������� 

3

3 2

3 21
480

3

(4 2 / ) ,   [ 2 , )

3(2 / ) 12(2 / ) 32,  [ ,0)

( )  3(2 / ) 12(2 / ) 32,  [0, )

(4 2 / ) ,  [ , 2 )

0,  [ 2 , 2 )

t h t h h

t h t h t h

B t t h t h t h

t h t h h

t h h

 + ∈ − −
− − + ∈ −= − + ∈
 − ∈
 ∉ −

.                         (5.13) 

2
�������������	�
��� �������������h=1.  

 

������	��4������&��������	�����	�����
�	������������������������� 

-��� ����������� ����� ���	���� 
������� 5.13 ��������� ��������� ���	������

�	��
���� 

0,1

2

1( ) 12

h

h

H x dx h
−

−

= −∫ ,    0,1

2

1( ) 24

h

h

B x dx h
−

−

=∫ ; 
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0

0,1
13( ) 24

h

H x dx h
−

=∫   , 

0

0,1
11( ) 24

h

B x dx h
−

=∫ ;    (5.14) 

0,1

0

13( ) 24

h

H x dx h=∫ ,      0,1

0

11( ) 24

h

B x dx h=∫   ; 

2

0,1
1( ) 12

h

h

H x dx h−=∫ ,      

2

0,1
1( ) 24

h

h

B x dx h=∫  . 

*��������
��%��������#���	����
������������������ ,( ) ( )
b

i ih

a

b f t B t dt
υ υ= ∫ ��-���

��������#������&���������
�� 1υ =  �	
����������	�����
��%�����#���	������

�
�	�������������� 

2 1 0 1 2
251 1..., 0, , , , 1,...24 2 24b b b b b− −

−= = = = =  ; 

������������� 

 2 1 0 1 2
231 12..., 0, 0.042, 0.5, 0.968, 1,...24 24 24b b b b b− −= = = = = = = =   . 

-����	
����������#���	������	���
������������������	�����
������������
���� 

 0 0
1

( )
m

j k j k j k
k

a q b q b b+ −
=

= + +∑ .                                          (5.15)  

�	
����������	�
�����#���	��
������� �����
�	������������ 

1 =A {…, 0.0004, -0.0012, 0.0037, -0.0111, 0.0354, -0.0894, 0.5, 1.0894, 0.9646,    

1.0112, 0.9963, 1.0012, …}; 

������������������� 

1 =A {…, 0.0168, -0.0197, 0.0485, -0.0789, 0.1584, -0.2789, 0.4731, 1.3538, 

0.8096,    1.1090, 0.9478, 1.0342, 0.9879, 1.0127, 0.9994, …}. 

�!������� ��������� ��������� ���������� �������� �� ��� ����� ��"����� 

0, ( )B tυ . 2����������
������������������ 1( )S t  ����
�	�
�IN)��-���� �����������
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#��������������������%�	����������������#���	��
���������!���������%�����

���������#������	����
��������������������������������
�����4. 

 

 

������4��$	��
�������
�������������������� 1( )S t  �����#���	��
����������
�	��

–��
����
�������������–��%���. 

!������� 1( )S t  ��� #����� ( )f t � �	
������� �������� 
�������� ����
�	�
� RS). 

+��#���	��
��������	��#��������������������������
�����5. 
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������5��+��#���	��
�������� 1A 	��#�������������������%���� 1E . 

 

 6�
����������� ������� 1( )S t  ��%��� �
���	���	�� �� ������� #
�����	��

��������������������������� ��������#���	���  0, 1, 2, 3,, , ,i i i iw w w w : 

2 3
1, 0, 1, 2, 3,( )i i i i iS x w w x w x w x= + + + , [ )0,1x∈ .                         (5.16) 

'�������� ���#���	�� �������� ��������	 ��� ��
��� ���#���	�� 
�������� ������

���	������ ��
���� ��
�� ����� ����� 
������� ���� �
�������	�� �
���������

�
�����	�������
����[0,1) ). 

5
�	��������������� 0, 1i iw a −= ,  
2

1,

( )

2
i i

i

a a
w

h
−−= ,   

1 2 1
2, 2

(4 2 5 )

2
i i i i

i

a a a a
w

h
+ − −− + −= , 

1 1 2
3, 3

( 3 3 )

2
i i i i

i

a a a a
w

h
+ − −− + −= . 
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+����������������
1 2

0,

( 4 )

6
i i i

i

a a a
w − −+ += ,  

2
1,

( )

2
i i

i

a a
w

h
−− −= ,   

1 2
2, 2

(2 )

2
i i i

i

a a a
w

h
− −− − −= , 

1 1 2
3, 3

( 3 3 )

6
i i i i

i

a a a a
w

h
+ − −− + −= . 

'�������� ���#���	������ ��
�����#
�����	������������� 	������ ��	������������

"�� #������ �������� �� ������ ���������� �� 
��
����� �� 	���� �� ���#���	��

���������������
����	 �����������������	��������	������������
�������������

�������	������	��	�����
���
������������� 

(���������	��+��#���	�������������#
�����	����������� 1( )S t  

 5
�	�������� +������������� 

i  0,iw  1,iw  2,iw  3,iw  0,iw  1,iw  2,iw  3,iw  

-6 0.0004 -0.0005 -0.0054 0.0043   0.0074   -0.0085    -0.0280    0.0268   

-5 -0.0012 0.0016 0.0164 -0.0131  -0.0023     0.0159     0.0524    -0.0501   

-4 0.0037 -0.0050 -0.0504  0.0405   0.0159    -0.0296    -0.0978     0.0934   

-3 -0.0111 0.0158 0.1469 -0.1163  -0.0181     0.0549     0.1823    -0.1732   

-2 0.0354 -0.0391 -0.5283  0.4426   0.0460    -0.1000    -0.3373     0.3107   

-1 -0.0894 0.2323 0.7141 -0.3570  -0.0807     0.1574     0.5947    -0.1768   

0 0.5000 0.5894 0.3570 -0.3570   0.4946     0.8163     0.0643    -0.2589   

1 1.0894 0.2323 -0.7997  0.4426   1.1163     0.1682    -0.7124     0.3781   

2 0.9646 -0.0391 0.2019 -0.1163   0.9502    -0.1224     0.4218    -0.2174   

3 1.0112 0.0158 -0.0712  0.0405   1.0322     0.0691    -0.2303     0.1181   

4 0.9963 -0.0050  0.0230 -0.0131   0.9890    -0.0374     0.1239    -0.0634   

5 1.0012  0.0016 -0.0076  0.0043   1.0121     0.0201    -0.0664     0.0340   

6 0.9996 -0.0005 0.0025 -0.0014   0.9998    -0.0108     0.0355    -0.0182   

4������ �������� 1E  	���%� �� ��������� 
��
������ �� 	���� 0t = �� "��

��������� �� �������� +��#���	�� �������� #������ ��������

0, 1, 2, 3,, , ,i i i ie e e e �����������������	
���������	��������	� 
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0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3,, , ,i i i i i i i ie w e w e w e w= − = − = − = − ������� 0i < ,                      (5.17) 

0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3,1 , , ,i i i i i i i ie w e w e w e w= − = − = − = − ������ 0i ≥ . 

-��� ���	������� �	���� 
�������� ��������� ��
���� #
�����	�� ����������

�������� �� ���� 
���: 0.5υ = .  '�������� ���#���	�� 
�������� �����
������ �	���. 

-���� �����������������������	��
������������	����
���������13�
��������������

��� ��
���� [ )0,1 . '�������� ��������� �	��
���� ���� ��%����� �� �� #
�����	��

�����������������������
�������������#
�����	������������������������
��� ����

�	���). 

-�������������
�	�������������� 

4 3 3 2 2
1 3 2 1 07.440 10 2.083 10 6.250 10 2.083 10 2.083 10 )L w w w w− − − − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ,           

2 2 2
2 3 2 1 01.369 10 3.438 10 9.167 10 0.271 0.271L w w w w− − −Σ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − + , 

3 2 2
3 3 2 1 02.976 10 1.042 10 4.375 10 0.271 0.271L w w w w− − −Σ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − + , 

4 3 3 2 2
4 3 2 1 02.976 10 1.042 10 4.167 10 2.083 10 2.083 10L w w w w− − − − −Σ = ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ . 

1 3 2 1 00.01(1.116 1.354 1.667 2.083 2.083)R w w w wΣ = + + + − ,                        (5.18) 

2 3 2 1 00.168 0.194 0.227 0.271 0.271R w w w wΣ = − − − − + , 

2
3 3 2 1 08.527 10 0.122 0.179 0.271 0.271R w w w w−Σ = − ⋅ − − − + , 

3 3 2 2 2
4 3 2 1 07.589 10 1.042 10 1.458 10 2.083 10 2.083 10R w w w w− − − − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ . 

-������������B-�������� 

1 3 2 1 00.001(1.488 3.472 8.333 20.83 20.83)L w w w wΣ = − + + + − ,                      

3 2 2
2 3 2 1 09.598 10 2.465 10 6.875 10 0.229 0.229L w w w w− − −Σ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − + , 

3 2 2
3 3 2 1 04.464 10 1.319 10 4.583 10 0.229 0.229L w w w w− − −Σ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − + , 

5 4 3 2 2
4 3 2 1 07.440 10 3.472 10 2.083 10 2.083 10 2.083 10L w w w w− − − − −Σ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ . 
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1 3 2 1 00.01(1.555 1.701 1.875 2.083 2.083)R w w w wΣ = − + + + − ,                      (5.19) 

2 3 2 1 00.1268 0.1507 0.1833 0.2292 0.2292R w w w wΣ = − − − − + , 

2
3 3 2 1 08.728 10 0.11632 0.16042 0.2292 0.2292R w w w w−Σ = − ⋅ − − − + , 

3 3 2 2 2
4 3 2 1 04.7619 10 7.6388 10 1.250 10 2.083 10 2.083 10R w w w w− − − − −Σ =− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ . 

*���������
������������	 �#
�����	���
���
������������-���#
�����	�����
���

����������	����	��������������2
��%�����#���	��
���������	
�������������

���	��������
���� 

2 1 , 1 2 , 1 3 , 4 ,i L i R i L i R ib − −= Σ +Σ +Σ +Σ ,                          (5.20) 

2 1 1 , 1 2 , 3 , 4 , 1i R i L i R i L ib + − += Σ +Σ +Σ +Σ . 

!��	�
� ���#���	�� 
�������� �	
������� ������ ��
���� 5.17�� '���� ����	����

�
������������%������
���� 	�	���������	
����������	�
��
�������. 

-����
�	�������������� 

2 =A {…, 0.0120, -0.0184, -0.0350, 0.0484, 0.1306, -0.2538, 0.0000, 0.2538, 

-0.1306, -0.0484, 0.0350, 0.0184, -0.0120, …}. 

-�������������������� 

2 =A {…, 0.0470, -0.0651, -0.0269, -0.0281, 0.2946, -0.3984, 0.0110, 0.3876, 

-0.3397, 0.0062, 0.0383, 0.0649, -0.0631, …}. 

+��#���	����������#
�����	����������
��
����������������������������

	����� 5.4.� !������ ��
������������ �������� ��������� ��� 
�������� +��#���	��

�
�������	����
��������
�������#���������������������������
������� 
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(������������+��#���	�������������#
�����	����������� 0.5 ( )S t  

 5
�	�������� +������������� 

i  0,iw  1,iw  2,iw  3,iw  0,iw  1,iw  2,iw  3,iw  

-6 0.0120 -0.0121 -0.0435  0.0252 0.0218 0.0366 -0.0756 0.0270 

-5 -0.0184 -0.0235 -0.0362  0.0431 -0.0401 0.0370 0.0752 -0.0503 

-4 -0.0350  0.0334 0.1006 -0.0506 -0.0334 -0.0185 -0.0197 0.0317 

-3 0.0484  0.0828 0.2321 -0.2327 0.0259 -0.1607 0.1619 -0.0606 

-2 0.1306 -0.1511 -0.7856  0.5523 0.1253 0.1852 -0.5078 0.2232 

-1 -0.2538 -0.0653 0.6381 -0.3191 -0.2147 0.1418 0.5512 -0.3530 

0 -0.0000 0.2538 0.3191 -0.3191 0.0055 -0.3930 -0.0164 0.1892 

1 0.2538 -0.0653 -0.8714 0.5523 0.2036 0.1754 -0.5519 0.1785 

2 -0.1306 -0.1511 0.4660 -0.2327 -0.1609 0.1907 0.5366 -0.3628 

3 -0.0484 0.0828 0.0512 -0.0506 -0.0461 -0.1890 -0.1569 0.2312 

4 0.0350 0.0334 -0.0931 0.0431  0.0374 -0.0294  -0.0027 -0.0514 

5 0.0184 -0.0235 -0.0321 0.0252  0.0392 0.0507 -0.0773 0.0249 

6 -0.0120   -0.0121 0.0347 -0.0164 -0.0354 0.0450  0.0830 -0.0534 

 

�������� ��
���	���	 ��� ��� ��
����� �	���� ��"�� ���������� ���������

�	
������� ���#���	�� �������� ���� #������ ��������� 4������ ��������

����
��� �����	����	���%������������ ��#
�����	���-���������� ������������  

#������ &�������� ��� ��
����� �	����� �	%�� ��%����� #
�����	�� ����
��� ����


�������� ��%��� ����	���	�� ���� #
�����	�� ���	������� 
��������� 2���������

0, 1, 2, 3,, , ,i i i ie e e e� � � � � ��������� ���#���	�� �������� �������� ��� ����
��� ���� �	��� 

(��� �
��������� ����	���� ����� 	�� ��"������ ���#���	�� �������� #������

����������������	��������	 ��������	�������#�
������� 

 0,2 0, 0,2i i ie e w= −� ,         0,2 1 0, 0,2 1 1,2 1 2,2 1 3,2 1( )i i i i i ie e w w w w+ + + + += − − + −� , 
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1,2 1, 1,22i i ie e w= −� , 1,2 1 1, 1,2 1 2,2 1 3,2 1(2 4 6 )i i i i ie e w w w+ + + += − − +� , 

2,2 2, 2,28i i ie e w= −� , 2,2 1 2, 2,2 1 3,2 1(4 12 )i i i ie e w w+ + += − −� ,    (5.21) 

3,2 3, 3,216i i ie e w= −� , 3,2 1 3, 3,2 18i i ie e w+ += −� . 

 

 

������6��6�
������������������ 0.5 ( )S t  ����
�������	���
�������� 

 

�������� ��%��� �
����%�	�� ���������� ��	��� ���� �	����� -��� � ���� ����

���#���	����������#���������������
����	���������	�����������������
����

[ )0,1 �� � �3������� �	��
�������������	���
����������	���
���	���	 ����������

�������� � ����	��	�� �� ����� ��������� -��� ��������� ������� ����� ��	���	 �

���	���������������������#
�����	�����"����� 

1 3 2 1 00.001(1.488 3.472 8.333 20.83 )L e e e eΣ = + + + ,                                    (5.22) 
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3 2 2
2 3 2 1 09.598 10 2.465 10 6.875 10 0.229L e e e e− − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + , 

3 2 2
3 3 2 1 04.464 10 1.319 10 4.583 10 0.229L e e e e− − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + , 

5 4 3 2
4 3 2 1 07.440 10 3.472 10 2.083 10 2.083 10L e e e e− − − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

1 3 2 1 00.01(1.555 1.701 1.875 2.083 )R e e e eΣ = + + + , 

2 3 2 1 00.1268 0.1507 0.1833 0.2292R e e e eΣ = + + + , 

2
3 3 2 1 08.728 10 0.11632 0.16042 0.2292R e e e e−Σ = ⋅ + + + , 

3 3 2 2
4 3 2 1 04.7619 10 7.6388 10 1.250 10 2.083 10R e e e e− − − −Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

 

 

������7�� +��#���	�� 0.5A  	�� #������ �������� 0.5E ��� �
������ �	���


�������� 
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3������	 �
��
��������
���
����%���������	����%���
������(�����������


�������� ��� ��	� �� ����	������� ��� �������� �	��
���� 
��
������������ ������

#�
����������� �
��� ������� ���� ������	���"�� ����� �� ���#���	�� 	�� 
��������

���	���� 
���� � ������������� ����� ��� �� ����%����� 	����	��� 6���	������

��������%��� ���	�����	�� ��� ���������
��	���#������ � ��������"����������	 �

�	
���	��������	����
�������� �	��
�����*�� ���%�������������		��������%�����

����	������ ����� ��
������ �� ��	�������� 	����� ��
�� ���� 
�������� �
������


���������-
���������	�����������	�������%����	 ����	������������
����������

	��
�	������� ���
�	�� �����%����� �� ���������� ��	���� ���������� ����
�	�� ���

������� ������ #������� (���%� ����	������ ������ ��%�� ���%�	�� �������� ����

��
������������������������������ 

����� 	�	�� ����
�	����� ��
��	��LSS 
�������� �� ������ �������� �
�	�����

��������������������
�����8��'��	������������	��������
������������	����������� 

 

������8��3�������LSS 
��������#������&�����������
�	����������� 
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$� ������	� 
������� �� �
����	��� ���
�%���	�� ����� �� ��
	���� 
������� 


��.5.10.� 6���������� ������ ����
������ 
���� 	�	�� LSS 
��������� -���

����
�%����� ����
��	���� �
����	�� �� 	����� ��������� ����
�%����� ������	����

������ �	����
������������
������������ 	�	�������������
��� 5.9. 

 

������9��!���� �������
�%�����
���� 	�	���
�	������	�������LSS 


������� 

 

������10��!���� ����
���	��������
���� 	�	��������	�
����������

��
	������ �����������������������'bior4.4' 

*�� ��
���� ���	��� ��
	���� (
���5.9)� �
���	������� ����
�	�� 
���

���#���	�� 
��������� *�� ��%� ���,� ���#���	�� ��
���������� �
�	�����

������������	�������
	�������������	��������������	 �����
�
�����
����������

�
�	������������"��������������	������ 
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5.3. ��$(��($� ��$����)��*��+�%, �#$%��$�-� ����!��( ��� �

�%��.�( ��% ��!��  

 

!� ����
��� ���� 
����� ����� ��������� ��	���	����� ��	 � LSS 
��������� ���

�������� 
�� � ���
������ �
������ � ����	
����� �
��������� ��	���	����� (���
�


����������LSS 
���������	�������
��	��
����
��	������#
�������
��������������

�
���������
���
�������%�����	��	�����	������
������� 

0������
�������	�������%��������)*+��������������
���������	�
��������!�

�	�
��������� ������ ��� ���������� ����������� ���������

{ } ...,  ( ),  ( ),  ( 2 ),  ... i i ix t x t n t x t n t+ ∆ + ∆ ��������� 
��
�����	�� �
��%��

�������� { } ...,  ( ),  ( ),  ( 2 ),  ..., ( ),  ... i i i ix t x t t x t t x t n t+∆ + ∆ + ∆ �� 2
�� )*+�

��������� ��������� ��� �
��%����� ����������� ���� ����	�� ��������� �� �������

{ } ...,  ( ),  ( ),  ( 2 ),  ... i i ix t x t n t x t n t+ ∆ + ∆� � � . 

�	
������� )*+� ������ �� ����� �� ����� ����� ������� ��%��� ������	��

���	������������ 

( ),( , ) ( )
u

d

a x t L t dt
τ

τ

τ ντ ν τ= −∫ ,                                        (5.23) 

��� ( , )a τ ν -����#���	����
�	��
������"�������
�	���������������	 ����	�

)*+� ������ ������ � �������� �� ������
� , ( )L tτ ν  -� ����� ��� �������� #�������"��

�	��
���� �� ���������� ��������� �������� � ���� 	���%���%��� ���%�	�� ������	����

���
�������	�����#������������������
�������	�� 

!� ����
��� ���� 
����� �������� ����
�	�� 	�� ����������	� 
��
�������

�
�����������	
�� �)*+��!��������
�����������������%���������	�����������

���	���� 
���� : X = LX� � ���� �����	�	��� ��������� –� �������. '�������

�����%�����������������������   E = X - X = (I - L)X = MX� .        
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/����������������������
��� ����
�����
�������	
�� L � ���%������	����

����	� ���� ����� ��
��	�
��	���� ��
���
�������� ��#
������ #� 	
��� ����� ��

#� 	
�����%������	�	� �4*������������	
��� M ��� ���� �������
��	�
��	�����

��
���
�������� #� 	
�� ��
���� ���	�	� �4!���� '� ���������� 4!�� �	
�������

��������)*+������%������4*�� �4!�� � �����
��� ������
���� ����� �����������

���������	��
�����������������
�������� ���	����	�������
����� �
��
���������

*�� 
���5.11� ��������� 
������� �������� �������� ( )x z � ��� ��� �����	�	���

��
����������� �������� ( )s z � � ���������	�	��� �������� ( )e z . ( )L z - 

��
���	�����#������#� 	
����%������	�	�� ( )M z -���
���	�����#������#� 	
��

��
���� ���	�	� &���� ��� ����� ��	��
��� ������� �������� ���� ���� �
�����	���"��

��
����� �������	 ��� �� ��� ����� ���� � ������ ������ �� ���������	�� ������

�������� �� ������� ������ ���� �� 
��� �����	�� ����� 6��������� � ���������	�	���

�����������
��������%������������������������������������������2���� �����


�������������������������	�	�������������2
��	��������������
	����
����������

���������� n – 
�������� ��� ��%����� �� �	����� "�� ��
���	���	 ��� #�����

�������� ��������� 2
�� � ���� ��
��	� 
�������� ���� �
�������	�� ����%�����

������������
��
�		������	�	� 

 

 

������11���3�����LSS 
����������������������
����
���
�������#� 	
�� 

+ 

L(z) 

M(z) 

( )x z  

( )x z  

( )s z  

( )e z  
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!������ ���������	 � 4*�� #��	����� �� ���%����� ������ n �������, 

������������ ������������ ��"������������� 	��	��������(���������	
����������

������ ��� �����	�	���� ���	���� 
������������������	� ������ ������� �����������

������4*����	��������n-�
�	��������
���
����	�	������
�	�������(����
������

	���%� ��������� �����	�� ������ ������� ��� ����	
��	������ ������	�� 4*��� ����

����	
��	������������
��	�	�����%������	������������
����%�������� 

�+���	
��	������������	
���������������	�	�����������)�%������	�����	��

n ����� ���������#� 	
�������
��	�
��	�������"����������	 ����#�
��������n 

�
��%���������� �
�����12.  

 

������12. LSS 
�������������������	���������4!�� 

 

2�
�������	������
��������������	��� �������	 ��
��	
�������������� ��

���%���������������������������	
��	������������	���7���	����	 �����
�"�����

L(z) 
( )x z  ( )s z  

1( )e z  

�n 

1( )zM  

1( )ne z−  

( )ne z  

( )ns z  

1( )n z−M  

( )n zM  

�n 

�n 

�n 

1( )ne z  

1( )n
ne z−  

( )n
ne z  

( )e z  
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����	
������ 	�� �����%��� 
�������	�� ����� �� ����	
����� ��
������ ��������(�����

������ �� ������ ��%��� ���	���� ����	������ 
����� ��������	�� � 1����� �����

��������������
��	��������
��
��������������������%�����������-�	�
����	�
� 


���5.13. 1�	�
����	�
� ��%�� ��	�� 
���� ����	
������"�� ��������� ����
�	�� �%�

���������� 	�� �������	��� +���	
����� �	�
����	�
�� ������� �� ����
��� ����


����� 

������13. LSS 
�������������������	���	�
�������� 

 

)�%������ � �� 	�
��	������ ��
��	� ����	
������ ��	 � ����� �� ����� �����

����
��	���� ��%����� �� n �������� ��
���� 
�����14��(��	�� �	
�������n-��
��	��


�����������������"����
���	���	 ���#�������������������������%���#
�����	��

�������� ������ 
�������� 
�������� �� ���������� #� 	
���� �� ���� ����� ����

��
���
����������#
������#� 	
��� �������
��� �������#��	��������	�������
��


���������2�
�����#� 	
��������%������	���
���������	�����	 ���-9)n.  

'������ ���������� ������ �� ����
��	������ ������-��
������	�
�� 
���5.15. 

2�� ��	� ��� �������� ���
���� ��������� #� 	
��� ���� ����	
��	����� �������

������������!��
��� �	
������� ��� 
������� �
��������� �� ����	
����� ���%�����

���	�	���4��	�����������-��
������	�
���������������������������������� 

L(z) 
( )x z  ( )s z  

�n 
( )ns z  

( )e z  

IN 

mz−  −  

( )s z�  
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�������14���	
�������n-#��������� �����	�	��������������LSS 
�������� 

�������5��3������	����LSS 
����������������-��
������	�
��� 

2
��	
��� LSS 
�������� ��%��� �#��	����� 
�������	�� ��� �
��
���������

�������� �	��
�� ���� �������� *�� 
������6� ��������� #
�����	� �	
��	�
�� ��


��
��������
��	
���
���������
�����������������	�Matlab (Altera DSP Builder). 

*�� 
������7� ��������� �	
��	�
�� �� 
��
������� �
��	
��� ���	����� !� ������

����	
������
��	
����������-��
������	�
��	��������-�	�
����	�
�.   

L(z) 
( )x z  ( )s z  

�n 

1 ( )s z
 �n 

2 ( )ns z  
1z−  

1 ( )ns z−  

�n 
1 ( )n

ns z−  
1z−  

( )ns z  
�n 

( )n
ns z  

1z−  

1( )ns z  

Ln(z) 
( )x z  ( )ns z  

( )e z  

IN 

mz−  −  

( )s z�  
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�������6�����	��������� �����	
��	�
���
��	
�����
��
�������LSS 
��������

��Altera DSP Builder (Matlab, Simulink). 

 

�������7��'���� ����	
��	�
���
��	
������	������
��
�������LSS 
�������� 
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�������8��3	
��	�
����
��
�������������-��
������	�
����Altera DSP 

Builder. 

 

�������9��3	
��	�
����
��
�������������-�	�
����	�
����Altera DSP Buildel. 
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3�
���	������ ����	
����� �� ������� *�� 
�����20� ��������� 
���� 	�	�� 
���	��

�
��	
���� *�� �
�#���� ���������� ������� �����
�������� ������� �� ���	������

����� ������� �������� �	���� 
�������� �� ����	������ ���	����������� ������ ���

#
�����	������������������
��������� �!��������	���%��
��	��������	�
����	�
��

	�� ��
�����	�
�� �� ���	��� Quartus II�� ��������� �� 
��
������� �	�
����	�
��

���
�%����� ��"�� ����	
����� ��	
����� ��-�� 	������	����� ���� ��
������	�
��

���������	-��	������	����� 

 

������20��2
������
���	���
��������
��
�������LSS�
�������� 

 

3��	��� �������� �� ���#���	�� 
�������� �������� �� �������������

�	�
��� ������� ��� ���#���	���� 
�������� �������� 	�� ��������� ��������

�����%������ 
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5.4. ���+!%����� �#$%��$�-� �����%��%��� � ��$����)��*��+�� � �

���!��( ��% ��!��  

 

*���� ���� �	�
��� LSS 
������� ���� �	������� ����������� �������� 	��

���������"�� ��	�	 � ���	������ ����� ���� ���� ���� ��� � ����������3���� ��� ����

���������� ����
������	 �����
������
����������
���������	������	�
��������

������ 
���������� (������� �
������ "�� ���	������	 ��� �� ������	� ��
����

����������� 	�� ����������� ���������������	 � 	
������������8���� ��	 � �� 	�����

"�� ��������� ������	� ���#���	�� ������� �������� ��������� �
�����	 � 
������

������ ���� ���	������	 � ��� ������ ��������� ����
�	�������!��
� 	��� ��� �����

������	
���������������
��	������ '��	�����������������	��������������������

��	�����������������	��
���	����#���	��
��������� 

!� �
�	������ � ���� LSS 
�������� �� ������ ������ ��%�	 � ��	��� ����������

����
�	��� ����������� ��� ��	���� ��	 � ������ 	��� � ��%����	 � ������

���	��
���	����#���	��
��������	�����	������������
�����������	�	��	�������

���
�	�� ��
��
��� ���	���������� ���������� ���#���	�� LSS 
������������ 
���

���������	���� /�"�� )*+� �������� ����� ��	������ ��� ��
���� � ������� �����

��	���� ���	� �� ��
��� ���	�� ����������	�����	�� ����
��� ������	��� 	�� �������

���	 ��������
������	 �������������������������������	��
���	 (��"�����	��

����%����� ���
���� �	�
����)�� 2������ ���	 � ������ �
������	 ��� ������	��

��	���
����������������������%������6��������	����LSS 
��������	������	�������

��
��� ���� 
�%����� 
���	��� !�
��	�� ��� ��������	 � ��%��� 
��������� ���

�����%������ ���� �	�	��	������� 
�������� ��	�
�������� � ���������� ���������

(��	����	��
���������	�
�
��������������	���� ���	�)*+� 

'������������	�� ���������	��������������	�������
��
�����,������		��

�	��	����� ���� ��� ��� ����		�� 	�����	� ��������� ��	�
��������� �����������

2�	����� � �
���� ����� ����
�� ��
���	
�� ����
�	��� � ��	
����� ����
�� ��������

�
�	�
������	� �������
��
�����!�������������	�������
��	��	 ������#���	���

��	�
������	�����
�����������#���	�����	�
��������21����*����������#���	��
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��	�
����������� ����������������	������������
���	
�������%���������	 ��

���� ��� ���#�
��� ��� �������� ��������������%� �����
���� ������� ������ �

��������� 
��� ��� ��������� ��	
���� ��
�
��� ��������� -�"�� �
�"��� �� 	��	�

-�
���-!�	����� ��� ������	 � �� ��������� ��	���
������ ��
����� ��
����� ��21]. 

��������� ��������� 	��	�� �� ������	 � � �����	� ������������	� � �������	 �

���
�	����
�������.    

�������������"�������������"��9
��	��	 �������	�	��	��������������	�

�������2
���������	� �����������������������������������������������	� �������

������������������������������ 

� � � � �
� � �
= − � � � , � �= �� . 

'�� ������ ����
�� ������	� ����������� ���������� ������� 	��
���� :����-

)�
������ �������� ������� ������ 	���%� ���	 � ��	�� ����
�� ��������� � /�����

����� � ����	 � ������	��� �����%�	�� ����� ��	�
�������� � ��������� �������

������	�� ����������	�
�������� ���� �����	�	����	������������ ����������	�	����

�������� ��%��� ��
����� � ������	�� ����������� ������� ��	
�� ����%�	 � ���

��
����#
�����	���!���	��	 ���	�
����������������������������������
����	��

���	�	��	�������������(��	��������
��	���	������������
��� ��������� ���
�����


�����
�� ���
��
����� ����� ���	�����
���������������
��	�
� ����������!����

�	�	��	���� �
�	�
�� ���� ��
��
��� ������������ ��
��	�
�� ������ �����

�	�����
���	� � ������������ �
������ ��� ��	���	������ ������������� *���� ��

�
����	������ �� �������� ��	�
��� �� ����
���	
���� �
�	�
�� ��
�� 	�� ���
���

[134,287]. ,� �
�	�
�� ��	
����	 � ������� ��
�
���� �#�
����� � ��������	 �

�#��	����� 
���������'������������� ��
��	�������
�������� ��
�	�
�� ���
����

!�� �� �� ��	�%���� �� ��
������ �� �
�	�
��� ��
�� �
�� ��������� ����	�������

	
������+
�	�
��
��
������	 �������������	�������	��������
�������34]: 

1

,
1 1

N N

i j
i j i

I η
−

= = +
=∑ ∑ ,  η� �

� �

�

� �

��

� �

�
=

>
≤





�

�

���

����
�

. 

(5.24) 

(5.25) 
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'�� ������ �	�����
���	� � ����������	� ������ � �
�	�
�� ���� ���� ���� ��� 

��
��� �����������
������������	���	����������������� 

� 	
� �

	 

� �

=
− �

�
, 

������
���� 


 	
� � �

	 

� �� �

=
+ −�  �

��
. 

(�������������������������	���N ������
��
�������������������
�	�
� I. 

-��� ��������� 
���� �������� ��
����� 
���� α � � ������� ������ N� ����������

������������	�����
��� �������������"������%��	 ������	 ��
����		�����	����

�
������	��	 ���	�
������������������� 

	 	 	
� �� � � �� � �− ≤ ≤α α . 

'�����������	�
�����
������� 	�
��	���������������
�	�
���������
��	 �

p, ����������������������
���������������%��������	������
��	������������	�

��������� 

(������
�	�
�����
����������������	�������
����� 

'��	��������� �
�	�
�� ��� ������� ������ ���� ��%����	 � ��� ��
�����

�������	������ ��	 ������ ��������������������"����������������������� 

2
�� ����
����� �
��	���� ������ ���������� ��
���	
�� ������%���� ���

�	�
���������
�	�
�������������
������������ 

+
�	�
�� ������	 ��� ��� ����
���	
������ � ��	
����� ������� ��
�
����

�#�
����� 

+
�	�
���
��	�����
��
����������������������
�	������������ �� 

+
�	�
�����������
������
��������	��	���-�
���-!�	����� 

(����� ������ ������� ���	�������	�� �
�	�
�� ���
��� ���� ����������

��	�
�����������������������������������%�����)*+�  

�	%�� ���� ������ ���	��
���	� ���#���	�� 
�������� ���� ���	
�����	��

������	 � ��	�
��������� ���������� �� ��������� 
��������� /�"�� ���	���� �
��

���������	 � �������� ������	�� ��� ��%���� 	�� �������� ���%����� ����������� �

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 
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����� ����
��������
���������������������
������������������������
�������

��������
������	���������������������������� 

������������ ����� ������ ��
���	 ��� �	�	��	���� ������ �� ���#���	����


��������� -��� � ���� �
���	������ �-�	������ LSS 
������� �� ������� ������

��������	�����
�����
��)*+������������'����������
�������
�����	
����������

��� ���#���	���� 
�������� ��������� ��
������� ����� ��
��� ���	���� ���������

#������
�������� 

, ,
1 1

( ) ( )
k

j i

nk

j i
i j

S t a B tτ υ
= =

=∑∑ .                                         (5.29) 

)�	
���� �����������)*+� ���������� ����� (5.29) ����	
������"�� �������	 ��� ��

��	
�� ��������������
������	����
������� (�����������������): 

[ ]1    ... = 2 3 kP P P P P .                                           (5.30) 

!��	�
����#���	��
�������������������������� 

[ ]1    ... ′= 2 3 kA A A A A , 1, 2, 3, ,   ... 
ii i i i n ia a a a =  A .            (5.31) 

'��������������������	
���������������������	 �����������
���� 

S = PA .                                                          (5.32) 

(���������)*+��	
����������	������������ 

 
1ˆ −′ ′ ′A = (P P) P Y = GP Y .                                           (5.33) 

'����� ������ �	
���	�� ����
������ ��	
���� )*+ � �	�	��	���� ������

��
���	 ������
������������	�������*���� ���
��	�������%����������������

�� ��
��
��� ���	���� �
�� 
���	 � ����� ���#���	�� 
�������� 	�� 
���	 �

���#���	��
�����
��������� 

 '��
�����������������������	
��	�
���
��	
�������LSS 
�������-���	������

�	�	��	������ ��
������ ���� ������	�� ������ ��
��
��� �������� 
�������� ���

���������	  (INV)�� ��
��
��� ���#���	�� ��� 
���	 � ���� (ZE)�� ��
��
���


����	������#���	����������
������� (EQ)�
�����21.  0����INV ��
�������������
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ir �� "�� �����	 � �
�� ������	 � ��� ����	��	 � ��	�
��������� ����������� 2��

�������������������������
��
������	 ��������������
�������������������������

������ �����
��� ����������� �������� �� ������� ��� ������ ZE� 	�� EQ. 

2�	��
�%��������������������������#���	��
��������
���	 �������������������

���������ZE ��������	�
����	�
�����	�����!����������������������EQ ���������

ieq ���	��
�%�������������	���	����#���	����������� iw .   

 

������21��3	
��	�
���	����LSS 
�����������	�	��	��������
����� 

 

(��������	
������
��	
���
��������������	 �����
��� ����������
������

��
������������
����������������-���	����������	��������
�������	�����
�	����

�	��
�������������
��	
��
��������� 

LSi iυ
A  

iυ
E  

+ INi 

INi 

- 

INV 

ZE 

EQ

N  

2ˆ iσ  
iυ

E  

2σ  

ir  

2ˆiσ  

iw  

ieq  

1iυ −
E  
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3���LSS 
����������
����������	�����������������*��
������22����������


���� 	�	��������	�	��LSS 
����������
������������������

 

������22��!�������������������
���� 	�	��������	�	��LSS 
�������� 

 

;��
���
���� 	�	��
�������������������
���
��������	��������������������

������� �������� ������������ �� ����	������ ��� 	�� ��� ��� -��� LSS 
��������

����
��	���� ������ �� �������� �
�	����� ��������� -��� ������	� 
��������

��
	������ ���� ������ �� �������� �������� ������ �� ���� ���� ��� ������� LSS 


����������*�����	 �������
������	 ����������������	��
�����������	���
	���� �

�	
�	�� ��
��	�
���� ���� �������� ��
	���� 
��������� ,�� �� �
�
����� ���� ������	�


�����������%�����������������
	����������	 �����	�����������������������������

LSS 
������� ��		���� ������ ��	������ ��� ������ ����� ���
�%����� ���
����

��
��	�
��������������
�����+�
	����LSS 
������������
�%��������	������������

	�������� 

� � � � � � � � � � � � � �
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� �

� �

� �

� �
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5.5. ��$(��($� �#$%��$�-� ������$����- ����#�%���- ��+$�+�%�

�% ��!��  

 

3��	���� ���	�	��-��������� 
�������� �� �
������ ��%��� 
�������	�� ���

����	��������	������
���������������������������	����	 ��� ��	��� ������
��	����

���������	�	��	��������
������!�� ��������	����������	 ����������
�	�����	����

��
��������� ����� ����� 
��������� 	��� � ����
�	�� ������� �������� ���	����������

��� ����� ������ ��� 6��� ���� ���	�	�� ��		����� ������� 	����� ���	���� "��

���	������	 �����	��
�	�����
������,�����������	
����,������	�	�������
���� 	�	��

������� 
�������� 	��� � �������� ��� ������ ������ ���	�������
�� 	���� 	���� ���	����

��	
�������������
���
��� 

�	
�����������
�����
�������
���� 	�	����	���������������	 �������	��

������� ��������� � �� ������� ��	
������ ����	���� �
��	
���� ����������� ����

������� �������� ����	����� ����� #�
��� ���������� �������� � ����� ����	����

������������������� 

)�%����	 � ����� #�
��� ���������� �������� �
��	��	 ��� ��� 
���� 	�	���

�	
������� �� 	-�� 
��������,����%����	 � ���	���� ���������� �������� �� ���������

���	�	����� ����	����	���� ������� ���
	��� ���� ����� ��
��	�
��	���

��
���
�������#� 	
�� 	�� �����#�����	���� 
���’����� �	�
���������� 	��)*+�


���� � 

����������� ������ ����	���� ���� ���
�	����� ������� 
�����23�� '�� ���� �����

���	���� �������� �	
�����	�� �#�
����� �
�� ���	�	�� ����	����	� ��
�������

�������,  
��� ������� /�� ������ ��� ��
���� ���	�	�� ��������� ��������� �� �����

��%������	�����	������������������ ( )B t 	��
��
�����	������ ������
��	�
��	����

LSS�#� 	
� L �� �������#���	�� ��
������	�
�� G ��6� 	�
��	��������
��	��� ��

���	�#����� ���	�	���� ����	����	��� �������� ������ Ident)�� -��� � ���� ��%���

����
��	�	������	 ��
�����	�������
����
�������!�������"������	 �����	��������

����	
��������������
��� ��� ˆ ( )F ω �	��	����	 ������� ˆ ( )F ω∆ ��	������������-
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#� 	
� ����� ��������	�� 	����� ��
������"�� �
�������#�
��� ���������-��� �������

	���%� ��%��� ���	�����	�� � ����	����	�	���� ������� ������� ���� ������	� �������

+���
�	���� ���
� ����%�	 � ��� ������� ����� 	�� ����%�� � 
�������� !��	�
�

Q ��������
���	
�� ���	�#�����	����
�
�������	�����������	
���0������
�����

#� 	
�������������������� ( )x t ��������������-��
������	�
����� ������������

�����������������	 �����	����������������������������������
���
�������#� 	
���

���#���	���� –� 
������� �
�������� ��	
��� )*+. 0���� ��
������� �
������


������ �
�� ��������	 � ����	���� ��������� �� ��		����	� ���� �� ����	
� 	��

��
����� � ��������� ��
���	
���� ����	� �� ��	�
� U �� 3	
��	�
�� �
��	
���

�������	 �������������'����	 ������������������#���	������
����%�������

	�����������’��	� !��	�
���
���	
��#� 	
��H �������	 �����������
������� 

������23��3	
��	�
���
��	
����
���������	������#� 	
��� 

 

/�"����������	������	�������
����������������	�����������������������

�
�	��	�� 
����� �������� ������ ������ �����
�"�� ������� 	�� ������� ���� ��

��
������	�
� 	�� �	�
����	�
� ����	 � ����� ������ '���	 ��� ����� �
��	
��

Ident ˆ ( )F ω  

( )B t  

,G L  

Q  

Control 
block 

Creat 
B(t) 

Calc 
G,L 

LSS 
filter 

( )x t  
( )s t  

U  

H  

ˆ ( )F ω∆  
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���
��� ���#���	�� �� ���’�	� (���� ����	������%��� ������ ��������	�� ��LSS 


���������� ,�� ���	 � ���
������� ����� ��	
����� ��������� ��������� ������ ����

�
�������	��� "�� ����� ����	���� �
������	 � ��� �������� ����� ���	��
���	�


���� 	�	�� 

3��	���� �� ���
�	��� ��’����� 	���%� ��%�	 � ����
��	�����	�� �������

��
�
��� �#�
����� �	���������������� �� ������� [120, 257, 295]�������������

��"�� ���� ����	
������ ���� ��	
����� ������� ��
�
���� �#�
����� ������24. 

+��������������	���	���������	
��������������
��
�����������������������	  

(INV). 1��������������	�����"�����	����������	
�����	������
��	 �����������	�

��������������������%���� 

 

���.5.24��3	
��	�
������	�������#� 	
�������
�	�����’������ 

/�"������
��	 �����������	� �������� ��
�	�����p ���� ����������������

��
����� 
��� α  �� �������	 ��,� ���� ���%���	�� ����	
����������� ���������/�"��

LSS 
filter 

( )B t  

,G L  

Control 
block 

Creat 
B(t) 

Calc 
G,L 

LSS 
Filter 1 

( )x t  ( )s t  

U  

iH  

+ 
 

INV1 

 

INV0 + mz−  
H  

−  

−  

1r  

0r  

α  
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����
��	 � ��� ���	 ��� ���� 
����
���	�� ����	
�� '
��������"�� ��� ��
�� ���

���	�	�������	
������������
�����������������
��� ������������	
������������

�������� 

(�������	�������� ���������	������������ �������
��	��-���������������


�������� �� ����� ���
���� ��� (LSS filter 1).� !������� ������� #� 	
��

���
���� �����  ������� ��
������	 ��� �� ��	
�������� �������� ���������

3#�
�������� ������� �������� �������	 � ��� ������ ��
��
��� �������� ���

���������	 � �INV1)�� 0���� 
��
������� ������ ���
��� 1r � � ��
����� ��� ������

��
�������� 0���� ��
������� ��
������� 
���	 � ��
���� �����	�� ��
���� ���	�	��

���������%������������	�
������������������������������������	�%�������
���	
��

iH �� LSS #� 	
� ���
���� ����� ���������$�����	 � ��
��� ���� ���	���� ����	��

����� �� ��������� ������ ��������� ��
���	
�� H ).� �����
����� ����	
�� ���������

�������� ����� INV0,� ����� ��
����� ������ ���
��� 0r �� ����� ��
������� "��

�
������	 � ��� �����	�%����� ��
���	
�� H ���� ������� �� �� ���� ��
�����

����	
�� 

 3	
��	�
�� ����
�	���� ����	
��	������ 
��� � ������ ����� �������	����

�����������	���������	������������������������(������������	 ���
���	�����

�����
�	���
���	����������
��������.�
���������	���������
�	���
�������	����

[295]. (����
�������	������������
���	�������	
���.   

*�����������	�	���"����%��������������������"���������	 ��
�����	��

���
�	��� �������� �� 	���%� �� �� ������� �������� ����	���� �������� ��� ���	�	����

����	����	�������������������
���������#�
�������	
����������� 

�������������	 �	����%�����	��
����������	������������ �����
���������

-���� ����
��
��������
��
�����"����������	 ��
�����	������� �������
����	���

	����������	������	�������	����������-#� 	
���������	���MatLab, Simulink.  

����������� 
�����25�� +�
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3+!� ������ ,��� �������� ���
�%����� ��� ��
��� ���� �
�#���� �������	 � ��� ����

������-#� 	
���!�������������������%� �����
�#���� 

 

������25.�+�
��������������	������������������������-#� 	
� 

 

3�����-#� 	
� ���� ���� ���� ��
��	�
��	���� –� 
����� �
�������� ��	
���)*+��

0������������������������������
	�������� �������
��	�
��	������
���
��������

��#
������4*�� 	����
����� �� �����������	�	��� �
��� �	%�������� ������������

#
�����	� ��������� 3��	��� ��#
����� #� 	
�� ������������ ������� ���
������

��
�	��
�����4�
������ ����6�&�	�������%��������������������&�������#������

fir1 Matlab).� !������� ������� ��������� ��� ��%� ���� �
�#��������� ��� ��
����

���	�	�� ���������� �������� ��� 	
�	���� ��"�� ��� ��
���� ���	�	�� �������� #� 	
�

�
��������������������	��
���#�
����������� 



 

 

219 

 ����������� ��	������ ����� ��
���� ���	�	�� �������� ��� 	
�	���� ��"�� ���

���	�	��������������������
������6��3���	
��������������
������7.�+�
�������������

���������
������	��
�����������%������ 

 

�������6.������ 	�	�
����
���������	
����
��������������� 

 

�������7.�3���	
����������	�������������������� 

 

!�����������
���	������������	�
������������������+��������������������

����"���� ���	�	�� �������� *�� 
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�/�"�����������������������#� 	
���������������������	��������	��������

	��������
�������	���#��	����
��
�		�����	�	��!�
�������	�	��������������������

�����%����	���� ������� 0.5 / n �����  n -����#���	��	�������� ����������������

#
�����	���������� 

 

5.6. �%�����%  

 

1.  �	
������� LSS 
������� �������� �� ���%��� ��� ������	� 
��������� ���� ���

���������� �������#���	��
������������	���� ���������
��� �����
�	�������


�������� �� 
������� �������	 ��� ��� ��%��� ���	�	� ��� ��
����� "�� �� �� ��

�
�
�����������������
�����	��
��������
�����	�	�����	������� 

2.  LSS 
������� ��	������� ��������� ��������	�� ����	������ 
������� 
����

���������"���������������	����	������� �������	����
���� 	�	�� 

3.  LSS 
������� ��������� �	
�����	�� �	�	��	���� ������ ���	��
���	�

���#���	��	����
��	���	�����	�	��	���������	��������
��
������	����	�������

���#���	��
�������� 

4.  LSS 
������� ��%��� �#��	����� 
���������	�� ���
�	��� �� �������� ���

�
�#��	��� 	�� �� ��������� �� �	�	��	������ ��
������� ���
���� �� ��������� ��

���	
�������������������������	 � 

5.  LSS #� 	
�� ��������	 � ������	�� ����	�����
��	
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����� �������� ��

����	������������������
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������������	
�������������	���������������������

���
��������
�������� 	
���-�����������������

	������ 

 

6.1. 
������ !� �"�#�$%  

 

����������	�
	������	�����������
������������	��	������	��-�����������

���������� �	�����	
�� ��� �	������	����
��������������������� ����	���� 	� �	����

�����������������	�����������	�����wavelet ����
	���� 

��
���������
���
�������	����	������	�������������	��-���������� ������

����	���� ��	�	��� ���������� �	� ����������� ��	��	���� ����������� ����
��� �	�

	�����������	�����
������������	������	���� 

�� ��������� ��
���
��� ��	������� �	�
	���� ��������� ��
����� ����	�� ��

�	
	����� ������	������ �	����������� �� �	� ���� 
	���� ��	�������

���
���������	��� ����������� �	������	���� ��	������� �	������ �	� 	���������

 ����	������	�����������
	��� [332]��!�����������
������������������ ����	�����

�	��������������"�����	�
�
	�	��������������	�������	
������
	�������	�������

�	������ �����
���� � �������� �� 
	����� ���	
��� ��
��	� 
��������� ���	
������

��	
������ ��� �������  ����	���� �	�	��������	����� � 
��������� �	�"����� ����	�

������	��������������
���	
	�������
��	��	������
���������	�	���	
��	��#������

�	�������� 
�� ���� � �	�	��������	������	����	��	��������	��#������ ��
���������


���������	������	
�����������	�������������	���� 

�� ����������� ��
���
��� ���������� ����	
� ��	��	���� ��	������� ����
���

 ����	�����	���������������
������ �������	�����
�	�������� [320]��!�����������

��	��� ��������� �	� ����������� 	������������ ��	��	���� �� ���������� ��������

�����	�������	�	�	�	����������
���$	� 

�� �������� ��
���
��� ���������� �	������	���� LSS ����	
�� 
�� 	�	����

	�����������������������	�������
������
�	��������.  
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�� "������� ��
���
��� ����������  ����	���� �	"������� �	��������

��
������	������ %����� �������� �� ��������� ������ "���� ���� �����	������

��������������������������	�������&
	��	�����
�����������"��������������������

�	�������	����������	���. 

������������
���
��������������	������	�������������������
������	
	�	��

������������ ����������	������%��	����������������������������������������	�. 

!���� �	��������	���� ��
��
� ����������� �� ��
������ wavelets ����
	��� � �	� JPEG  

	����������'�� ������	���� ��������	����"������ ��������� �� ��
������ �����	��

����	��������Lena”.  

�����������
���
���������������������������
�����
��� 

 

6.2. 	&'�(�-�)*��'�+%,��-.�-!/�0/1.� /* ��/+��'%  

 

(�	����	� ���������� �������� ����	��� �� ����������� � ���������� ��	��� �	�

��
�������� ���� ����
�������� ����	���� � �� �������� �������� �� ������ ����	���� )��

����������� �� �	������	�����	���	��������	�	�	�����	��- ��������	
	����	�����


������� �������������� ������������������	��� 

�������������
���$����������������	����	����������	������������������

�	� ��������	���� ��������� �� MatLab �	� MathCad. *	����	� �����	�� �����	�	� ��

	����������������� � �(����	�������
���$��Excel �	�VBA. ��
��������$����	��	����

	��������� �	� ����� �	����� MatLab �� �	���� �
��������� ��	��	���� �	� ���	�� �(��

��(���� ��Fortran”, ”Ada”, “Java”� ����	����� �� ������ ��	��	����� �������������

���	���� ���������� �	�������� ��	������	� ��
��� �	����� �� ��	�	��� ������ +�"���

�����	���� �	������	��	���� ���	�����������	���	�� ��"��� �	���������������� ������

����	��� �������� �� ������  �������� �������	����� �	�������� 	�	���� ��	���������

 ������	�� (���������� �������� �����	�� �����$���� �� �	�������� ���
�	��

��	�	��	�	�� 

BASES  -� � �����	������ 
�� �������� ��	������� �	������ ��� �	
	�����

�	��������� �	�	���������	��� �	� ������������ ����	��� ,�	����	���� �� � ����
���$��
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MatCad �� ����	�� ����	
�� �������� 	����	������� ������������������

���������������� ��	�� ������� �	������ �	� ��� �����
����� 
�� 	��	�������  ������

����	�� ����	
�� ������������ �	� 	�������	���� �	� %-.�� +����	���� 
������� �	�

������������
���������	����	�
�����������	����	�������������������������������� 

BFSPL      -� �����	������ 
�� �������� � ��������������� �	�%-.� ��	��-

 ������� ��������������������������	��,�	����	����������
��
�m  	�����/�������

����	����������������
���� 	������	��� � �� ���
���������������	������
��	�������

��
���
������� 

CDF -� �����	������ 
�� �
���� ��	���� �	������ �����
��� �� ����	��  �������

����
������	��	��	�����	����������
�������	������,�	����	����������
��
�m 

 	����� 

COMPRESS  -� �����	������ 
�� �����	���� �	� 
���
������ ��	�������

	�����������������������	������ �,�	����	����������
�� �
�m� 	�����	����������

exe ��
���
�������
�������������������������������������	���������������
���	��

������	������	�	��������
���
������ 

GEOLOG  -�����	
��	������	��������������
���
���� ��	����������������	�

��� ������������	����,�	����	����������
���
�m� 	���� 

MODEL  -� ����	
� �	������	���� ������	���� �
���� ��	���� ����-	��������

�	�	����������� � ���������� 
��
	� 
�� ��
���	���� ������� ��	��	��������

�����	���	��,�	����	����������
���
�m� 	����� 

SFFIR  -� �����	���� �������� �����	�� �	� �(��� $�� ��	�������  ����	����

�
���������
	���� �	�%-.� � ���������������� �	
	���������	���0	������	�����������

��������� ��	����������������	��	���� ��	����	����	
���������
���
�	�� ����� �����

5.2, 5.3.    

SPL  -���������	� �������������������	����	�
�������	�����������	����$��

�������������	��-����
����,�	����	���������
���
�m�� 	����� 

SPLL  -���������	� ��������	���(���
����	��	������	�������
��������������� 

�	���	
���	������������� 



 226 

LSS  - �������� �����	�� �	� ������������ ��
���� ���������� �	������-

�	������� ����	
�� ����	���� ����	���� ����	
�� �	������	����� ,�	����	���� ��

����
���
.m� 	���, *.mdl  	������������������
�����	�����Simulink �	�����������

�����	������������ �����������
������	������’����� ���
��. 

POLIGR -������	
���	��	�������������������������������� ����������	�����

��
������ 
�	���������� (�	���� ��������	��� 
��  ����	���� -� ���������� -

��������������,�	����	����������
�������	�����	���	�����	��(���	�	�������������� 

EXCEL  -� ����	
���� �	���� �� ����
���$�� Excel, ��	����	���� �	� �VBA”. 

����	���	
	��� �������������	���	
���	���������������������"�����������������

��������
�������	����������� 

!��������� �����	���	� 
�� ������� ��� �	
������ ������������� ����		���

��	
���� ��������
��������������������	���	
�����������������	����"������

�	��	�� ���������� ����"������� ���	���� �������� 	��������� �	� �	������ ��� ������

 ������	� 
�� �������������  ����	����� ��	
���	����� ������	���� �	�	�������

����	��� 

+� ���	����	� ��	��-���������� ����	�	� �� ��	�
	���� IDEF3 

[36,68,69,70,71,72]�� $�� �����	������ 
�� ��
���	���� ������������� ����������

'�	��	�	�����������
����������	�����������������������	�	�	��	��������� 
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%	���� �	�������� ������������� ���� ��� 
���	�� ����	�	������� �������

�������	�
�	��	�	�	��(�������	��������	��	����������	��	���	��'��������������	���

���	�	����	����������-�����
��������	���
��	�����	�	���	����������� ���	��������

����	� ��	��1���� ���	���������	��������	��������������������	
������	��	�	�����

"���������	
�������	�������	�������� ���	�������� ����������������	
������	�

��������������!	�������	
��������	 �������	��	�
����	 ����������	���
������������

��
��	�  ���	� �� ����	������ ���	
��� �	� ��� ������ ���� ������� �	��������� �����

����	���	���	������������������	�����	��������	�����2���"������	
�	��������	�

��	
��	� ������� �����	���� ���	
������ �	�	����� ����������� 	���	 �����

����	��� �����	 ������� �����������	�	�������	���������	����������
����� ��������


	����� ���	
��� ��	$�� �������	����� �	��������� �	����������� 	�����
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���	������ ��
� �����	���

�
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�� ��	���	����� ��������� ��	��	���� ��	 [314,320,332,333,336,338,339]�� %������
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���	� ���������	�	� ��	
��	� � �� ������� �����		� ��	������

(.��������������������	����
�����	������	��	���������
�������	���������������

�	���	������� ���
��	������ '�� ��������� ������� �������  ����	����

����	�����	���� ����������	������(.�����	�"�	�� ��	��	����	��������
�������

��
� 
���������	����� ����	��� � 3��� ����	����	�� ��	�����	���� ���$����� ����

���
���� �	� ����
���� ����		����,�����	��� ���
���� �� �	����� ���-������� �	������

�	�������	�	����������(.����
���������	
��������	
��������
�������	���	�(.��

����� �������� 5��� �������� ��������� ��	�	��� ������ �����	�������� ������	�� ��

�	�������������"�� ������
��������	
������	
��������������	���� ����	�����

	������������������������	�����������	��������(.��������	����	�	�������������

��$�� ��	������ ������� (.�� �	�"���� �	�� ��
��������� � ��
� ������� � � (.���

���	
��������	
������� 

 

,�������6�����(�������
����	������������
����������	� 
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!	�����6.1��������	�(.���	�"����� ����	����� �� -�����������	��������	���	 

&����→  �3��������	��	����� 

5	����→  6��������	 .�� (���� 

/���	�→  � �����	 �����	 � 6����	 

�����	�→ �������	
��	↓ (6.3) (6.4) (6.5) (6.6) (6.7) 

[ ]�
�

σ�

  0.9955 1.4007  1.1529  1.1289  5.9586  1.8103 

σ
�

�

 
 0.0128 0.0279  0.0364  0.0345  0.5612  0.2351 

[ ]�
�

σ�

  1.9963 1.9609  1.9819  1.9689  5.8074  2.3984 

σ
�

�

 
 0.0328 0.0369  0.0362  0.0358  0.6349  0.1903 

[ ]�
�

σ�

  2.9777 2.8225  2.8621  2.8529  6.5026  3.1713 

σ
�

�

 
 0.0438 0.0469  0.0472  0.0466  0.5260  0.1088 

[ ]�
�

σ�

  3.9929 3.7327  3.7905  3.7829  6.9643  4.0206 

σ
�

�

 
 0.0629 0.0608  0.0578  0.0574  0.5820  0.1150 

3��
���������	�����6.1. 

	����→ ���������	��������������������-��
���� 

�	����→ ���������	 ��� ����� 

 ���	�→ �- ���	 ������� 6������ �- ���	 ������� 

�����	�→ (6.9) (6.8) (6.10) (6.12) (6.11) 

[ ]�
�

σ �   1.5219  1.7048  1.5081  6.5242  7.4890 

σ
�

�

 
 0.1138  0.1105  0.1126  0.7032  0.7420 

[ ]�
�

σ �   2.2446  2.3574  2.2354  6.5066  7.3947 

σ
�

�

 
 0.0895  0.0993  0.0886  0.7728  0.8476 

[ ]�
�

σ �   3.0225  3.1238  3.0158  7.0669  8.0061 

σ
�

�

 
 0.0699  0.0736  0.0688  0.5605  0.5980 

[ ]�
�

σ �   3.9483  4.0215  3.9421  7.4829  8.4016 

σ
�

�

 
 0.0812  0.0816  0.0806  0.7328  0.8078 
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1�� ���	�	��� �$�� 	������������	����
������ ����
	� �����	
������ ��	
�����

������� 
�� �	
	���� ��
��� �� �	������ �� �����	��� �	����	������ ��
�������

������	����������	�����������	��������	���������	����	��������
�������
��

����� 	��������� ���
��	������ �� �	������ 0	��	������$�� ���	����� ���	����� ��� ��

����
�����������������������	�������%-.� 

 

!	�����6���������	�(.���	�"����� ����	����� �� -���������
��������	���	 

	����→  �3��������	��	����� 

�	����→  6��������	 .�� ����� 

 ���	�→  � �����	 6����	 � 6����	 

�����	�→ �������↓ - - (6.13) (6.14) (6.15) 

[ ]�
�

σ�   0.9979 3.8062  3.6797  3.7011  1.3628  1.3015 

σ
�

�   0.0159 0.4140  0.3966  0.4004  0.0572  0.0695 

[ ]�
�

σ�   1.9963 4.1295 4.0294  4.0491  2.0658 2.0716 

σ
�

�   0.0328 0.3880  0.3744  0.3788  0.0500  0.0539 

[ ]�
�

σ�   2.9777 4.5080  4.4560  4.4729  2.8769  2.9118 

σ
�

�   0.0438 0.4450  0.4068  0.4109  0.0492  0.0532 

[ ]�
�

σ�   3.9929 5.2519  5.2004  5.2170  3.7553  3.8235 

σ
�

�   0.0629 0.2232  0.2115  0.2141  0.0624  0.0612 
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!	�����6�������
������� 

������→ ����		
� �����
� �� ��
�	�		�-���	����		� 

���
� → �����	�	�� ��� �
	�� 

���� → �-���� ������ ������ �-���� ������ 

��
��� → - (6.16) - (6.18) (6.17) 

[ ]�
�

σ�   4.3616  4.3994  4.3661  3.3601  2.4386 

σ
�

�   0.4467  0.4512  0.4474  0.3091  0.1831 

[ ]�
�

σ�  4.6703  4.7055  4.6745  3.7413  2.8949 

σ
�

�   0.3891  0.3878  0.3892  0.2716  0.1640 

[ ]�
�

σ�   4.9826  5.0135  4.9862  4.1832  3.5328 

σ
�

�   0.4694  0.4732  0.4699  0.3029  0.1471 

[ ]�
�

σ�   5.7169  5.7442  5.7202  4.9773  4.4018 

σ
�

�   0.2518  0.2579  0.2527  0.1508  0.1054 

!	�����6���������	��	������������������ �� -������������������	���	 

������→ �3��������	��	����� 

����� → ���������	 ��� (���� 

���	� → � �����	 �����	 � 6����	 

������ → (6.3) (6.4) (6.5) (6.6) (6.7) 

��

 -   2.3053   2.2069  16.5576   4.4978 

σ
�

�

 -   0.3216   0.3038   2.6165   0.8580 

��

 2.5412   2.5600   2.5011  15.9445   4.7247 

σ
�

�

 0.3868   0.3897   0.4019   2.5458   0.9654 

��

 2.8037   2.7238   2.6677  17.0270   5.5113 

σ
�

�

 0.3763   0.3385   0.2864   2.2326   0.6875 

��

 3.1769   3.2345   3.1195  18.2075   6.0245 

σ
�

�

 0.4122   0.5132   0.5445   2.4034   0.9164 
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3��
���������	�����6.3.  

�
����→ ���������	���������������������-��
�������� 

����� → ���������	 ��� (���� 

���	� → �- ���	 ������� ������� �- ���	 6������ 

������ → (6.9) (6.8) (6.10) (6.12) (6.11) 

��

   4.0307   4.5349    3.9201  25.7583  23.0963 

σ
�

�

   0.5832   0.5617   0.5581   4.3247   3.8252 

��

   4.2734   4.7042  4.1597  24.1233  21.7303 

σ
�

�

   0.5611   0.6297   0.5461   4.9724   4.4812 

��

   4.0210   4.7373  3.9638  26.7219  23.9926 

σ
�

�

   0.5818   0.5663   0.5885   2.7630   2.4420 

��

   4.7501   5.1135   4.6891  28.1210  25.0467 

σ
�

�

   0.5969    0.5116   0.5937   3.9045   3.4041 

!	�����6���������	��	������������������ �� -���������
�������	���	 

�
����→ �3��������	��	����� 

����� → ���������	 ��� (���� 

���	� → � �����	 �����	 � 6����	 

������ → - - (6.13) (6.14) (6.15) 

��

 11.7111  11.0755  11.1418   3.3971   2.9361 

σ
�

�

  1.6793    1.5761     1.5235   0.3850   0.3575 

��

 11.8755  11.2540  11.2116   3.7150   3.5273 

σ
�

�

   1.7043    1.7119    1.7437   0.4904   0.5038 

��

 11.3576  10.9994  11.0421   3.9589   3.8784 

σ
�

�

    1.6211   1.6545   1.6389    0.4481   0.5451 

��

 12.1315  11.5615  11.6535   4.2232   4.5938 

σ
�

�

    1.7533   1.6500   1.6174    0.4092   0.5350 



 245 

3��
���������	�����6.4.  

�
����→ ���������	��������������������-��
�������� 

����� → ���������	 ��� (���� 

���	� → �- ���	 ������� ������� �- ���	 6������ 

������ → - (6.16) - (6.18) (6.7) 

��

  14.0083  13.8603   13.9779  10.9820   7.1017 

σ
�

�

    2.0115    1.9910     2.0084    1.6959   0.9406 

��

  13.6101  13.5731   13.5777  11.1605   7.2258 

σ
�

�

    1.5531    1.5540     1.5513     1.2778   1.0401 

��

  13.7201  13.6328   13.7048  10.7937   7.2517 

σ
�

�

   1.7271     1.6658     1.7168    1.2470   0.9586 

��

  14.0230  13.8922   13.9963  11.1644   7.4625 

σ
�

�

    1.9859    1.9787     1.9846     1.6329   0.8403 

 

�����	���������	������	�������$������ ����	����
	��������������
��������


���������	������	
������	�������	��������	����
����
������&*7�
���������	����

��	
������	���	���������	�������	������	���������������� 

#�� �� ������	����� ������	���  ����	���� �� ������ ��� ����������-��
���������

���
�����	������
�$�� ����"�������� ���������	����	������
���������������������

�	�������1�� ������������ �����	����� 
��������� ���� ������������ �� ��������	�����

����������	�%-.���	������ 

(�	��������	� ����"��� �	��������	��� 
�� ����	���� �	� ���������� � ��� �"��

�������	�������� ����	�����������������	� ��������	����
������	����������

����	��� 
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6.4. 	/��)2� �1%'3�.�0%5 ��� ���/��)��,�.)�+.�1%$�/* ��/+��'% �  

 

�
���� �� ����
���  �������	����� 
�	��������� �� ��
������ �� �����	 �����


���
������ ������������ ������� [176]�� (���� ����
�� �� ������ $�� ������������

����
	���������� �	����������	��$����������������	����������
�������	�����������

+���
	��������������� �����	�������� �����
���
���	��	�		������	����	�������	�

�����������2��������	������	��������	���������	 ��	������	 ��3�*-����	�3�*-

���� � ,������	� �	�� ��	
���  ������ ������ 
��	�� ����� �� �� ���	��������� 2�����

�������	���� �	�	������������� �	�������� ��	����� ��������� ����"��
� ��	��
�����

��
� ��������������	
���� ����������� ����������� ��	� � �� ����	 [280]��'�� 	�	����

������
��� �����	��� � ����
��� ��
� �������	��� �	� �������� �	�	������� ������

������������ �	� ���������� 3	�	����� �� �������	��� ������������

�������	�
����	 ���	� ����	�� � 0	�
	���� ����	�� �� ������������� 
	����

��������������	
������� ����� ������	���
	�"��	����	���	�����������	�����	�

	�	������
������������������	� 

'�� �	��������
	������������������������	��� ��������
���� � ����	�	�����

&13� ��� � 	�	������� �������������� �	� ���
�	� �� �	���� ������������� 
�� ���

����������
�� ���
���� 
�	�	���� ������������� -1.25 -� ������ ������ ��	��������

����������� ��
���	������ �	� 
������ 	� �	���� �	�������� 
�	�	���� ����	��� �	����	�


��������	�������	�����	�������������4����*	��������
�	�	������������������	��

���������$�����4�� 

'��������	�����	�����	����������
���	������
	������
������� �����������

��
����� �	� �	�	� ��� �	���� �	� ��
��	�� !	���� ������ �	�	����� ������ 
	���� �� �-��

�	�	�����	����������.�� 

������������������������������������������������ 

1.�-�����
������ ��������������� ��	
���	���� 
	���� �� ����	������

����������������������������	�� 

2.��3�����	���
���	����� ���������	�	
���	�������
�����������������	��
��

��
	�"������������
� ��������	������	�	�	���	� 
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3.��-�����
����������������
	����
����
	�"����������	���� 

(������ ����"���� ��� �������� �� �	��	�� �	������� ��
��
��� ���������

�������"����� 

��������	���� ������������ �� ������  ������� �����	���� �������

������������  ����� ���������� � ����	��� -������������  ������ 
�� �	
���������

��	
���	������������	��������������
���������
����
�����	�������������� 

����������������� ���
���
��	�������	���� ������	�����������	
���� �����

���	
���	���� ��	������ �����	��� 
	���� �	� ����������  ������ 5��������
���


� ��������	���� 
	���� ��� �
	�	���� ������ �	�������� "������ ��������	����

	�	��������
� ������	���	� �� ��������������	 	� ��	���� ������	�������������

����������������	��� 

0	������	���� 
�� ���������� ��	�
	������ 	����	������ ��� 
	�� ��	������

������	���� 

3����	���	���� �������� ������� ���� ����"���� ��� �	������	���� ��	��-

 �������� '��  ����	����� � 	�������	���� �	� ���������� 
	���� ���� ��������	�����

���������	�����������	���������
�������� 

3����
���� ������������� ���  ����	���� �	� ���������� 
	���� �������

����������� ��� ������� ����������� .�������� ������� �� 
	����� ���	
��� ����

������������� -� ��	�����		��� 
���	�  	������� �� 	�	���� �����	��� (��������� ����

��
����
���� ����	����	� �� �� �	���� ����
���	����� ���������	�� ���������� �� ��� �	���

��	
�����	�����
��	�	����
��	�� ���������	��3���������������	��������-����	��

���������	�������
��	����������������������	��������������� ����	����� �3���������

��	�����	������	
���	�����	�����	�
������	�� 

3��������	�������	��	����	�������� �����������
���������	�����	���������

������������������������	���������0�����	���������������
�����������������
	����

�	������	����	����������������������	�� �������� 
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�� �������� ��������� �����	������ �	����������� ��	�	���� �	
	��� ��������	�

�����	�	��$���������������������	����	� �(��
�� ����	�����	� �����������
	������

�	
	��� ����� �	�� �� 
��������� ���������� ��������� ��	������ 3����	�	� �����

��
� ��������� 
�� 
�������� ��	������� �	������� $�� ��	
	������ �� ���������

 �	����������������	�������
����
���
����������
	��������	��������	�������������

����	� ���������	�������� �� �	������	���� ����������������������	�����
	������"��

������	��������������
����	������������� 

����������� �������� �� �	�������� ��������� ������ ���������� ����"��
�

���������	��!��������
���	��- ����	������	��������		�����
�	��	� ����	�������

������ ����	��� � � ,�����	��� �������� �������� ���
���� ����
�������� ���������	�

���	�	����	����������� 

-	�������������	�	���
	�������
���������	�������
��������	�������
��������

�
������	���� �
���	���� ��  ����	������ '�� ������	���� 
	���� �� �������

����
�������� �����	������ ������ ��-�� ��
���� $�� �� ������ ��	��	�� !�
�� ������

 	�	��������������������	��������	���������.������������.	� 

 

 

,�������6������,������	  

 

 

,�������6�����,������	 
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3��� ������	���� ���������� 
	���� ��
���	������ ��
�������� �������� �������

"����� ��	��-�����������������	����  ����	����� ������������ �	��	���� 
�����	�

�����
���	�,(�������	��������	���������%4�����!����������	��������������	��
����

�� 
�
	���� '�� ����������� � ����������� ��	������� %-.�  ������� �����	����

���������� ��  ����	���� �� 
��������� �������� ���	��
	����� ����������

 

,�������6���������
�����	"�����������	��	�
��������	� 

 

,�������6��������
 ������	�������	������������ 
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��	�	���	�"�	����� 	�	��	�� '�� �������� ����	��� ��������	��� �	���� �����	�� ��

����
���$�� ������� ��  !"#�$%&��!��'#�� �()�*+-transform: wtransf1.ps, wtransf2.ps, 

wtransf.tar.z). 

���
�����������	����	�	����	�������2��������
�	��	����������	�����"�������

��	
������ '�� ������� ������������� �	������	��� �	���� �� ��	
�	����� �-��	�����

(QS-wavelet). (����������������	������
������
��������
���������	��	���������	����

��
�����-��	������
������	
	�����������	���������	
�������
���������	��-1.  

3	�����	�����������������������������	�������	�������������������	�����

!	���� ������ ���������� ������� G1 �� �������	�������� ��	
����� ����	��� $��

 	������� �� ���������� ������������� 3����
���� ����������� ��
������ H1� ��

������������������H2 ��G2. &�	�������H3 ��G3 �	�H4�� G4����������H4,G4,G3,G2,G1 ��

 

,�������6.23. ���
���������	 ����������	 
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������	����
�������������������� . 

-	� ��������� ���	�	��� ������������ ��������� 
������������� 0	�	����� �������

��
����
	�� ���
������ 6 ���� ���������� 
����	������� ��$�� �������	������� ��	
����

�������� �	�	��� �������� 
�� ���� ��	������ 	� ����� ��� ����	� ��������� ����
	���

��
��	�����-	����������	�������������	���������"������������������ �����������

����������� �� 
	���� �	
	��� �������	��������"��� ��� �� �� ���	������� ��	
�����

�������	���!������	��������������	��G4,G3,G2,G1 �	���������������!	����������

���������� ���������� �� ��� � �	���� �������	� �� ��
 ������	���� �������	��������

��	
�������� ��������� ������	�� �����	����� -� ������������ ������� H4 ��������

������ ��-�� ��
��� ���
���� 
	����� ,������������� ������������ ����
������

 

G1  
(N/2) 

G2  
(N/4) 

G3  
(N/8) 

G4  H4 

 

,�������6.24. Wavelet 
�������������������	� 
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����	����� �������������
	����������	�H4. ,�����	�������������������	�	����	�

��������� 

#���	������ ������	�� �����	
���������8���� �	�"	�������	
��� ��	�������

'� ��������	���� �	����� ����	�� 
	���� 	�������� ������������� ������	�. 

��	���	�����������	����������	
����������������������� ����"����������"��������

(��������� ��������������	��������	������	����	�	������������
��	�������$��

���	
������
	�"���	�	���� 

!	���� ������ 	�������� ����	���� �	� ���������� ��	��	��� �	�%-.��	��� 

��	���� �����	��� ����
� ������� 	������	����$�� �������������	� ���������������

����	��� 1�� �����	�	� �������� �	���	� ���� �	�������� ��	����� "������� ��	
������

,��������	�
������������������	��	� �
��������������������������	�	���	�������

������ ���
���� 
��������� ���������	�� &���������	� ��	��	���� �	��������	�����

 

,�������6�����,������������������	����QS Wavelet) 
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	�������� ��	���� ������"	� �	� ��	��	���� �����������
���$�� ������������		����

#�$�� �	����� ��	���	��� � ����� ��	��	���� ������� ������������� ��	��	����%-.�

 ��������������	
��"��� 

 

6.5. LSS ���'%" �')+)�) /* ��/+��'% � �2)#/$�%(�#%�+����/0%  

 

���������	�����������	 
������������������	 (	������	���) -��	��������

��������
�	���������������
��������������������
��� �� ���	������������������ ��

 ������������������	�����������������
�"������	�	��	��	�����������
����0������ 

��������� ����	�� �	���� �� �	��
���� �	���������� ������ ���������	���� ���� $��

�����
	������ ��� ������� ��	�
	��� �����
� ������������� �� ��������	� �� ��	��������

��
������� &���������� ����
� 
������� 
����
������ ��	���� �������� �	�������

���"� ���� ���	��� �	������� ���	����� ��"�� ����
�� !���� 
���� �	����� ��	��� ��

�����������������������������.�&�������	���������	�����	��	�����������
����

���’��������� (��	����� ���������� ������� 
������� 
������ ������� �	�����	���

���������������,���������������	���������
���������	�	�������	��	� (International 

Lung Sound Association (ILSA), European Respiratory Society (ERS), American 

Thoracic Society (ATS), Signal Processing and Biomedical Technology Unit of Aristotle 

University of Thessaloniki (Greece), R.A.L.E. Repository (Educational Programs on 

Lung- and Heart-Sounds))�� ����	���� ��2��	��� (	�	
�������!�4���������� +��������

��
�����	���� -&-2).  %���	��
�	� 	����	���� ��������� ������� �,�-.	� ��		�

�	�� ��	��������	��
�������	��	����������������� �/��(�**www.ilsa.cc).  (��	��	�

���������� �����	�������������������������
	����������� �������������	������

$�� ����������	����"��� [154, 162]��'��	�	������������	�����������
�	���������

����
���/��’��	�	������	����������	����������������������������������������	��	�

�������������������������������������������	�  -�����
����	��	������$����������

�� ���	���� 	����	������� 
�	��������� �	� �	�� ��	���� ��������� ������� 
����

����	������-	�����/��’�� �	� ������� 	�	������ ��	����	��� �� ����
�� ����	������ ��


�����������	�������	
	���/���	��Medi-Wave Inc���.	�	
		 �������	������	����
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�	�����������R.A.L.E.® View software��$��
�����������������	����	�	�	����	���

�������� ������ ����	��	������	����3����	�	�
������	���
�������	�����������������

��������
���
����	�����	
����������������������������
�������	��������	�����
��

���
���������	���� $�� LSS� ����	
� 
	�� ������� �� ���	���� �	�����,� 
�������� 
��

����	��������������	�����	�
�������	�����������	���.  

'��LSS ����	
����������	����������������������	�����	"�	�����
����
�����

����
�	�������	���������	����	�����
�������������
���	�����������������	
���

-	�������������	�	���������	��LSS�����	
������	������
��	���� � 	��normal). 

3��������	����������	�"�	�����	����		��%	�"�	������������ 

 

,���������LSS ����	
�����������	������
��	���� 

-	� ����� ���� ���	�	��� ������	�� ����	
�� 
��	���� ��� �������� ����	���� 	� �	�

���������
��	�����������������������������	����3��
��	��������������	����"� 
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,���������LSS ����	
��������
��	�������������������	�� (crackle1) 

 

 

,���������LSS ����	
��������
��	�����������������������������	����wheeze1). 

 

��������� ���	
�	���� ,������� ����	
�� 
	���� �	�	������� �������� -���	����


��	����
	��������������	��������������	�����������	��
�������	���
�������(���	��
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$�� ��
����
	�� ��
������ �	�� ���"�� ��������������� ������ ������ 
	���� ������

�������� �������������� �	� �
������ �	� ��
������ �� �������� ������	���� ��	���� ��

������
	���(������	���	��������������	������������	��(�������������������
	����

�	�����	��������	�	���������������	����������� 

 0���	����� ���
��	����� �	����	�� ������� �"�� �����	������� �	�	������

'��	��	� �������	� ���� ���	��� ����
���� �	� �	���� 
	���� 
�����	������� ��������

-�����
�������	����	��	�����	�����������$����
����
	�������������	�	���	������

��
����
������
�	����	�� �	� ����������	� ����������� ��������� 	�	����
����
����

����	���������	
����
	��� 	�������
��������������	���� 

 �	������ �����	���� ����	������ ���
��	������ ��������� ������� ���

������	���LSS ����	
����
�������������������������	������
���������	������	����

$��������	�����������
�����	�	�	����������	������	�	�����LSS ����	
��	����

��	����������"�����"��
"�������"��
����������������/��’�. 

 

6.6. �#�&�/ �� �1%'3�.�0%,�0/1.� /* �.���.� /* �"�-.�4)�3  

 

-	����"������������	
����������	�����	
���� ���������
������	��'��

��
������	��� �	������ �	���� �������	���� ������������ ��� ������7	�	��������

���������� ��
������	����� �� ��	��	� ���������� ������ ����
���� �	�	�����������

-	����� �� ���	�� �
����� ����	������ �	���� �	����� �����	��� ��� �	�	����� ������

����	������ �	�� �� 
��	��	���� �������� ��	����� ����	������� 7��	� �	� ������

�����
��� ��
������	������ ��
����������� ����	������������	������� �	��
������

����	
	������ �	� �
��������  �	��������  �������� �	������ �	������ 1�� 
�������

�	������	��� 
�� ����� �������� ���������� ��$�� �
�������� ��	��- �������

,��������� �����	������������	���������
���$��MatLab��$��
��������������	���

 ����	���� �	�������� ����	����� �� ������ "�	�� �� �����������
���� ��
��	�����

�������� �PCX  ���	�	�� 3����	�	� 
������� �������	���  ����	���� ����	�����

��������������� ��������� �������� ��	��� �	� ��	���� ��� �	
	���� ���������

�	�������� �	� �������	��� ����	������ ������	���� ����	���� �	�� ����������
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�
	�	���
������	���������������	�����"�������	
	����(.���������	����������

�	������ ��	��	��������� �	�����	� ������
	�����	� �	������	��������������������

�����������	�	�������������������������� ����	��$���	�������������
����������

�	����������	��	�� �/����	��������	�������
���������������
����������
�	���	�

���������  ������� �� ���������� �	�	������������� $�� �� ��
���� ������������

�	������%-.������	���������
��������
�����	������	������	�	����	���������� 

 

,�������������������	���
����	��- ����	��������	����� 

 

-	� �������� ���	�	���  ����	���� ����������� ������� �	����� .�����������

��������� ������ ��������� �� �� �������� �	�	
��� ������ ��	
���� ����	�������

%	����	���� ����������� �� �"�� �� �������� $�� ��� 
������� 
���	����� ��������

�������"�����"�������	��	
	�������������level noise).  

����
�����	����	
	��	����"���������������������	�������	����������	��	�. 

-	�������������	�	���������	��	
	��	���������	��������"�������������������������� 
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,���������,�����	��	
	��	�����	����������	��	�
������	������ 

 

&������� 
������� �������� ������� "���� ���� �����	����� ��������������

5��������	� �����	��� �������� ��
� ������	������� ���������� �	� 	��� �����������

�	������ �� �������� �����	���� -	� ��������� ���	���� ������	�� ��������

������	��
��	������	�����	����������� 

 .�������������������������	������������ ����	����� �������������������	��

��������� ���
��$��� 5��"����� ����� ��	����	
� ����
�����	
�	����		� ���	���

��������� ������������������������������������	������� +�����
��������"������

������� ��������� ��������� ������� ����	������ 	�� ���� ������ ������ ��"���

��
���	�������������
�����	����. (���
�����	
�	��������
�����������������	���

�� ������	����  ����	���� 
�� ��	
���� ����	����� �����
��� ��� ��’��	�� ��

�����������������������������	��9����	��8�����	���
��������$���	����"��������

������� �
������� ����������� ��
����
	�� ������	� 7	��
�� 	�� !���� �� ��������

	����	�������� ��� 	����	�����	���� 	
	��	���� ����	� ��������	����� �	� ������ �� ����
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�������������������� �	
	����%-.� 	�������� ���������	�������������	
��������

	
���������"���� 

 

,����������/����	����	��� �����������	�����	��������� 

 

�	������
������������	��������	�������
��
��
�� ����	��������	��������

�������	� �	� � ����������� 	��������� ���������� ����� ��	����	���� �����	���� �	�

DSP ��������	�� 	��� 39+(� ����	��� � ,�	����	���� �	��	��� �����	��� 
�������

�������	��� 	
	��	���� �� ���������� �	� 
���	� �	�	����	���� ���������  �	�����	�

��	��	� �	� ��������� �	������� �	�������� ��	��	�������
���� �
�����	������ ��

�	������	���� ���"� ��	
���� ����
���  �����	���� &*7� �	�������� ��	��	�� $��

��	�������� ��� �"�� ������� �	������� 	�� ��  ����� �������� ���������� ����	�� ��

�������3��������������������	
������������	
	��	���� 
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6.7. C�/��)��, �0/1.� /* �.���.� /* �"�-.�4)�3  

 

(���������
	�������	
����	�����	��������	���	�������	���������	
	�����

���������� ��� � ����������������������������������� ��	�������������	�����-	����"�

��	�	������ �� ������ �� ���������� ���������� �� ������ ����	������ 3����������

������	���� �	� ����
	�	� �� ������ ����	����� �	���� �����
���	� �� �	
	�	���

�����������%���
����������������	����
������	�
����������������������� [230]:   

���������������������
����������� ���	���; 

�����������������������������	���lossy).  

(��������������"��� ������ �������������	������	�����������	����
��	�����

������	� ���������� ��
��	���� �RLE), ����������� ����
� 9	���	-0��	-���	�

(LZW), ���
��	����7	 ���	 (CCITT)��!�����������
��	����	����� ���	���TIFF, 

GIF, PCX. 3���������
����	��������� ����������������������-���	��� 

'���	� ����	� ����
��� �����	��� 
�$�� � �����"�� � �� ������������ �	� ����
	��

	�������	���� 
	����� 	
	�������� � 
��������	���� �	� ������� �  ������������

������������ ����������� ����	����� �
������ (��������� ���	�� � ��-��� �	�� ��

����������������������	������-	�����	����������	�����	��������	������������	����

�������������
�����
�	����������	������ 

wavelets ����
��� $�� �	���� �����	���� ����������� ���������	����� �	���

�����	�����������	
������	����	������� �����	�������	��	��� ; 

����������� ����
��� $�� ��	������� ��� �	���� ������������� ���������	�����

����	������ �	�  ����������� ����������� �
������� ����������� ��  	������� ��	��

	��������������	�
	������JPEG 	������	� 

,������������������������	��	������	��������� 

 Wavelets� ����
�� ������������ �	� ������������ ��	������  ����������

3���������������������� ������������������"���������3 [112].  3���������
����

����	� �a) ���
�������� �	� �	���� �	� ���	��� (b)� ��
����� -��	���� ��
��� (b) 

�	�"	������ �� ��	������� �������	������� �	������ ���
���� 
	����� ��� ����� �
�����

���"�� ���	��������� 3	���� ��
���� �	���������� ����������	���� ( c)�� 
�� ����
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������ ������������ ���������� ���	���� ��
����� � 3����� �������� ������� ��� �	���

����������	��� ��	������� 	� �������	� � ����������	���� �� ������	����� �	�����

��
���� (d). 

�-��’���	� ��  	������� ��"���� �������	�������� ��	
����� ���
���� 
	�����

%	�������	������
���� ��������	�����	��	����		��	� ����������
�� ��	�������
�����

��������	�����	��	����		�����	���������
����������
���
	����0	���������
���������

���	�� ��������� -� � ���������� ��
������� 3����� �	� ������� ����� � �������	�����	�

��	
��	�����������	����������������������	����	���	����������������������	�

�	������� ������� ���	���� ����
�������� � ����	� �������� ��������� ����
���

�����	������ ��
��	����� 3���
����� �	����������� � ��� �����,� ����	� 
��������

��	�������������������� �	�� ��	�	�� ���	�����	� �lifting scheme)�� �'����� �����	����

��������
��
�����������������
���Wavelet Toolbox �	�����MatLab [252]. 0���	������

�����	����� �	����������� ��	�	��� �����
���� 
�� � ��
���� �	� ��������� ����	������

����	��
	��	�����		���������4 [54].  

6 ����������������������������	��������
�������
��"������������������	���

�	� �	�������  ������� ������������� ��
� ������ �	������ ��������� �	���	������

��
��������’����� 

 

 

a b 

c d 
 

,�������6.33.  Wavelet ����������
	��� 
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 Wavelet ����
�� � �	����������� �� ������	�� 	�	�	������ ���������� �� ��
������

��������� �����	��� 
�� ������� � ����	����� �www.analog.com). ������� 	�������� 

��	����	��� �� � ��	 ������� ��	�
	���� JPEG2000, 	�	��� ��� �	���	�������

�	�����������������������060]. 

 

 

+
���JPEG 	�������������	���������� �$���
���������� ����"���������
��

����� �� ����	������ ���� ����� �������� 	� �	���� ���"�� �������� 
�� ����� �� ������

��������	�������	� 
��	��� ����	������� +
��� ���������� ����	�� �� ������	������

�����
��� ����	������ � �� �	������	���� ������� ������� 
��������	���� 
�� �������

�	�������� 0	�	��	� � ����	� ��	�������� ��	��	���� 	�������� 
�� �����������

����	���������	�	�	��	����.6.35 [230]. 

3������ �����	������ �� ������������ ��	�
	����� ���������� ����	������

������������	���������
��������������	
��������
�������	�������	��������

���� �������� �	� 
����������� �������� �������������� �����	��� �	��������

 

,�������6.34��3��	��
	��	�wavelet 
����������������	���� 
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������������� �	� ������� ������� �� �������� �������� �� �����	��� 
	��� �����	����

����
���7� �	�	��'���
��	�������
���	�����������������������
���� 

 JPEG 	������� �	� �����
��"���� �	�� �� 	�������� 
���������� ����
�

�����	����� ��	��	����� �����
��� �	�
���� 
������ �������	������ �	�	��������

��	������	����������
��	�	����������	����	�����	�����	���������
��������	
�����

���	������	�����	�� ����������	�	������������ 

�� 
	���� ������� ������������� 
�� ���������� � ����	����� ��������	���

������������������
�������
�	��	��������������
����$�� �
��������������	��	��

��
��
���������
��wavelet ����
�����
�	�������
������������
���������� 

�
����	��	����������������������������	����������	�������	������	�%-.��

1��
�����������"���������������������	����������	
������	�������������	������

�� �� �	���� 	� ��	���� ���"�� ��-��	��3�	������� ��
�	
	�� ������
������ �� ����	������

�����������%-.��	���������������������
������	
�	������������	����������	
�����


���	
	������	������$����������	����	�����������	���	��������
������%-.�

�	��������� �����	������� �� ������ ����� ��	���������� �	�	�����������$�� 
�������

	����������	���	��������	��������"����� 

,������������������������������	�������!����������’������������������
��

������� ����	������ “Lena” ������������ �������� �������� �� ���� ��	
	������ ������ 

(������36).  

 

,�������6.35. JPEG ������������������������	���� 
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,�������6.36���!�����������	�������“Lena” 

'�� ���������� ��������	���� 	�������� �� ���
��� 4� ���������� 	������� ���

����������	�� 0���	������ �������	������� ����
����� ��� ��
�	�� �	� ���������

����	�������#�$�� � ������������� � ��
�	�� ��	��������� n (n� ��
������	� �	�������

��	��		� � � �� ��� ��������� m�� � ��� � �	�	���� ���������� �������	�������� �	������

����	������ ��	��������� n⋅m�� �������	�����	� �	����	� ����	������ ��������� ����

������	��� �	� �������	�������� �	������	� ���������� ��	���� ���������

�	���	����������������������	��	��������������0	���	���������	���������"���

�������� �����	� λ�� ��������� ���	��� ������� ��
��������� ����	������� ��������

�������	�����	��	����	��	��������������������	������ ����	�����������������������

-	�������� ��	����� ��������� �������� ��	����� 
������� � � �������� �
�������� ���

�����
����� 

'�� ���������� ����	������ �	� ������37� � ����	������ ���	�	��� �����
����

��������������
���
���������������
���	� 
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,�������6.37��(�������������	���������������	���	���������	� 

�������	������������	������������	�������	��	�����
�n �	�m��������	�λ��-	�

������38����	�	����������	����	�"��������n=m=8 ��n=m=16����
����
���� 

,�������6.38��4������	�����	������	�"��� 

-	� ������39, 6.40� ���	�	��� ��
������� ����	������ �� �����	��� λ1�� � �� λ=32, 

��
����
��� �n=m=8)�� +�"��� ������� ���������� ����	�� �� ����"����� �������


��������	���� �	�"������� ����	��� 6������������ ��� �	������	����� ������� �����


��������	�������	�	���$���������������������������	�"�	���	���	������
��

�����	����� �� 
��������� ������� � ����
���� �� �����������	�� �	��������	����

�����	�����	�������������6.5���
�	����������	����	�����������	����	��������		���

�����	� ����	� 
��������	����� 	� �	�� 	������� ���������� �� ������	���� ����	���

 

 

  

n=m=8 n=m=16 
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���
�������������	�����0	��������	����%-.�	��������	���	�	��������������

��� �
�����	����� �������	����� ����� �� �	�	�������� 1�� ������ ��
����
����

�	������� ����	���� ����������� 	
	������� ���������� ��� ��	���	����� � �	�	������

����������	�������	������	����
�����������	��������	����������$���!	���
��	����


���
���������������	�����������������	�������	��	��������
�����	��	����
	����

�����������	�������������������������	������	�������������
���
������	�����	��� 

 

,�������6.39����
�����������������������	�������n=m=8) 

&����� �	�� �	� ����� �"�� ��������� ���������� ��������� �	������	����

���������� �� ���� ������� 	��������� �� ��
��
��� 
�� ���������� �	��	������ ��	��������

�	
	��� �	� ��������� ������������ ����������� ��
��
��� (�������� �����	����

�	��������	���������
����������	� ����������������	����������	��������"������0	�

�	����������������	�������������������	�	���������� ����������������������	����

�� ������� ������������	����� ����	������� !	��� ����	������ �� ��������� ��

�	
����	���	�� ��� � ���������	���� 	��������� �-.2� - synthetic aperture radar). 
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��������	��������
������������	���������		��������������������	� [32,74]��#��

������
���	�����	��"����������� ����������������
 �����������"�������������

����	
	��������	��	��������	����������������	���������	
�����&��� �����������

�	���� ����	����
������	���������������	�����"�����������������-	����������

�	��������	������	��������%-.�����	���	�	������ ����������������	�������������� 

 

 

,�������6.40����
�����������������32�����	�������n=m=8) 
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,�������6.41��0	"������������������	����� 

 

,�������6.42���,�����������	�����
���������wavelet ����
������	����� 

3��
������������ ��� �	� �	"���� ���������� ����	
���'�� ������ 
�
	��� 
��

����	�������	�������36�����	�����"��� �����������	���	����������
��	����� ��

(.������,�����	�����	�	����	��������1.  
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(�������� �� ������������	��� ������� � ����
��� ����	������ ���	�	��� �	�

������42�� ��������	��� ��	
�	���� ��	������ �������� (QS)� �� 
���	� ��	�	���

������������������	���������	
������������������������
������� 

-	� �������3� ���	�	��� ������������	��� �� 
��������� �	��������	�����%-.�

	������������	�������$��������������� �
��	�	���������������
���������������

�����
����$���	��������	��������
�
	����	������	$���������	���!����	��������

�������������������	�����	�����������	��������	�"��� 

 

,�������6.43��,�����������	�����	��-%-.�����
�������	����� 

*������� ������	��� ������	���� �	� (.�� �������� ���� ������	������

���	"�����������	������� ��������������	�����'��������������	���(.��������


��%-.� �����3��� ������ ��
� ��	���	����$�� ������������������� �"�� ���	
�����

�������� 	�� �� 
��	������� � � ������	��� ��	������ (.�� 
�� %-.� ��������

�������������� �	�  �	������	� �	�� ��	
	��� $��	����"�� ���� � � � ��� 	 	�� $�� ���

�	
�����������
�������������
������	����� 

(�������� �����������
��� ������ ��
� �	��	������$�� ��������� ����	������ ��

������������	���������	��������$����	
	������ ���
�������
���� ����	
�	��� �x4. 

!�����������������������������������"�������	��������
����"����#�$���	�������
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��	���	��� �������	������� ��	
����� ��� ��� �"�� ��
��$���� ������� "�������

��	
������ 

��
������� �������� ������������ ��
��������� �	� �����	��� �	��������	�����

��
��
�� 

�0�	����������	�������������������	��	������������������	�� ��������$��


���������������	�������	����	�	�	�����%���
������"�����������
������"���������

����������������������������	��������	�����
������������������	���������	�����

���	
����	���
����	�������$��� 

0	��������	���� ��
��
� 
������� ���������	��� �����
���� ����������

������������������	�	������ 

�����
	�����	� �	���������	��	��n, m); 

��������������������	���������	�������λ); 

��
���	���������	����� 

�������	���� ���	������� �	�	����	� ��������� ������	������ 	�	����

����	������� ����	����������
�� ���������� �� ���
��� �����
������� ��	�����	���

����� �������	�	���������	������ 

-������	�����	� �	����	� ����	������ � �� ��� ����� ������������ ����"�����

����	��������$������"���������
����������
�����	������ 

�������� �����
��	� ��
�������� ����	������ �� �������������� ��� �����

�������	����������	�"�	�������	������ 

#����
�����$�����������������	������	�������
���
�����������������������

	���������3����
��	�����������������������"����	��	��������
���������3�����

�	��	����	���
����������	�����������	��	�����
���	
����������������
�����	��	��

�	���	������������� 
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6.8. �/��� !/ 

 

1.�,��������� ���������� �������� ����	���� $�� ������������ �	� %-.� ���

��	����������
������$����
�������������
��	���������
������������	��������

�	�� ���������������	������� 
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��������� 
	���� �	� ��	�������� �	������ 3��� ��
����
����� ����
������ ���������

��	���� ����	� �	��������	��� 
�� �������� ��� �"�� �������	�������� ��	
���	�
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3.�3��� ����
������ ��������� ���� �������� �	� ������� �������	���� ����	�� �	�

�	����	� 	��������� $�� ������������ �	� ��������	���� � ������������ �	������ �	� ���

�����������
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5.��������	��� LSS ����	
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