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1 Прогнозування

М аркова та Фур’є-продовження

Соловйов В.М., д.ф-м.н., професор, 

зав. кафедри економічної кібернетики 

Сапцін В.М., к.ф-м.н., доцент 

Чабаненко Д.М.

Черкаський національний університет ім. Богдана Хмельницького, 

Україна, м. Черкаси.

Успішне моделювання та прогнозування процесів, які протікають у

таких складних системах, як соціально-економічні, і дотепер

залишається однією з найактуальніших і до кінця не розвязаних 

проблем, що відносяться до цілого комплексу наук про природу, людину 

і суспільство [1,2].

Різноманіття підходів до побудови моделей таких систем, а також 

часто більш ніж скромні успіхи в прогнозуванні їх динаміки, 

вимушують шукати причини невдач не тільки в частковостях, але і в 

аксіоматиці, що стосується постановки задачі, використовуваних засобів

'я зк ів  З ІНШИМИмоделювання, інтерпретації його результатів, зі

науковими напрямами.

З виникненням на початку минулого сторіччя квантової механіки і теорії

щосності були сформульовані илися філософські

погляди на поняття фізичної величини, процедури вимірювання і стану 

системи, що в основі відрізняються від ньютонівських уявлень [3,4].

Більше 70-ти років йдуть дискусії щодо концепцій, на яких 
засновані класичні та неокласичні економічні теорії, та з являються нові 

^Дходи [5].
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т т  „ш у л о го  сторіччя о д ер ж ал а  « « зн ан и я  загальн а м о р і ,  ^  

3 „вному a » ™ ®  ф орм увати ся  н о в и й , си стем н и й , емерЛ е а т н ч

' " Т я г о в и й  за своєю суттю  п ід х ід  д о  д о с л ід ж е н н я  складних о б 'е д , , ,  

” мках якого фактично п о сту л ю ється  об м еж ен ість  и,д ь .ЯІ!0П) 

моделювання, шо спирається т іл ь к и  н а  ф ік со в ан у  і замкнуту састему

аксіом [6].

будь-

Проте опанування н ово ї ф іл о со ф сь к о ї б ази  в

соціально-економічні систем і до теп ер іш н ьо го

іелюванні

іається зі

складнощами, а нові принципи ч асто  л и ш е  декларую ться .

Дана робота присвячена д о сл ід ж ен н ю  і застосуванню  нових 

технологій моделювання і п рогн озуван н я , запропонованих  в [7, 8], в 

основі яких лежать концепції д етер м ін о ван о го  хаосу , складних ланцюгів 

Маркова та нові інтерпретації ідей  Ф у р ’є п еретворен н я .

Прогнозування ф інансово-економ ічних ч асо ви х  ряд ів  є надзвичайно 

актуальною задачею. С учасні п ід х о д и  д о  д ан о ї задачі можна 

охарактеризувати наступними н ап рям кам и : 1) апроксим ація часового

ряду аналітичною функцією та  екстр ап о л яц ія  зн ай д ен о ї функції -  так«І

;елі д о сл ід ж ен н я  вп ли ву МОЖЛИВІ

показник, ІЗ п рогн озується  т а  п об уд ова  економетричн
або більш складних м оделей

за ;опом огою  методу групово

урахування аргументів (М ГУА ) [10]; 3 ) м о д ел ю в ан н я  майбутніх цін 

у татів прийняття ріш ень за  д о п о м о го ю  нейронних мер*

енетичних алгоритмів, нечітких м н о ж и н  [10-11]. Н а жаль, Д 

методики не TTPX
°нструю ть стаб ільн и х  п р о гн о зів , ЩО може

пояснене СКЛЗЛНІр'піл
зміною " систем, д и н ам іка  я к и х  прогнозується;
алгоритмі СТР̂ ІСІУРИ' нв а г а є м о с ь  п о єд н ати  ц і напрями

моделі ад адаємо перевагу о стан н ьо м у , я к и й  полягає у п0^

— підхіГт: ' процесу п ородж ує ч асо в и й  р яд  ціни

Жливість н абли зи ти сь  д о  складності систем®*
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всуваний рад, побудувати П модель та використовувати

властивості моделі у якості прогнозу

Нехай ряд заданий послідовністю дискретних рівнів зі сталим

кроком дискретизації часу At. Необхідно (увати варіанти
продовження ряду (сценарії прогнозу), використовуючи залежності, 

виявлені за допомогою складних ланцюгів Маркова та дискретного 

Фур’є-продовження.

Особливістю соціально-економічних систем, крім складності, є

наявність пам’яті, у тому числі і довготривалої, а також нелінійний
• »нестшкии характер взаємодії елементів і компонент, що ускладнює їх 

прогнозування.

На жаль, математичні моделі, засновані на диференційних 

рівняннях, фактично не мають пам'яті (немає післядії), а в моделях з 

пам'яттю, в яких використовуються інтегральні співвідношення, не

кожна нелінійність може бути врахована (операція інтегрування

лінійна за визначенням).

Дійсно, в задачі Коші майбутня поведінка системи визначається її

початковим станом і не залежить від того, яким чином

прий до цього стану навряд чи відлові, дійсності

припущення про те, що всю майбутню поведінку реальної соціально- 

економічної системи можна передбачити, задавши миттєвий часовий

«зріз» якого б то не було набору змінних її стану.

Розглянемо можливі підходи до врахування минулого в

моделюванні динаміки складних виходять за рамки.

задаються класичними диференціальними

рівняннями.

та інтегральними

_у

Простим прикладом динамічної моделі з памяттю, в якій н
о її станутобто значення функції x(t) , залежить від минуло
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х(1 -  * )
ПОСТІЙНИМ

пасовим лагом т - const, є Функціонально-

•пняння ІЗ запізнюванням вигляду 
різницеве рівняння

:(,)=/(*М); ***<>’

і

(1)

початковими умовами в
Д '

(2)

напівінтервалі /0 -  < Г < Г0 функшею 1

За умови (2) рівняння (1) має єдине рішення, визначуване

рекурентними співвідношеннями.

(')=

t0 < ,t< t+ r ;7М*-0);
f  ( f  (<Р{< -  *))) ’ t0+ r < t < t  + 2r,

/ ( / ( / ( ^ - r )))) ; h + 2 r  < t < t  + 2r,
(3)

Якшо використовувати дельта-функцію Дирака, з властивостями.

-WO

5(f) = 0, if x * 0 ;  J<5(/)<i/ =  l , (4)

то рівняння (1) можна формально записати і в інтегральній формі.

* ( / )  =  ( 5 )

Дельта-функція не є функцією в звичайному розумінні і 

відноситься до класу узагальнених функцій, математична теорія яких 

була розвинена тільки у середині минулого сторіччя (фізиками ця

функція почала використовуватися набагато ранії

Наближений класичний інтегральний аналог рівняння (5) можи

замінити S(t) звичайною функцією - яким-небуд

конкретним достатньо вузьким «піком» одиничної пло

характерною шириною ~  Дг і кінцевою 1/А/.

кінцево10 

ОдяйМ 3

прикладів такої функції є похідна від функції
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(6)ф(/)=
1 + ехр

1 . х /,\ d<b
- / V dt г

\ в
в 2 + ехр

V

j ) + ‘ x p [ ‘o \ •

У

Якщо стан системи у момент часу t , x(t),  визначається не одним,

як в (1), к (к = 2,3,4,...) и минулими станами

момента

відповідно = const, т2 = const,...

x ( t  — T\), x ( t  т2),... x ( t  тк }

(t ~~ Г,), (/ —

Гд. = ссга/, г, > г2 >... > г* > 0), то замість (1), (2), (5) одержуємо:

часу

(7)

(8)
/*(0 J l̂ \ <̂ Ік/{х (іі)іХ{і2 ),~л(ікУ}

(9)
Таким чином

нескінченного ряду п станів у минулому, то інтегральним аналог 

функціонально-різницевого рівняння із запізнюванням буде, взагалі 

кажучи, містити інтеграл нескінченної кратності. При цьому 

нескінченне число станів у минулому в принципі може відноситися як

нескінченного

(-<»;/) («довга» пам’ять) проміжку часу.

Звернемо увагу на те, що клас 

запізнюванням Вольтерівського типу:

інтегральне рівняння

і
* ( ')  = \ F(x( t ) \ t ; t )dt , (10)

Де F[x,t,t) - довільна задана (взагалі нелінійна) функція змінних x,t, t , 

Дозволяє врахувати пам'ять системи про її минулі стани лише в
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• ,„л стає очевидним , якщ<
адитивному наближенні, т о

частину (16) У вигляди

?,еМ; ?2e[f2̂ l]*—

праву

(П)

цим відзначимо
• *рівняння типу (У; при

минулого, тобто у  випадку

/ . ( + fj  {X(t 7 2)) + -" ’ (12)

стае окремим випадком рівняння (10) з підінтегральною  функцією

h t { t -  r 2)) + ... (13)

Змістовний аналіз динаміки нелінійних моделей з пам'яттю, в яких 

майбутнє визначається нескінченним числом  станів у минулому, в 

загальному випадку можливий тільки в дискретному уявленні, причому 

результати такого аналізу будуть принципово наближеними, то 
містити невизначеність, яку слід вваж ати ендогенною, тобто

внутрішньою, яка властива даній системі. #
При відповідній дискретизації часу модель з пам'яттю як типу (7),так 1 

(10) набуває вигляду:

* (п+0 = /  (* (и) ;х (« -1); х (п - 2)...).
Для врахування і кількісного опису невизначеностей,

(14)

спостерігаються в них системах, звичайно викор
истовукиь

застосування будується на гіпотез

яких сумнівна, при цьому статистична
рпреташя

р зультатів не завжди достатньо інформативна, а результати

дповідають процесам, що реально відбуваються в системі. Зокр 

відома ппаПпгл» і / л • \г гклаД*
ІУмУ, тісно пов'язаного з наявністю у
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пам'яті, з погляду статистики означає відсутність

сере. значення за часом як границі при прямуванні довжини

часового проміжку, на якому проводиться усереднювання, до

нескінченності, для будь-яких процесів, що відбуваються в таких

системах. Таким чином, строгого статистичного обґрунтування подібні

процеси мати не можуть

Нові підходи до моделювання і прогнозування динаміки складних

нелінійних систем з пам'яттю засновані на застосуванні технологій

детермінованого хаосу і нейронних мереж (див., наприклад, [11]). їх

дослідження і реалізація стали можливими тільки з появою

швидкодіючих ЕОМ. Загальним для цих технологій є використання

рекурентного обчислювального процесу:

п+1
= fn (fn-1 ( - U (*1 )•••)))> п  =  1,2,..., (15)

Де /(*,■) “ деяке нелінійне відображення багатовимірного вектора хп  і -

реальний або фіктивний, час. Ідентифікація

зводиться до визначення функцій УХ*;)» а  відмінності між моделями

нейронних мереж пов’язані з виглядом

методами визначення цих функцій (у моделях нейронних

звичайно використовується достатньо вузький клас відображень

[П]). Стійкість або збіжність процесу (15), взагалі кажучи, не

передбачається, а інтерес може мати як одномоментний набір компонент

вектора х;., так і динаміка їх  зміни в часі.

випадку моделі (15), при введенні відповідних

гових змінних

І детерміновані стійкі процеси, що описуються інтегро

^Ференційними рівнянням, і випадкові процеси, до яких відносяться 1

'І ланцюги М аркова (СЛМ ), формально можна розглядати я 

Ремі граничні випадки реалізації моделей детермінованого хао у
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масштабі дискретизації, який прямує до нуля, якщо відповідні

границі існують
іержуємо класичні диференціальні

постановки задачі. При скінченних At одержуємо моделі з дискретним

часом, які в загальному випадку можуть породжувати у відповідному 

фазовому просторі (що включає і лагові змінні) як вимірні (дискретні 

або безперервні) множини, що допускають імовірнісну інтерпретацію, 

так і множини з особливою структурою - фрактали, для яких така 

інтерпретація не завжди можлива.

Прикладом моделей детермінованого хаосу, що допускають 

імовірнісну інтерпретацію, є різноманітні цифрові генератори так 

званих псевдовипадкових послідовностей, що використовуються в 

імітаційному моделюванні.

Відзначимо, що насправді не існує точних процедур, які дозволили 

б відрізнити «дійсну» випадкову послідовність від псевдовипадкової.

Припустимо існує послідовність дискретних станів певної системи. 

З цієї послідовності можна визначити ймовірності переходу з одного 

стану в інший. Складним ланцюгом М аркова називають випадковий

якому ймовірність наступного стану залежать

наявного стану, а вц овності декількох

від

щіх станів

(передісторії). Кількість станів у передісторії є порядком ланцюга 

Маркова.

Ланцюг Маркова порядку вище 1-го можна звести до простого 

ланцюга Маркова за допомогою введення поняття „узагальнений стан > 

вклю іаючи в нього ряд послідовних станів системи. В  цьому випадку 

рат простих ланцюгів Маркова може бути застосований до складні
діяльністьіднамічні ряди фінансових ринків породжуються І

фінансово-економічних систем. Припускається, Щ

№УЄ ряд> має Детерміновану складову, що означає ісяу»

лідковоі залежності наступних станів від передіє
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Досліджуваний процес описується у вигляді часового ряду ціни p{t)

із заданим проміжком дискретизації At

Щ  Ри =р{(0 +і-&). (16)

Ряд вихщних значень неоохщно перетворити у ряд дискретних станів. 

Позначимо кількість вибраних станів s ,  кожен з яких пов’язаний зі 

зміною величини вихідного сигналу (прибутковістю). Наприклад, 

класифікація з двома станами, перший з яких відповідає додатній 

прибутковості при зростанні ціни, а другий -  від’ємній при її спаданні. В 

загальному вигляді всі можливі прирости вихідного ряду класифікуємо 

на s груп. Способи розбиття розглянуті у роботах [12].

Далі здійснюється прогнозування ряду дискретизован их станів. Для 

заданого порядку ланцюга Маркова та останнього узагальненого стану в 

якості наступного вибирається найбільш ймовірний стан. У вила, 

неоднозначності при визначенні стану з максимальною ймовірністю 

застосовується алгоритм, який дозволяє зменшити кількість можливих 

сценаріїв прогнозу. Таким чином, маємо ряд прогнозованих станів, які 

для відомого останнього значення ряду можуть бути перетворені на 

дискретизований ряд прогнозних значень.

Обчислення приростів, прогнозування та послідуюче відновлення 

здійснюється здійснити для заданої ієрархії приростів часу A t . Для 

ефективного використання інформації, представленій у наявному 

часовому ряді, прогнозування здійснюється для приростів часу 

^  ~ 1>2,4,8,.„, або більш складної ієрархії приростів та послідовного 

„склеювання” результатів отриманих на різних дискретизаціях

прогнозів.

Процедура прогнозування та склеювання є ітераційною та

проводиться, починаючи з менших приростів, додаючи на кожному 

кРоці прогноз з більшим приростом часу.



При
збільшенні кроку дискретизації часу At  зменш ує^.

Маркова, томуегатистика для визначення параметрів ланцюгу

найбільший крок дискретизації, якш і приймає участь у прогнозуванні 

обмежується. Для доповнення прогнозу низькочастотною  складовою

ГЬСЧ нао.-іижсннч нульового порядку у вигляді лінійної»

,1ЧМ,ДУ . або комбінації лінійного треплу та гармонійних коливань [8].

Розглянемо послідовність операцій, які необхідні для побудовн

прогнозного ряду. Для цього необхідно задати наступні параметри:

\) Вид ісрархії приростів часу (проста -  степені двійки, складна -

\O0\T0K степенів перших простих чисел)

2) Величини 5 -  кількість станів та г - порядок ланпюга Маркова.

Дані параметри можуть бути інднвідуальними для кожного рівня

чискре ги иції. з .-лодження оптимальних параметрів здійснюється 

експериментально.

Алгоритм побудови прогнозу включає наступні кроки: Щ
\ ) ієрархії приростів часу послідовності А/,

максимальний з яких повинен відповідатн прогнозного
проміжку Л\.

2) Для кожного приросте
ф

Аг зі зростанням приростів.
ік І гься прот позування станів та відновлення ряду за прогнозними

етап включає наступні ди:
W

і приростів ^прибутковосте!*) ряду А

ряду приростів У ряд номерів станів (1.-5).

Побудова
Імовірностей переходів 

Р*Д> прогнозних

узагальнених станів

процедур
ЙСільщ ймовірного наступного стану

ряд\ станІБ Аг.

,мш> прогнозу з дискретизацією Аг з рядом, ятсий с

клею ванн я попередніх шарів (з меншим кроком
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линий ряд < «Of..... W. « «мнпі |кг,улМ1ГІу
си ряд

00 і МИ*
В Останній склеєний ряд склеїти і продовженням лінійного тесгРейду,

побудованого по усім попередим) відомим точкам

ряд. склеєний з Лінійним трендом, є результатом прогнозування.
в І

м  даному розділі представлені результати прогнозування фондових 

иикін. Наведено тільки останні 2000 точок навчальної вибірки. Точкою 

'ООО позначено момент початку прогнозів: 24 березня 2011 року.

Вшив нами ронаймут  підхід до проточування часових рядів 

методом складних ланцюгів Маркова. Апробація показала, що 

прогнозування динамічних рядів за цією методикою дас непогані
« *

результати для ряді» із високою регулярністю, повторюваністю значень

для короткострокових прогноив. Але при довгостроковому

прогнозуванні слід більш ефективніше враховувати низькочастотні 

коливання у вихідному ряді.

DJI

►т
О

1000
«■в"- Ще ”*•' f І

2000
time, days

і. 1

7000 г

6600
6000

FTЙГ pcedktlon

б. • І
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3000 1000 7000 
time, days

4000

Рис. І. Рис. 2.

Прогнозування індексів Dow Jones Industrial (США, рис. I) •' ISE

і  (Великобританія, рис. 2).

Дня подолання цієї проблеми вищезазначена модель 

вдосконалена введенням апроксимуючої функції |К| виду
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}'abs(/) = 0 + Ь( + ̂ У*. 5'п(пД ̂  У У

або для відносного масштабу.

Уы
т

a t> r i c' s in (tJ|f +  c ^ V1 $ї
Ы

Параметри моделі а, b, с\, с2,...ст, сь ...с а мають бути

мінімізовані відносно наступного критерію оігшмальності:

Fia,b,с, ,dx,..Jm,<ех ея )= V (у , • U«)
м

або для відносного варіанту':

/* (п ,^ ,С ] , . .Х  т , іі| ,..х 2 т , с і * - ) -  Z I 1
•*

V
і

У ач ('с
% «:<))

При розв’язуванні задач оптимізації необхідно задати початкові оцінки 

параметрів, які оптимізуються, а також накласти обмеження на л 

значення. ;^ Н

Оскільки число параметрів функції F зростає зі збільшенням числа 

гармонік т, пропонується ітераційна апроксимація по одній. <лбо ;во\ •. 

більше) гармоніках, обчислення залишків та застосування ндспгахч 
ітерації до більш високочастотних залишків: щЖ

Г/(0 “  г,-, (/) -  (а 4- & ч - sm(j,/+e,))

(для одночастинного наближення), або : Г ':Ш
і ' -1* і !

/
99Щ

)(>)= г,_і(t)-  a + bt ч У  tv sin(n” ,j 4 с .)

ы /
(для

нев’язки (19) або (20)
Ф

виклик

ф

1СН\

сутністю

пропонується здійснювати
язку задачі. Для подолання цн ! песо ■ 

on ги міліцію » використанням \v’n *



п о ч а т к о в и х  оцінок значень параметрів

відбору.
принципу Їх

Наведені нижче рисунки ілюструють роботу запропонованих

методів

смол

Рис. З Рис. 4

Прогнозування індексу Nikkei (Японія) методом дискретною Фур<

продовження (рис. 3.) та методами дискретного Фур’с-

продовження+ланцюги Маркова (рис. 4).

запропоновано алгоритми прогнозування

складних ланцюгів искре ГНОЮ

продовження. Принцип ієрархії часових приростів дозволяє 

максимально повно використати інформацію, яка міститься у часовому 

ряді при побудові прогнозу із застосуванням складних ланцюгів 

Маркова. Дискретне Фур’є-продовження дозволяє покращи і и
тлльпапрогнозування низькочастотної складової ряду, 

робота з прогнозування часових рядів індексів фондових ринків иоклі\<

СфеїСШ ВНІСТЬ аЛГОрИТМІВ та підтверджує актуальність поманиш

досліджень запропонованих методів.
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'•Компьютерные науки" / Зайченко Ю. П.; [М.З. Згуровский

(общ.ред-)]- -  к -: Слово, 2008. 344 с.

Шумский С.А. Нейрокомпьютинг и его применения

Шумский М 1998.
12.Чабаненко Д. М. Виявлення короткочасної та довготривалої пам’яті 

та прогнозування часових рядів методами складних ланцюгів

. М. Чабаненко // Вісник Національного технічного 

університету “Харківський політехнічний інститут”. Збірник

наукових праць. Тематичний випуск: Інформатика і моделювання

Харків: НТУ ХПІ, 2010. -  № 31. -  С. 184-190.

1.12. Вплив Саймона Кузнеця на розвиток економетрики

Черняк О.І., Д.Є.Н., професор, 

зав. кафедри економічної кібернетики 

Комашко О.В., к.ф.-м.н., доцент 

Київський національний університет 

м. Київ.

Саймон Кузнець не був економетристом у вузькому розумінні, 

однак його вплив на розвиток економетрики важко переоцінити. Роботи 

С. Кузнеця в сфері національних рахунків забезпечили емпіричну базу 

для розвитку економетричного макромоделювання, починаючи з перших 

моделей Я. Тінбергена кінця 30-х років минулого сторіччя. Емпіричні та 

теоретичні дослідження С. Кузнеця в теорії економічного зростання та 

економічного розвитку, здійснені у 1940 —  60-х роках, стали джерелом 
розбудови економетричних моделей у цих галузях. Оскільки згаданій 

проблематиці присвячена численна література, в

обмежимось лише констатацією факту
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