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Не дивлячись на увагу широкої науково-педагогічної спільноти до 
категорії складності, однозначної відповіді на питання «що таке склад-
ність?» в столітті складності не існує. Тому, за І. Пригожиним [1], буде-
мо досліджувати прояви складності системи, застосовуючи при цьому 
сучасні методи кількісного аналізу. Серед них на увагу заслуговують: 
інформаційні; мультифрактальні; кореляційні. 

Поняття інформаційної (колмогорівської складності) сформовано в 
1960-ті роки на стику теорії алгоритмів, теорії інформації і теорії ймові-
рності [2]. А. М. Колмогоров запропонував вимірювати кількість інфор-
мації в скінчених об’єктах за допомогою теорії алгоритмів, визначивши 
складність об’єкту як мінімальну довжину програми, що породжує цей 
об’єкт. Це визначення стало базисом алгоритмічної теорії інформації, а 
також алгоритмічної теорії ймовірностей: об’єкт вважається випадко-
вим, якщо його складність наближена до максимальної. 

Отже, за Колмогоровим, складність об’єкту (наприклад, тексту – 
послідовності символів) – це довжина мінімальної програми, яка виво-
дить даний текст, а ентропія – це складність, що ділиться на довжину 
тексту. На жаль, це визначення чисто умоглядне. Надійного способу од-
нозначно визначити цю програму не існує. Але є алгоритми, які фактич-
но якраз і намагаються обчислити колмогорівські складність тексту і 
ентропію. 

А. Лемпелом і Я. Зівом була запропонована наступна схема розді-
лення слова на підслова [2]. Позначимо через r

lx  слово, що складається з 
букв слова x=ai1...ain, починаючи з l-ої і закінчуючи r-ою, тобто 

iril
r
l aax ...= . Розділимо слово nn Ax О1  на підслова mii ,...,1, =s  за насту-

пним правилом. Нехай початок слова nx1  вже розділено на підслова, тоб-
то є конкатенацією підслів 121 ... -isss  і n

lii
n xx 111 ... -= ss . Виберемо насту-

пне підслово 11-== il
lii xs  так, щоб слово 21-=il

lix  було найдовшим префіксом 
слова n

lix  і вже містилося як підслово в слові 31-=il
lix , тобто 

i

ii
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dli ax 21 --
-
+=s , 
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де di≤li. Кожне підслово σi визначається трійкою чисел (di, li+1–liji). 
Схема Лемпела-Зіва породжує програму PLZ, яка поновлює слово за 

послідовністю трійок чисел. Щоб двійкові коди натуральних чисел мо-
жна було однозначно розділяти, перше число в кожній трійці доцільно 
записувати у двійковому вигляді з використанням рівно log li бітів, друге 
можна кодувати довільним префіксним кодом чисел натурального ряду, 
для запису третього досить log |A| бітів. 

Відображення fLZ, зворотне програмі PLZ, називається кодуванням 
Лемпела-Зіва. Може існувати декілька різних кодів, які програма PLZ 
переводить в одне слово w. За кодове слово fLZ(w) вважатимемо те з них, 
яке побудоване відповідно до наведеного вище алгоритму. 

Будемо знаходити складність за Лемпелем-Зівом (SLZ) для часового 
ряду, який являє собою, наприклад, щоденні значення індексу фондово-
го ринку. Для дослідження динаміки SLZ та порівняння з іншими фон-
довими ринками, будемо знаходити дану міру складності для підряду 
фіксованої довжини (вікна). Для цього обчислимо логарифмічні прибут-
ковості та перетворимо їх у послідовність бітів. При цьому можна зада-
вати кількість станів, які диференційовані (система числення). Так, для 
двох різних станів маємо 0, 1, для трьох – 0, 1, 2 і т.д. У випадку трьох 
станів, на відміну від двійкової системи кодування, задається певний 
поріг b і стани retкодуються так: 
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Алгоритм виконує дві операції: (1) додає новий біт в уже існуючу 
послідовність; (2) копіює вже сформовану послідовність. Алгоритмічна 
складність представляє собою кількість таких операцій, необхідних для 
формування заданої послідовності. 

Для випадкової послідовності довжини n алгоритмічна складність 
обчислюється за виразом SLZr=n/log(n). Тоді відносна алгоритмічна 
складність знаходиться як відношення отриманої складності до випад-
кової: SLZ=SLZ/SLZr. 

Нажаль, алгоритмічна складність не в змозі описати складність та-
ких сигналів. Справа в тому, що складні сигнали проявляють притаман-
ну їм складність на різних просторових і часових масштабах, тобто ма-
ють масштабно інваріантні властивості [3]. Вони, зокрема проявляються 
через степеневі закони розподілу [5]. Очевидно, що показники алгорит-
мічної складності неприйнятні і призводять до помилкових висновків. 
Для подолання таких труднощів використовуються мультимасштабні 
методи, до яких, зокрема, відноситься мультимасштабна ентропія. Для 



 168 

практичної реалізації розрахунку ентропії при аналізі обмежених і за-
шумлених часових рядів використовувався алгоритм розрахунку ентро-
пії подібності (Approximate Entropy – ApEn) або ентропії шаблонів 
(Sample Еntropy – SamEn). Подробиці алгоритму обчислення ApEn і 
SamEn можна знайти в роботах [5], тому наведемо тільки короткі заува-
ження стосовно їх обчислення. Вхідними аргументами для обчислення 
ApEn є початковий часовий ряд x(t), а також два параметри, m і r, тобто 
ApEn(x(t), m, r). Параметр m характеризує розмірність вкладення, а r – є 
пороговим критерієм, який дозволяє розглядати два довільні вектори 
однаковими («фільтруючий чинник»). 

Дві довільні точки аттрактора з радіус-векторами xi і xj в просторі 
вкладення розмірності m вважаються схожими якщо відстань між ними 
менша ніж r, тобто 

||xi+k–xj+k||<r для 0≤k≤m. 
Визначають функцію Cim(r) як частку числа всіх векторів розмірно-

сті m, схожих (з погрішністю що задається критерієм r) з i-м вектором 

1
)()(
+-

=
mN
rnrC im

im , 

де nim(r) – число векторів, схожих з i-м вектором. Величина Cim(r) визна-
чалась для кожного i-го вектора, після чого обчислювалося її середнє 
значення Cm(r), що характеризує частку схожих векторів в m-вимірному 
фазовому просторі. Ентропія подібності ApEn обчислювалася як функція 
розмірності m при заданій величині порогового критерію r за формулою: 

)(
)(ln),,(

1 rC
rCrmHRApEn

m

m

+

= , 

тобто, як натуральний логарифм відношення середньої частки схожих 
векторів в m і (m +1)-вимірних фазових просторах відповідно. 

При розрахунку ApEn використовувалося значення m = 2, що дозво-
ляє інтерпретувати ApEn як відмінність вірогідності виявити схожі век-
тори при розмірностях вкладення m = 2 і m = 3 відповідно з толерантніс-
тю що задається параметром r = 0,20. 

Високий ступінь регулярності часового ряду дає низькі значення 
ApEn, оскільки природно чекати, що ймовірність зустріти схожі вектори 
при розмірності 2 майже дорівнює такій при розмірності 3, тому різниця 
логарифмів буде мінімальною. 

Ідея визначення вибіркової ентропії – SamEn дуже схожа на викори-
стовувану для розрахунку ApEn, проте є невелика відмінність. При ви-
значенні ApEn порівняння вибраного i-го вектора зі всіма іншими вклю-
чало також і порівняння його із самим собою. Це гарантувало те, що ві-
рогідність )(rC m

i  ніколи не набувала нульових значень і тому завжди 
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можна було обчислити логарифм цієї вірогідності. Оскільки порівняння 
шаблонного вектора із самим собою приводить до зниження величини 
ApEn, то сигнал міг інтерпретуватися як більш регулярний, ніж був на-
справді. При визначенні SamEn включення до суми результату порів-
няння шаблону із самим собою виключалося. 

Іншими словами, дві точки ряду вважаються схожими (нерозділь-
ними), якщо абсолютна різниця між ними була ≤r. Зазвичай r вибирають 
рівною 10-20% від величини стандартного відхилення ряду. 

Цю процедуру повторюють так, щоб виконати порівняння для всіх 
2-х і 3-х компонентних підпослідовностей, що обираються як шаблони. 
Зрештою, обчислюється відношення всіх близьких 3-х компонентних 
підпослідовностей до загального числа 2-х компонентних. 

SamEn є натуральним логарифмом цього відношення, і характеризує 
вірогідність того, що близькі підпослідовності з перших 2-х компонент 
залишатимуться близькими після додавання наступної 3-ої компоненти. 

Обидва види ентропійних показників (ApEn і SamEn) функціональ-
но залежать від одного кроку диференціювання, тобто відображають 
міру невизначеності нового чергового відліку, який ми прогнозуємо за 
попередньою історією процесу. Інакше кажучи, ці види ентропії опису-
ють міру втрати інформації на кожному подальшому кроці щодо попе-
реднього. З цієї причини такі параметри не можуть бути застосовні до 
аналізу явищ, що є за своєю природою мультимасштабними. 

Для подолання цих труднощів було запропоновано використовувати 
масштабний аналіз ентропії (Multiscale Entropy Analysis – MSE), де в 
якості міри ентропії на різних масштабах декомпозиції початкового ча-
сового ряду використовувався параметр ентропії шаблонів (SamEn). 

Метод MSE включав дві послідовно виконувані процедури: 1) про-
цес «грубого дроблення» (coarse graining – «грануляції») початкового 
часового ряду – осереднення даних на сегментах, що не перетинаються, 
розмір яких (вікно осереднення) збільшувався на одиницю при переході 
на наступний за величиною масштаб; 2) обчислення на кожному з масш-
табів показника SamEn. 

Процес «грубого дроблення» («грануляція») полягає в усереднені 
послідовних відліків ряду в межах вікон, що не перетинаються, а розмір 
яких τ – збільшується при переході від масштабу до масштабу. Кожен 
елемент «гранульованого» часового ряду )(t

jy  знаходиться у відповідно-
сті до виразу: 

е
+-=

=
t

t

t

t

j

ji
ij xy
1)1(

1 , t/1 Nj ЈЈ , 

де τ характеризує масштабний фактор. Довжина кожного «гранульова-
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ного» ряду залежить від розміру вікна і рівна N/τ. Для масштабу, рівного 
1, «гранульований» ряд просто тотожний оригінальному. Для кожного з 
отриманих «гранульованих» часових рядів обчислювалася SamEn як фу-
нкція масштабу. 

У складних систем фазовий простір розділений на області, які слабо 
перекриваються, завдяки чому поведінка таких систем може цілковито 
змінюватись від навіть дуже слабкого впливу. Примітною властивістю 
складних систем є фрактальний характер фазового простору, самоподіб-
ність якого означає збереження форми фрак тала на різних масштабах 
його розгляду. Формально ця властивість виражається в тому, що міра Z, 
визначена на фракталі, задається однорідною функцією, яка підпорядко-
вується співвідношенню 

Z(x/l):=lDZ(x), (1) 
де l – масштаб змінної x, D – фрактальна розмірність. Якщо величина Z 
зводиться до мінімального числа N d-вимірних кубиків з ребром l, які 
покривають фрактал, а змінна x задає ступінь розтягнення/стискання, що 
відновлює його початковий розмір у масштабі l, то x=l і рівняння (1) дає 
скейлінгове співвідношення 

N(l)=l–D, (2) 
де прийнято, що об’єм одиничної довжини покривається одним кубиком 
(N(1)=1). Звідси означення фрактальної розмірності Хаусдорфа: 

)/1ln(
)(lnlim

0 l
lND

l®
= . (3) 

Співвідношення (1)–(3) характеризують монофрактальну множину з 
єдиним значенням D. У загальному випадку само подібний об’єкт зада-
ється набором монофракталів, кожний з яких характеризується показни-
ком Гьольдера α, що визначає ймовірність a

ii lP =  попадання в комірку i 
довжини li→∞. Набір i=1, 2, ..., N таких комірок отримуємо діленням 
вихідного відрізка на N→∞ Ґ®N  частинок. Мультифрактальну мно-
жину задаємо мірою 

е
=

=
N

i

q
iPqZ

1

)( , (4) 

значення якої Z(1)=1 при відсутності деформації визначається умовою 
нормування е =

=
N

i iP
1

1. Деформація 1№q  дає змогу виділити максима-
льний внесок великих ймовірностей Pi при додатних та малих Pi при 
від’ємних. Заданому значенню показника α відповідають 

)()( aa f
ilN -=  (5) 

Комірок, кількість яких визначається спектром мультифрактала f(α). В 
результаті міра (4) набуває вигляду 
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Далі перейдемо під підсумовування за комірками до інтегрування за 
спектром мультифрактала, де при li→0 основний внесок дають значення 
α, що відповідають мінімальній величині показника τ=qa–f(α). Тому при 
фіксованому параметрі q у точці мінімуму α=α(q) приходимо до умов 

,)( q
d
df

q ==aaa
 0)(2

2

<= qd
fd
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які визначають скейлінговий показник α(q) за заданим спектром f(α). 
При цьому міра приймає степеневу форму )()( qlqZ tµ , де { }ill maxє  – 
максимальна довжина комірок iО[1, N], а масовий показник, визначений 
перетворенням Лежандра τ(q)=qa(q)–f(α(q)) задає показник Гьолдера 

dq
dq t

a =)(  при фіксованому значенні параметра деформації. 

У практиці фрактального аналізу існують два часто застосовні ме-
тоди: (1) метод максимумів модулів вейвлет-перетворення (ММВП) та 
(2) метод мультифрактального флуктуаційного аналізу (МФФА) [5]. 

Завдяки практичній значущості на особливу уваги заслуговують ме-
тоди оцінки складності мережеподібних структур, які вимагають окре-
мого розгляду [4,5]. 
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